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'V"or^\;vort. 


Dieses  Elementarlehrbuch  beschäftigt  sich  mit  der  Integraticni 
von  (jmvöhnliclicn  und  linearen  ixirtiellcn  Diß'crentinlfjlcichnmicn  uml  zwar 
zunächst  mit  der  Entwickelung  der  in  den  gebräuchlichen  Lehrbüchorn 
enthaltenen  Integrationsverfahren ,  welche  daselbst  als  einzelne  von 
einander  unabhängige  Theorien  dargestellt  zu  werden  pflegen,  während 
sie  hier  als  Äusfluss  aus  einer  allgemeinen  Methode  auftreten.  Diese 
Methode  giebt  eine  Integrationstheorie  für  alle  Differentialgleichungen, 
welche  eine  oder  mehrere  heJiannte  infinitesimale  Transformationen  ge- 
statten. Man  könnte  daher  sagen,  dass  sie  auf  dem  Principe  der  in- 
finitesimalen Transformationen  dernht,  wobei  jedoch  zu  bemerken  wäre, 
dass  sich  dieses  Princip  nicht  in  einem  Satze  erschöpfend  aussprechen 
lässt,  dass  es  vielmehr  in  den  verschiedensten  Einkleidungen  auftritt 
und  die  mannigfaltigsten  Anwendungen  gestattet. 

In  ihrem  weiteren  Ausbau  führt  die  Verwertung  der  infinitesimalen 
Transformationen  zu  dem  äusserst  wichtigen  Grnppenhegriff,  indem  es 
auf  dasselbe  hinauskommt,  ob  eine  Differentialgleichung  mehrere  in- 
finitesimale Transformationen  oder  eine  continuierliche  Gruppe  von 
Transformationen  gestattet.  Es  zeigt  sich  in  diesen  Vorlesungen,  dass 
diejenigen  allgemeinen  Classon  von  Differentialgleichungen,  welche  die 
älteren  Mathematiker  integrierten,  und  die  in  den  Lehrbüchern  be- 
trachtet werden,  eben  als  die  allgemeinsten  Differentialgleichungen 
charakterisiert  werden  können,  die  gewisse  Gruppen  von  Transforma- 
tionen gestatten.  Somit  kommt  der  moderne  Begriff  der  Differential- 
invarianten,  wenn  auch  in  versteckter  Form,  in  jedem  Lehrbuch  über 
Differentialgleichungen  vor.  In  diesen  Elementarvorlesungen  be- 
schränken wir  uns  auf  die  Betrachtung  der  gewöhnlichen  Differential- 
gleichungen erster,  zweiter  und  dritter  Ordnung,  sowie  der  linearen 
partiellen  Differentialgleichungen  in  drei  und  vier  Veränderliclion, 
welche  bekannte  infinitesimale  Transfurnuitionen  gestatten.  Für  alle 
diese  Differentialgleichungen  entwickeln  wir  gewisse  rationelle  Inte- 
grationstheorien, die  sich  durch  die  Verwertung  des  Principes  der  in- 
finitesimalen Transformationen  nuturgemäss  darbieteji. 


IV  Vorwort. 

Diese  Vorlesungen  haben  auch  insofern  Bedeutung,  als  sie  weiter- 
gehende Studien  vorbereiten.  Unsere  Entwickelungen  geben  nämlich 
dem  Leser  eine  Ahnunj;  von  der  ausserordentlichen  Fruchtbarkeit  des 
Begriffes  der  infinitesimalen  Transformationen  und  der  von  ihnen  er- 
zeugten Gruppen  für  die  Integrationstheorien  überhaupt.  Viele  unter 
den  speciellen  Anwendungen  dieser  Begriffe  dürften  ebenso  wichtig 
sein  als  gewisse  Theorien,  die  man  heutzutage  mit  dem  Namen  von 
Principen  belegt.  So  ordnet  sich  —  um  hier  nur  eine  Anwendung 
zu  nennen,  die  allerdings  im  vorliegenden  Buche  nicht  enthalten  ist  — 
die  ganze  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ord- 
nung dem  Begriff  der  infinitesimalen  Transformationen  unter  und 
demeiitsjtrecheud  jedes  Problem,  welches  sich  auf  eine  partielle  Dif- 
ferentialgleichung erster  Ordnung  zurücktuhren  lässt,  also  namentlich 
das  allgemeine  Problem  der  Dynamik.  Z.  B.  fliessen  aus  der  nahezu 
selbstverständlichen  Thatsache,  dass  die  partielle  Differentialgleichung 
erster  Ordnung,  welche  dem  Problem  der  n  Körper  äquivalent  ist,  die 
Gruppe  der  Bewegungen  des  Raumes  gestattet,  die  Flächensätze  und 
die  ersten  Schwerpunktsintegrale. 

Schliesslich  wird  der  Leser  durch  diese  Vorlesungen  vorbereitet 
zur  luanjirillnahme  des  allgemeinen  und  ganz  besonders  wichtigen 
Problems,  ein  sogenanntes  vollständiges  System  mit  bekannter  Gruppe  zu 
integrieren.  Die  allgemeine  Erledigung  dieses  Problems,  auf  das  sich 
sehr  viele  wichtige  andere  zurückfuhren  lassen,  unter  anderen  die 
lieduction  von  gegebenen  Diff'erentialglciehungcn  auf  typische  Formen , 
würde  jedoch  zunächst  das  Studium  der  Theorie  der  Transformations- 
gruppen erfordern. 

Das  Wenige,  was  von  der  Theorie  der  Transformationsgruppen 
in  diesem  Lehrbuche  gebraucht  wird,  ist  ausführlich  von  den  ersten 
Elementen  an  entwickelt.  Daher  kann  und  soll  dies  Werk  dazu 
dienen,  einerseits  die  Bedeutung  der  Gruppentlieorle  Mar  zu  machen,  an- 
dererseits das  Eindringen  in  dieselbe  in  besonderem  Maasse  zu  erleichtern. 

Aus  dem  Gesagten  erhellt,  dass  es  keineswegs  im  Plane  des 
Buches  lag,  nach  irgend  einer  Seite  hin  eine  vom  Standpunkt  des 
Fachmannes  abgeschlossene  Theorie  zu  geben.  Auch  ist  im  Interesse 
der  leichteren  Verständlichkeit  die  Begründung  der  Entwickelungen 
nicht  immer  ganz  streng  gehalten,  und  überdies  wurden  von  vorn- 
herein gewisse  Probleme  und  Theorien  überhaupt  von  der  Betrachtung 
ausgeschlossen,  so  insbesondere  functionentheoretische  Fragen,  wie  die 
nach  der  Existenz  der  Integrale,  ferner  die  Verwertung  der  soge- 
nannten Berührungstransformationen  u.  s.  w.  Dennoch  aber  bildet 
dieses  Werk  ein  in  sich  abgeschlossenes  Ganzes. 


Vorwort.  V 

Die  in  diesem  Buclic  entwickelten  neuen  Theorien  sind,  wu  es 
nicht  anders  bemerkt  wird,  ausschliesslidi  Ei<^entuni  Sophus  Lie's 
und  rühren  im  wesentlichen  aus  den  Jahren  1871  —  74  her.  (Vgl. 
die  Verhandlungen  der  Gesellschaft  der  Wiss.  zu  Christiania,  Decem- 
ber  1874,  sowie  auch  die  „allgemeine  Theorie  der  partiellen  Diöeren- 
tialgleichungeu  erster  Ordnung",  zweite  Abhandlung,  Math.  Annalen 
Bd.  XI  (1877),  S.  4G4tf.)  Allerdings  ist  hervorzuheben,  dass  in 
den  ersten  Publicationen  die  Form  der  Betrachtungen  nicht  immer 
v!»llig  streng  war,  indem  daselbst  in  der  Hauptsache  mit  den  infini- 
tesimalen Transformationen,  nicht,  wie  es  hier  geschieht,  mit  den  von 
ihnen  erzeugten  eingliedrigen  Gruppen  operiert  wurde.  Aber  dies 
betrifft  eben  nur  die  Form,  nicht  die  Ergebnisse,  denn  es  tritt  in 
allen  diesen  Theorien  die  eigentümliche  und  für  die  Bedeutung  der 
intinitesimaleu  Transformationen  charakteristische  Erscheinung  zu  Tage, 
ihiss  Kriterien,  die  sich  durch  Betmizuntj  der  infinitesimalen  an  Stelle 
der  von  ihnen  erzeiajten  endlichen  Transformationen  als  notwendig  er- 
gehen, andererseits  auch  wirklich  hinreichend  sind.  Für  eine  begriÖ'liche 
Auffassung  ist  es  nicht  schwer,  von  vornherein  den  Grund  dieser 
wichtigen  Thatsache  zu  erkennen. 

In  Deutschland  hat  Professor  Lie  zum  ersten  Male  im  ^^ommer 
1886  über  diesen  Gegenstand  Vorlesungen  abgehalten.  Daran  schloss 
sich  ein  Cyclus  von  Vorlesungen,  zunächst  eine  Einleitung  in  die 
eigentliche  Gruppentheorie,  dann  Vorlesungen  über  Ditferential- 
invariauten,  über  Berührungstransformationen  und  Functionengruppen 
sowie  über  die  geometrische  Theorie  gewisser  Berührungstransforma- 
tionen. Seither  hat  sich  dieser  Cyclus  mehrere  Male  wiederholt. 
Während  dieser  Zeit  erschienen  die  beiden  ersten  Bände  des  grossen 
^Verkes:  Sophus  Lie,  Theorie  der  Transformatio)i^<jruppen,  Abschnitt  I 
und  II,  bearbeitet  unter  Mitwirkung  von  F.  Engel  (Leipzig  1888  und 
1800),  das  in  erster  Linie  für  Fachmänner  berechnet  ist  und  daher 
weniger  zur  eigentlichen  ersten  Einführung  der  Studierenden  in  die 
Gruppentheorie  geeignet  erscheint.  So  entstand  das  Bedürfnis  nach 
einem  einleitenden  Werke,  zumal  da  die  einzelnen  Lie'schen  Abhand- 
lungen über  diese  Gegenstände  in  verschiedenen  Zeitschriften  zerstreut 
sind  und  den  Anfängern  viele  Schwierigkeiten  bereiten.  Im  CJegeu- 
satze  zu  jenem  Werke  über  die  Theorie  der  Transformationsgruppeu 
wurde  also  in  dem  vorliegenden  ein  ganz  besonderes  (ieuicht  auf  die 
pädagogi seile  Brauehharhcit  des  Buches  gelegt,  und  deshalb  wurde  für 
den  Vortrag  der  neuen  Theorien  eine  etwas  breite,  vielleicht  hie  und 
da  etwas  zu  breite  Art  für  gut  befunden.  Einzelne  schwierigere,  für 
das  Verständnis  des  Folgenden  aber  nicht  nötige,  sowie  andere  weiter- 


VI  Vorwort. 

j^c'liende  Eiitwickeluiigeii  oder  nebensächliche  Bemerkungen  wurden 
deshalb  auch  durch  kleineren  Druck  als  beim  Lesen  überschlagbar 
gekennzeichnet.  Ferner  sind  überschlagbar  namentlich  auch  gewisse 
Abschnitte,  welche  Änivemhingen  auf  Prohlemc  der  Flächentheorie  be- 
treffen und  nur  für  solche  Leser  berechnet  sind,  die  schon  die  Haupt- 
lehren der  Flüchentheorie  kennen.  Wenn  irgendwo,  so  ist  es  jsum 
Studium  dieses  Buches  von  besonderem  Nutzen,  alles  Erlernte  sogleich 
an  Beispielen  praktisch  zu  üben,  und  daher  sind  zahlreiche  Uhmiys- 
hcisinele  eingeschaltet  worden.  Auch  hier  bleibt  es  natürlich  dem 
Ermessen  des  Lesers  überlassen,  zu  entscheiden,  wieviele  dieser  Bei- 
spiele er  durchzurechnen  für  nötig  erachtet. 

Durch  diese  Vorkehrungen  wurde  erreicht,  dass  die  Vorlcenntnisse, 
die  das  Studium  des  Werkes  voraussetzt,  auf  ein  geringes  Maass  zu- 
rückgeführt werden  konnten.     Das  Buch  ist  für  Studierende   etwa   im 

TD 

vierten  Semester  berechnet,  welche  eine  gründliche  Vorlesung  über 
Differential-  und  Integralrechnung  gehört  haben  und  demnach  auch 
mit  dem  Begriff'  des  Integrals  einer  Differentialgleichung  schon  ein 
wenig  bekannt  geworden  sind.  Für  das  leichtere  Verständnis  ist  es 
nützlich,  aber  keineswegs  notwendig,  dass  dem  Leser  die  Anwendung 
einfacher  geometrischer  Vorstellungen  in  der  Differential-  und  Inte- 
gralrechnung einigermaassen  geläufig  sei. 

Dass  das  Werk  auch  Fachmännern  mancherlei  Interessantes  dar- 
bietet, liegt  schon  in  seiner  eigenartigen  Methode.  Hoffentlich  kann 
diesem  Bande  recht  bald  ein  zweiter,  die  eigentliche  (Iruppentheorie 
betreffender,  übrigens  aber  wie  dieser  durchaus  selbstständiger  Band 
folgen.  Vereinigt  werden  diese  Werke  das  Eindringen  in  die  ab-  . 
stracte  Theorie  der  Transformationsgruppen  recht  erheblich  erleichtern. 
In  dieser  Hinsicht  leisten  schon,  wie  zu  hoffen  steht,  die  vorliegenden 
Vorlesungen  recht  viel. 

Schliesslich  noch  einige  Worte  über  meinen  eigenen  Anteil  an 
diesem  Werke:  Ende  Juli  1800  forderte  mich  Herr  Professur  Lie 
auf,  diese  Bearbeitung  zu  übernehmen.  Da  ich  seit  seiner  Berufung 
nach  Leipzig  (1886)  beständig  mit  den  Lie'schen  Theorien  beschäftigt 
gewesen  und  immer  in  persönlichem  Verkehr  mit  meinem  hochver- 
ehrten Lehrer  geblieben  bin,  war  es  mir  möglich,  auf  Grund  eines 
zum  Theil  recht  knappen  Entwurfes  von  Lie's  Hand  diese  Vor- 
lesungen in  seinem  Sinne  auszuarbeiten.  Dabei  gereichten  vielfache 
mündliche  Besprechungen  mit  ihm  der  Bearbeitung  zum  Nutzen. 
Meine  Thätigkeit  bestand  naturgemäss  wesentlich  in  der  selbständigen 
Anordnung   und   ausführlichen  Darstellung  der   Entwickelungen   sowie 
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in  der  Auswahl  und  Berechnung  der  Übuagsbeispiele,  mit  denen  /,u 
sparen  ich  nicht  für  gut  hielt,  da  ich  aus  eigener  Erfahrung  weiws, 
wie  nützlich  gerade  in  diesen  Theorien  die  Beispiele,  und  seien  sie 
noch  so  trivial,  dem  Anfänger  sind.  Einige  wenige  Stellen,  an  denen 
ich  eine  neue  Bemerkung  oder  Entwickehuig  in  die  Lie'schen  Theorien 
dieses  Buches  einzuschalten  für  gut  fand,  sind  besonders  gekennzeichnet 
worden. 

Ich  schliesse  das  Vorwort  mit  meinem  wärmsten  Danke  getreu 
meinen  hochverehrten  Lehrer  für  seine  Aufforderung,  diese  Vorlesungen 
zu  bearbeiten,  sowie  für  seine  mir  dabei  unermüdlich  gewährten  Rat- 
schläge. Möchten  diese  Vorlesungen  zur  Verbreitung  der  Lie'schen 
Theorie  der  Transformatiousgruppen  das  Ihre  beitragen. 

Leipzig,  im  Juni  1891. 

Georg  Sehelf'ers. 
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INFINITESIMALEN  TRANSFORMATKINKN. 


Abteilung  I. 

Die  Begrifl'c:     Iiiliiiitesimale  Traiisforinalion   und  oini^Iiedrij^e 
Gruppe  in  der  Ebene. 

Die  älteren  Untersuchungen  über  gewi>hnliche  Differentialglei- 
chungen, wie  mau  sie  in  den  gebräuchlichen  Lehrbüchern  findet,  bilden 
kein  systematisches  Ganzes.  Man  entwickelte  specielle  Jntegrations- 
theorien  z.  B.  für  die  homogenen  Differentialgleichungen,  für  die  linearen 
Differentialgleichungen  und  andere  specielle  integrable  Formen  von 
Differentialgleichungen.  Es  war  aber  den  Mathematikern  entgangen, 
dass  diese  speciellen  Theorien  sich  unter  eine  allgemeine  Metliode 
unterordnen  lassen.  Das  Fundament  dieser  Methode  ist  der  Begriff 
der  uifmitesimaUn  Transformation  und  der  damit  auf  das  engste  zu- 
sammenhängende Begriff  der  eingliedrigen  Gruppe.  Die  gegenwärtige 
erste  Abteilung  ist  einer  eingehenden  Erläuterung  und  Untersuchung 
derselben  und  zwar  für  den  Fall  der  Ebene  oder  zweier  Veränderlicher 
gewidmet. 


Kapitel  1. 

Beispiele  von  Gruppen  von  Pnnkftransfonnationen. 

Bevor  wir  damit  beginnen,  die  Begriffe,  auf  welche  sich  unsere 
Behandlung  der  Differentialgleichungen  stützen  soll,  zu  definieren,  er- 
scheint es  uns  zweckmässig,  dieselben  an  einigen  Beispielen  sehr  ein- 
facher Natur  zu  erläutern.  Wir  werden  dabei  sehr  ausführlich  zu 
Werke  gehen. 

§   1.     Ein-  und  zweigliedrige  Gruppe  von  Translationen. 
Ein  erstes  Beispiel  ist  dies:    Wir  betrachten  die  Gesamtlieit  aller 
Punkte   der  Ebene  und  denken   uns   auf  dieselben   eine   Verschiebung 
um    eine    gewisse    Strecke    nach    einer    gewissen    Kichtiing    hin,    (>ine 

Lio,   ni(Tcrontia1gloicliuiigoii.  j 
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Translation,  sogenannte  Translaiion,  ausgeübt.  Dadurch  wird  jeder  Punkt  der  Ebene 
in  einen  anderen  übergeführt.  Legen  wir,  um  das  analytisch  darzu- 
stellen, die  x-Axe  des  Cartesischen  Coordinatensystems  in  die  Richtung 
der  Verschiebung  und  ist  a  die  Strecke,  um  welche  alle  Punkte  der 
Ebene  verschoben  werden  sollen,  so  geht  der  Punkt  {x,  y)  in  den  Punkt 

Xy  =  X  -{-  a,     iji  =  y 
über.     Der  Strecke  a  können  wir  natürlich  alle  möglichen   constanten 
Werte   von   —  oo   bis   +  oo  beilegen,  und   dadurch   erhalten   wir  oo' 
verschiedene*)    Translationsbewegungen,    welche    alle    nach    derselben 
oder  nach  der  gerade  entgegengesetzten  Richtung  hin  stattfinden. 

Führen    wir    nun    zwei    derselben    nach   einander   aus:    Die  erste 
Translation  um  die  Strecke  a  führt  den  Punkt  {x,  y)  über  in  den  Punkt 

x^  =  X  -\-  a,    yy  =  y, 
die  darauf  folgende  zweite  Translation  um  die  Strecke  a^   führt  den 
neuen  Punkt  {x^jy^)  weiter  bis  zur  Stelle 

«■2  =  ^1  +  "n  ?/-'  =  Vi  > 
die  mit  den  beiden  vorigen  auf  einer  Parallelen  zur  x-Axe  liegt.  Der 
Übergang  aus  der  Anfangslage  {x,  y)  in  die  Endlage  (a:^,  y,)  hätte 
offenbar  auch  durch  eine  einzige  Translation  um  die  Strecke  a  +  o^ 
geleistet  werden  können  und  zwar  gleichzeitig  für  alle  Punkte  der 
Ebene.  Auch  analytisch  geht  dies  hervor,  da  aus  unseren  Gleichungen 
durch  Elimination  der  Zwischenwerte  a^i,  y^  folgt: 

a-^  =  .-r  +  a  +  r/j,     y^  =  y. 
Dieses  ganz  einfache  Ergebnis  können  wir  so  aussprechen: 

Die  JReihenfolge  zweier  Translationen  aus  der  Schar  dei-  Translationen 
Xy=x-\-  a,    y^  =  y 
ist  (hinsichtlich  ihres  Endergebnisses)  äquivalent  mit  einer  einzigen  Trans- 
lation ans  derselben  Schar. 
Kingiiedrige         Aus    dicsem    Gruude    nennen    wir   jene    Schar    insbesondere    eine 
"Tranr"  Gruppc  vou  TransMioncn.   Sie  enthält  einen  (willkürlichen)  Parameter  a 
und  daher  00^  verschiedene  Translationen.   Sie  wird  deshalb  auch  eine 
eingliedrige  Gruppe  genannt. 


lalionen. 


*)  Eine  solche  Auadrucksweise  benutzen  wir  häufig:  Wenn  ein  Gebilde  von 
n  Parametern  (willkürlichen  Constanten)  abhängt,  von  denen  keiner  überzählig  ist, 
so  nimmt  das  Gebilde  00»  verschiedene  Lagen  an,  wenn  die  Parameter  variieren. 
So  giebt  CS  z.  B.  auf  der  Geraden  <x>\  in  der  Ebene  oo%  im  Räume  00'  Punkte, 
denn  die  Lage  des  Punktes  hängt  von  bez.  1,  2,  3  Parametern  (Coordinaten)  ab. 
Ferner  giebt  es  in  der  Ebene  00'  Kreise,  da  zur  Bestimmung  des  Kreises  drei 
Grössen  (z.  B.  die  beiden  Mittolpunktscoordinaten  und  der  Radius)  genügen,  u.  s.  w. 


Ein-  und  zweigliedrige  Gruppe  von  Translationen.  3 

Bisher  haben  wir  angenommeD,  die  Translationen  sollten  sämtlich 
in  derselben  Richtung  stattfinden.  Jetzt  wollen  wir  überhaupt  alle 
Translationen  in  der  Ebene  ins  Auge  fassen.  Wir  unterwerfen  also 
alle  Punkte  der  Ebene  gleichzeitig  einer  Verschiebung  um  ein  und 
dieselbe  Strecke  nach  ein  und  derselben  Richtung  hin.  Indem  wir 
nicht  nur  der  Grösse,  sondern  auch  der  Richtung  der  Verschiebung 
alle  möglichen  bestimmten  Werte  beilegen,  ergiebt  sich  so  eine  Schar 
von  Translationen,  welche  die  oben  betrachtete  umfasst.  Eine  be- 
liebige dieser  Translationen  führt  den  Punkt  {x,  y)  der  Ebene  über 
in  den  Punkt 

x,  =  x-\-  a,     y^  =  y  +  h, 

wo  a  und  h  zwei  beliebige,  aber  für  alle  Punkte  {x,  y)  der  Ebene 
gleichbleibende  Werte  haben.  Auch  hier  lassen  wir  einer  ersten  Trans- 
lation, welche  die  Punkte  {x,  y)  nach  den  Stellen  (.r,,  y,)  führt,  eine  zweite 
folgen,  welche  die  neuen  Punkte 
{x^,  yi)  nach  den  Stellen  (x2,  y.,) 
geleitet,  und  es  ist  augenscheinlich, 
dass  wir  auch  durch  eine  eimuje 
Translation  alle  Punkte  {x,  y)  in 
die  Punkte  (a:^,  2/2)  hätten  über- 
führen können.  Die  Länge  und" 
Richtung  dieser,  die  beiden  vorio-en 
ersetzenden  Translation  ergiebt  sich 
einfach  durch  Coustruction  der  drit- 
ten Seite  der  von  den  beiden  vorio-en 
Translationen  gebildeten  Dreiecke  der 
Punkte  {x,y),  {x,,y,),  {x„y,)  oder 
—  mit  Benutzung  einer  kinematischen  Ausdrucksweise  —  als  geo- 
metrische Summe  der  beiden  ersteren.  (Fig.  1.)  Auch  analytisch  erhellt 
dies  ohne  weiteres,  da  aus  den  Gleichungenpaaren 

x,=x-\-a,       y^=y-{-b- 

x^  =  x,-\-  a,,     y,=y^  + />, , 

welche    zwei    successive    Translationen    darstellen,    durch    Elimiimtiüu 
von  x„  y^  folgt: 

x^  =  X  -]-  a  -\-  o^,     y..  =  y  -^  h  -{-  /;, , 

und  diese  Gleichungen  wieder  eine  Translation  darstellen,  in  Worten: 
Die  Reihenfolge  zweier  beliebiger  Translationen   aus  der  ScJmr  aller 
Translationen  der  Kbenc: 

\* 


Fi»    1. 
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ist  äquivalent  mit  einei-  einzigen  Translation  derselben  Schar. 
Zwei-  Deshalb    nennen    wir    auch   diese  Schar  eine   GriqJiJe  von   Trans- 

GfuvS''onlationen.     Sie  enthält  med  willkürliche  Constanten  (Parameter)  a  und 
uüonL  h  und  daher  oo^  verschiedene  Translationen.    Aus  diesem  Grunde  wird 
sie  als  eine  zioeifjliedrigc  Gruppe  bezeichnet. 

Kehren  wir  nun  zu  den  zuerst  betrachteten  Translaiionon  j.arallel 
der  ./;-Axe 

(1)  x^=o:-^a,     y,=V 

zurück.     Unter  diesen  <x>^  Translationen  ist  eine  besonders  bemerkens- 
wert, nämlich  die,  für  welche  a  =  0  ist,  d.  h.  bei  der  um  die  Strecke 
Null  verschoben  wird.    Hierbei  bleiben  alle  Punkte  in  Ruhe,  und  man 
könnte   eigentlich  nicht   mehr  von   einer  Translation    sprechen.     Will 
laentische  u^jju  jjgs   aber  doch   thun,   so  wird  man  sie  die  identische  Translation 
^"'"'' """"nennen,  d.h.  die,   welche  jeden  Punkt  in  sich  selbst   überführt.     Alle 
übrigen  Translationen   der  eingliedrigen  Gruppe  (1)   stellen    wirkliche 
Bewegungen  dar.     Zu    beachten    ist,    dass    sich    zu  jeder   Translation 
dieser  Gruppe  eine  andere  Translation  derselben  angeben  lässt,  welche, 
nach   jener   ausgeführt,    die  Wirkung    derselben   gerade   aufhebt.     Es 
ist  nämlich  die  Reihenfolge  der  Translationen  um  die  Strecken  a  und 
—  a  einer  Translation  um  die  Strecke  a  —  a  =  0,  also  der  identischen 
Translation  äquivalent.     Man   nennt  deshalb  zwei  Verschiebungen  um 
invfirso    cnlrf-eo-enf^esetzt  «xleiche  Strecken  zu  einander  invers. 

Trans-  000~  ..ili 

intionen.  Der  Übergang  von  einer  endlichen  Translation,  einer  solchen  also, 

welche   die  Punkte   um   eine   endliche  Strecke  a   verschiebt,   zur  iden- 
tischen wird  dadurch  gewonnen,  dass  man  den  Parameter  a  gegen  Null 
abnehmen   lässt.     Setzt  man  ihn   gleich   einer   unendlich  kleinen  Con- 
ii.r.n--     stauten  dt,   so  ergiebt   sich   eine  infinitesimale  Translation,   d.  h.  eine 
TranSon. solche,    welchc    allcu   Puuktcu    der  Ebene    nur    eine   unendlich   kleine 

Bewegung  erteilt: 

x^=or-\-dt,     y,  =  V. 

Bei  derselben  erfahren  also  die  Coordinaten  x,  y  nur  unendlich  kleine 

Zuwüchse 

Sx  =  dt,     8y  =  (), 

d.  h.  sie  ordnet  allen  Punkten  {x,  y)  gleichlange  unendlich  kleine 
Fortschreitungsstrccken  8t  in  derselben  Richtung  zu.  Führt  man  diese 
Translation  mehrere  Male,  etwa  rj-mal,  nach  einander  aus,  so  geht 
{x,  y)  über  in  den  Punkt 

x^=  X  -^  not,    y^  =  y. 


Baha- 
curven. 
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Denkt  luuu  ^ieh  die  iiiiiiiiterfimalo  Traiisforuiiitiuu  untiidlich  uft  uach- 
eiuauder  ausgeführt,  läs.st  mau  also  n  unendlich  gross  werden,  so  wird 
ndt  eine  endliche  hJtrecke  a  und  es  ergiebt  sicii  wieder  eine  eudJiclie 
Translation 

x^=x  -\-  a,     ij,  =  ,j. 

Wenn  man  auf  einen  bestimmten  Punkt  (x„,  yj  alle  Translationen 
unserer  eingliedrigen  Gruppe 

x^  =  x-\r  a,    yi  =  y 
ausführt,  so  erhält  er  oo^   verschiedene  Lagen: 

•^■  =  -*'o  +  ^>  U  =  %y 
deren  Gesamtheit  die  Parallele  zur  x-Axe  y  =  y,,  erfüllt.  Diese  Gerade, 
den  Ort  aller  Punkte,  in  welche  ein  bestimmter  Punkt  durch  Aus- 
führung aller  Translationen  unserer  Gruppe  übergeht,  nennen  wir  die 
Bahncuruo  dieses  PuuJctes.  Da  alle  Punkte  (x^^,  y^^  auf  dieser  Geraden 
offenbar  diese  auch  zur  Bahncurve  haben,  so  nennen  wir  sie  Bahu- 
curve  schlechtweg  oder  auch  Bahncurve  der  einyVtcdrigcn  Gruppe.  Im 
ganzen  giebt  es  oo^  Bahncurveu,  bestehend  aus  allen  Parallelen  zur 
^•-Axe.  Auch  die  infinitesimale  Translation  führt  den  Punkt  {x^,  j/o) 
auf  seiner  Bahncurve,  wenn  auch  nur  unendlich  wenig,  weiter  und 
deshalb  muss  die  Richtung  der  Bahncurve  im  Punkte  {Xq,  y^  mit  der 
Richtung  übereinstimmen,  welche  die  infinitesimale  Translation  diesem 
Punkte  zuordnet,  was  auch  geometrisch  ohne  weiteres  einleuchtet. 

Betrachten  wir  eine  der  Bahncurveu  als  Ganzes,  so  finden  wir, 
dass  sie  bei  Ausführung  einer  beliebigen  Translation 

•i'i  =  •<-■  +  «;  ill=V 
nur  in  sich  um  die  Strecke  a  verschoben  wird,  als  Ganzes  aufgefasst 
also  in  Ruhe  bleibt:  Sie  ist  invariant  bei  allen  Translationen  unserer  ^'V-^v'"*" 
eingliedrigen  Gruppe.  Es  ist  sofort  klar,  dass  ausser  der  Bahncurve 
im  Endlichen  keine  Curve  existiert,  welche  bei  der  Gruppe  ebenfalls 
invariant  bliebe,  d.  h.  deren  Punkte  bei  allen  Translationen  der  Gruppe 
wieder  in  Punkte  derselben  übergingen. 

Wohl  aber  müssen  wir  die  uuendlith  ferue  Gerade  als  invariant  auf- 
fassen, denn  jeder  unendlich  ferne  PunJd  bleibt  für  sich  bei  allen  Tratis- 
lationcn  der  Gruppe  in  Ruhe,  wenn  man  sicli  auf  den  Standpunkt  der  pro- 
jectiven  Geometrie  stellt,  wonach  ein  unendlich  ferner  Punkt  durch  die 
Richtung  einer  Schar  von  Parallelgeradeu  charakterisiert  wird. 

Stellen  wir  uns  das  analytische  Problem,  alle  Functionen  -Q(j",  y) 
zu  finden,  welche   bei  jeder  Translation 
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unserer  Gruppe  invariant  bleiben,  für  welche  also  identisch 

^{^i,  Vi)  =  ^{^  +  «>  y)  =  ^(^>  2/) 

ist,  was  für  einen  Wert  auch  a  haben  mag,  so  brauchen  wir,  wie  wir 
sehen  werden,  nur  a  unendlich  klein  zu  wählen,  also  nur  die  infini- 
tesimale Translation  x^  =  x-\-dt,  y^  =  y  auszuführen,  um  die  gesuchte 
Function  zu  bestimmen.  Denn  es  kommt  nach  dem  Taylor'schen  Satze 
durch  Entwickolung  nach  a: 

oder,  wenn  wir  beiderseits  Si(x,y)  streichen,  und  von  Gliedern  zweiter 

Ordnung  in  a  absehen: 

cSljx,  y)  ^  ^ 
dx 

ß  ist  also   eine  Function  von  y  allein.     Umgekehrt  erfüllt,   wie  man 

sieht,  jede  beliebige  Function  5i  von  y  allein  die  obige  Forderung  bei 

invariaute  beliebigem    endlichen  a.     Jede   Function   ii  Uj)   ist  demnach   eine   In- 

Vunction.  o  ^''/ 

Variante  unserer  Gruppe.  Sie  ändert  sich  nicht,  wenn  man  anstelle 
von  X,  y  die  durch  eine  beliebige  Translation  der  Gruppe  bestimmten 
neuen  Veränderlichen  x^,  y^  einsetzt.  Wenn  mau  eine  beliebige  bei 
der  Gruppe  invariaute  Function  einer  Constanten  gleich  setzt:  fl{}f) 
=  Coust.,  so  stellt  sie  eine  oder  mehrere  Bahncurven  y  =  Const.  der 
eingliedrigen  Gruppe  dar.  Dies  ist  eine  bemerkenswerte  Thatsache, 
deren  inneren  Grund  wir  später  erkennen  werden. 

§  2.     Die  eingliedrige  Gruppe  der  Rotationen  nm  einen  festen 
Punkt  in  der  Ebene. 

Wir  haben  eine  Reihe  von  neuen  Begriffen  bei  Betrachtung  der 
Translationen  kennen  gelernt.  Diese  werden  wir  später  in  grösserer 
Allgemeinheit  definieren  und  erläutern.  Jetzt  wollen  wir  ein  zweites 
Beispiel  vorführen,  in  welchem  alle  jene  Begriffe,  wenn  auch  in  an- 
derer Gestalt,  wiederkehren. 

Wir  unterwerfen  alle  Punkte  der  Ebene  gleichzeitig  ein  und  der- 
Rotatiün.  selbcu  Ttottttion  um  einen  festen  Punkt,  den  wir  zum  Coordinatenanfaug 
0  wählen  und  mit  dem  Drehwinkel  a,  gemessen  im  Sinne  der  Drehung 
von  der  positiven  a;-Axe  zur  positiven  y-Axe.  Dadurch  geht  jeder 
Punkt  {x,  y)  in  einen  neuen  (x^,  v/j)  über.  Dem  für  alle  Punkte  der 
Ebene  gleichen  Drehwinkel  cc  können  wir  einen  beliebigen  Wert  bei- 
legen.    Daher  giebt  es  oo'  Rotationen  um  den  festen  Punkt  0.     Um 
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y 


die  Gleichungen   einer   derselben   aufzustellen,  d.  h.  x^^  y^   durch  x 
und    a    auszudrücken,    bemerken    wir,    dass    sich    a    als   Difierenz   der 
Winkel   darstellt,    welche   die   Radienvectoren   der  Punkte  {x,  y)   und 

{x^,  y,)  mit    der  a;-Axe   bilden   und   deren   Tangenten  —   und   —   sind 

(Fig.  2).     Demnach  ist 


=  t<i  «  = 


Ui. 

X, 


1  + 


^•^1  +  yvi 


woraus  durch  Auflösung; 


Fig. 


iCj  X  COS  u  —  y  %u\  a 

i/i         X  sin  a  -\-  y  cos  et 

it'i  und  T/j  unterscheiden  sich  also  von  den  rechts  stehenden  Ausdrücken 
nur  um  denselben  Factor.  Dieser  kann,  da  x^-  -\-  y^^  als  Quadrat  des 
Radiusvectors  gleich  x^  -\-  y^  sein  muss, 
nur  +  1  sein;  offenbar  ist  -|-  1  zu 
wählen  (denn  für  a  =  0  müsste  x-^^  =  x, 
yi  =  y  sein).     Folglich  sind 

x^  =  x  cos  a  —  y  sin  «, 
y^  =  X  sin  a  -\-  y  cos  a 
die  Gleichungen  unserer  Rotation. 

Führen  wir  nun  nach  einander  zwei 
Rotationen  um  den  Punkt  0  aus:  Die 
erste  mit  dem  Drehwinkel  a  führt  alle 
Punkte  {x,  y)  in  die  neuen  Lagen  {x^,  yi),  die  zweite  mit  dem  Dreh- 
winkel «1  führt  diese  Punkte  (Xi,  y^)  noch  weiter  in  die  Lagen  {jf^,  y^) 
über.  Es  ist  geometrisch  evident,  dass  wir  auch  durch  eine  einzige 
Rotation,  nämlich  durch  die  mit  dem  Drehwinkel  a  -{-  a^,  alle  Punkte 
der  Ebene  aus  den  Anfangslagen  (x,y)  in  die  Endlagen  (Xj,!/^  hatten 
überführen  können.  Auch  analytisch  ergiebt  sich  dies:  die  erste  Ro- 
tation wird  durch  die  Gleichungen: 

Xy  =  X  cos  «  —  //  sin  a,     y^  =  x*  sin  a  +  ^  ^*os  a, 

die  zweite  durch  die  Gleichungen: 

x^  =  Xi  cos  «1  —  y^  sin  «j,     y.^  =  j:,  sin  cc^  -\-  y^  cos  a, 

dargestellt.    Eliminiert  mau  vermöge  der  beiden  ersten  a*,,  y,  aus  den 
beiden  letzten,  so  kommt 

' .'  =  (^  cos  a  —  y  sin  a)  cos  «j  —  {x  sin  a  -\-  y  cos  o)  sin  a, 

=  x  (cos  a  cos  «j  —  sin  a  sin  «,)  —  y  (sin  a  cos  «,  -f-  cos  «  sin  «,), 
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y^  =  (x  cos  a  —  y  sin  a)  sin  a^  -f-  {x  ^'m  a  -\-  y  cos  a)  cos  a^ 

=  X  (cos  a  sin  «^  -\-  sin  a  cos  rCj)  +  y  (cos  «  cos  u^  —  sin  «  sin  «j), 

also 

a'y  =  a;  cos  (a  -\-  «,)  —  y  sin  («  -["  «i"*» 

?A,  =  :<;  sin  («  -\-  a^  -\-  y  cos  (a  -j-  «^), 

und  diese  Gleichungen  stellen  eben  die  Rotation  mit  dem  Dreliwiukel 
a  -f-  «1  dar.     In  Worten: 

Die  lieihenfolge  siveier  Botationefi  um  einen  festen  Funld  ist  äqui- 
valent einer  einzigen  Botation  um  diesen  Punkt. 
Kingiiedrige         Daliei  Sagen   wir,   dass   die  Schar  jener  Rotationen  eine  Gruppe 
Botatiouen. bildet  und  zwar,  da  sie  einen  Parameter  a,  also   oo^  verschiedene  Ro- 
tiitioueu  enthält,  eine  eingliedrige  Gruppe. 

Unter  allen  oo^  Rotationen  dieser  Gruppe  ist  eine  besonders  aus- 
identiaciic  fjezeichnet,  nämlich  die  identiscJie,  welche  alle  Punkte  in  Ruhe  lässt. 
Ihr  Drehwinkel  ist  Null.  Ferner  lässt  sich  zu  jeder  Rotation  der 
Gruppe  eine  zweite  aus  der  Gruppe  angeben,  die  nach  jener  ausgeführt 
die  Wirkung  derselben  gerade  aufhebt.  Ist  nämlich  a  der  Drehwiukel 
einer  Rotation,  und  führt  mau  nach  ihr  die  Rotation  mit  dem  Drch- 
winkel  —  a  aus,  so  ist  diese  Reihenfolge  einer  einzigen  Rotation  mit 
dem  Winkel  a  —  a  =  0,  d.  i.  der  identischen  Rotation  äquivalent. 
uotätioneii.Die  Rotationcu  (a)  und  ( —  a)  heissen  daher  zu  einander  invers. 

Wollen   wir  zu   einer   infinitesimalen  Botation  gelangen,    so  haben 

wir  den  Drehwinkel  unendlich 
klein,  a  =  8t,  zu  wählen.  Da 
bis  auf  unendlich  kleine  Grössen 
höherer  Ordnung  sm  dt  =  dt, 
cos  dt  =  1  ist,  so  lautet  diese 
infinitesimale  Rotation: 

x^  =x  —  ydt,  y^=-y  -\-  xdt, 

d.  h.  X  und  y  erhalteu  bei  ihr  die 
unendlich   kleinen  lucremente 

^'''«■=^-  dx  =  —  ydt,     dy  =  xdt. 

Jedem  Punkte  (x,  y)  wird  hiernach  eine  unendlich  kleine  Fortschrei- 
tungsstrecke  yöx^  -\-  dy^  =  Yx'^  -f-  y^-dt,  also  proportional  seinem 
Radiusvector,   in   einer   gewissen  Richtung   zugeordnet,   deren   Winkel 

mit  der  a;-Axe  die  Tangente  — '- =  —  ?^  hat.  Diese  Richtung  steht 
auf  dem  Radiusvector  senkrecht  (Fig.  3). 
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Auf  eiuen  beliebigen  Punkt  (x^,  y^)  mögen  nun  ulle  Rotationen 
unserer  eingliedrigen  Gruppe  ausgeführt  werden.  Der  geometrische 
Ort  der  Lagen,  in  die  er  gelangt,  ist  offenbar  ein  Kreis  um  0,  was 
auch  auf  analytischem  Wege  hervorgeht,  da  diese  Lagen  (x,  ij)  durcli 
die  Gleichungen 

X  =  x^^  cos  a  —  ?/„  siu  a,     y  =  ^'o  ^i'i  <^^  4"  ^o  ^^^  " 
gegeben  werden  und  hiernach  für  alle  u 

x"  +  r  =  ^o'  +  ^ü'  (=  Const.) 
ist.  Demnach  nennen  wir  diesen  Kreis  die  Bahnciin-e  des  rnnlies  UAhncurvc. 
(•^0  7  ^o)'  -^^  ^^^  einleuchtend,  dass  wir  für  jeden  anderen  Punkt  dieses 
Kreises  genau  dieselbe  Bahncurve  gefunden  hätten.  Im  ganzen  giebt 
es  also  oo^  solche  Curven,  bestehend  aus  allen  Kreisen  um  den  Mittel- 
punkt 0.  Wir  nennen  sie  die  Bahncurven  der  eingliedriijcn  Gruppe. 
W^eil  unter  den  Rotationen  der  Gruppe  auch  die  infinitesimale  ent- 
halten ist  und  diese  den  Punkten  (Xq,  y^)  unendlich  kleine  Bewegungen 
erteilt,  so  ist  begrifflich  klar,  dass  die  Richtung  der  Bahncurve,  welche 
durch  den  Punkt  (a?Q,  y^,)  geht,  in  diesem  mit  der  Richtung  zusammen- 
fällt, welche  die  infinitesimale  Rotation  dem  Punkte  zuordnet.  Letztere 
Richtung  steht,  wie  bemerkt,  auf  dem  Radiusvector  senkrecht;  die 
Bahncurve  könnte  somit  auch  durch  einen  Punkt  erzeugt  werden,  der 
sich  beständig  senkrecht  zu  seinem  Radiusvector  bewegt.  Dies  ist  hier 
auch  geometrisch  klar. 

Die  Bahncurve  als  Ganzes  aufgefasst  bleibt  bei  jeder  Rotation 
der  eingliedrigen  Gruppe  in  Ruhe,  da  jeder  ihrer  Punkte  bei  einer 
beliebigen  Rotation  der  Gruppe  wieder  in  einen  Punkt  auf  ihr  über- 
geht, der  Kreis  sich  also  nur  in  sich  verschiebt.  Es  erhellt  dies  eben- 
sowohl aus  dem  Begriff  der  Bahncurve  wie  aus  der  geometrischen  An- 
schauung. Jede  der  oo^  Bahncurven  ist  also  bei  der  eingliedrigen 
Gruppe  invariant.  Umgekehrt  muss  eiae  jede  Curve,  die  bei  der  Gruppe  invariauto 
invariant  bleibt,  natürlich  alle  Punkte  enthalten,  in  welche  ein  be- 
liebiger Punkt  der  Curve  bei  allen  Rotationen  der  Gruppe  übergeht, 
d.  h.  eine  Bahncurve  sein.  Nur  ein  Ausnahmefall  ist  besonders  zu 
untersuchen.  Es  wäre  ja  möglich,  dass  eine  invariante  Curve  aus 
lauter  Punkten  bestände,  die  sich  bei  den  Rotationen  der  Gruppe 
überhaupt  nicht  bewegen,  sondern  einzeln  in  Ruhe  bleiben.  Aber  man 
sieht  ohne  weiteres,  dass  bei  unseren  Rotationen  im  Endlichen  nur 
ein  Punkt,  nämlich  0,  in  Ruhe  bleibt,  also  keine  derartige  Curve 
existiert. 

LiiSht  man  auch  imaginäre  Punkte  zu,  so  bleilien  auch  »lio  beiden 
Cieradeu  x  -f-  iy  =  0  und  x  —  iy  =  0  invariant  bei  allen  Rotationen  der 
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Gruppe.  Sie  sind  nämlich  die  Geraden,  in  welche  der  imaginäre  Kreis 
x^  ^  y-  ^=  0,  der  ja  zu  den  Bahncurven  x^  -\-  y'  =  Const.  gehört,  zerfällt. 
Auf  diesen  Geraden  bleiben  ausser  ihrem  Schnittpunkt  0  noch  die  unendlich 
fernen  Punkte,  die  sogenannten  imaginären  Kreispuukte,  in  Ruhe.  Die 
unendlich  ferne  Gerade  ist  als  unendlich  grosser  Kreis  um  0,  also  auch 
als  Bahncurve  aufzufassen. 

Wie  bei  dem  früheren  Beispiel  suchen  wir  auch  hier  alle  Func- 
tionen iß(a;,  2/)?  ^^ie  bßi  ^^^  Rotationen  der  eingliedrigen  Gruppe  un- 
geändert  bleiben,  d.  h.  für  die  identisch 

Sl(xi,  !/i)  ^z  Sl{x  cos  a  —  y  sin  a,  a;  sin  «  +  i/  cos  a)  =  Sl{x,  y) 

ist  für  alle  Werte  von  «.  Auch  hier  brauchen  wir  die  Forderung  nur 
für  unendlich  kleines  a,  für  die  infinitesimale  Rotation  zu  erfüllen, 
wie  wir  sehen  werden.  Für  diese  sind  in  der  Reihenentwickelung  der 
linken  Seite  nach  a  alle  höheren  Potenzen  von  a  zu  vernachlässigen. 
Es  bleibt  also  nur  das  absolute  Glied  und  das  Glied  mit  «^  oder,  da 
a  =  8t  gesetzt  wird,  mit  8t  übrig.     Die  Gleichung 

Sl{x  -  ySt,  y  +  x8t)  =  ^{x,y) 
nimmt  also  die  Form  an: 

Hx,  y)  -  '-^^  ,jSt  +  '^i*'^  xSt  =  ^{x,  y)       ' 

oder 

cSHx^y)        ^  dSl{x,  y)  _  ^ 
''       ox  oy 

Hiernach  muss,  wie  wir  aus  der  Theorie  der  Differentialgleichungen 
entnehmen,  Sl  eine  Function  von  x^  -\-  y'  allein  sein: 

Nun  zeigt  sich,  dass  diese  Function  co  von  x^  -\-  y"  ganz  beliebig  ge- 
wählt werden  darf;  denn  es  ist  ja 

^i'  +  Vi'  =  ^'  +  r 
und  daher  immer: 

«(.r^-  -f  yi')  =  G}{x^  -f  7/-^) 

für  jede  Rotation  «.     Jede   beliebige  Function  von  x^  -{-  y^  allein  ist 

also   invariant   bei   allen  Rotationen   der  eingliedrigen  Gruppe.     Setzt 

Invariante  Diau  eluc  solclic  Invauantc  gleich  einer  Constanten,  so  stellt  sie  eine 

Function.        ^  ■  t  • 

oder  eine  Anzahl  von  Bahncurven  x^  -{-  y"  =  Const.  dar. 

Ehe  wir  dies  Beispiel  verlassen,  noch  eine  Bemerkung:  Man 
kann  die  Rotation 

x^  =  X  cos  a  —  y  siu  a,     y^  =^  x  sin  cc  -\-  y  cos  a 


Eingliedrige  Gruppe  von  iifßneu  Truuaformationen.  U 

noch  auf  sehr  einfache  Weise  durtli  Benutzung  der  Polarcoordinaten 
r,  q)  und  r^,  (p^  der  Punkte  {x,y)  und  (Xy,  tfi)  ausdrücken.  Offenbar 
ist  bei  der  Rotation  der  Radiusvector  constant,  also  }\  =  /•,  wäliren<l 
die  Amplitude  (p  um  a  wächst.     Demnach  sind 

(p^=(p  ^  a,     i\  =  r 
die  Gleichungen  der  Rotation  in  Polarcoordinaten.     Wird  nach  dieser 
Rotation  eine  zweite  mit  dem  Drehwinkel  «^  ausgeführt,   so  geht  der 
neue  Punkt  {i\,  cp^)  über  in  einen  l'unkt  mit  den  Polarcoordinaten 

(P-2  =  <Pi  +  «1,     r,  =  }\, 
sodass  durch  Elimination  von  t\  und  cp^  hervorgeht: 

^■>  =  ^>  +  ('■  -\-  «i,  >'2  =  f- 
Bei  dieser  analytischen  Darstellung  tritt  die  Thatsache,  dass  die 
Reihenfolge  zweier  Rotationen  um  0  einer  einzigen  äquivalent  ist, 
viel  unmittelbarer  vor  Augen,  als  früher  bei  Benutzung  rechtwinkliger 
Coordinateu.  Auch  haben  wir  schon  die  drei  letzten  Gleichungen- 
paare, nur  mit  anderen  Buchstaben,  früher  kennen  gelernt.  Genau 
so,  wie  hier  q)  und  ;•  bei  der  Rotation  mit  dem  Drehwiukel  a  trans- 
formiert werden,  wurden  früher  die  rechtwinkligen  Coordinaten  x,  y 
bei  einer  Translation  längs  der  x-Kxq  um  die  Strecke  a  transformiert, 
wie  die  Zusammenstellung  der  beiden  Gleichungenpaare  deutlich  zeigt: 

g),  =  qp  +  a,     i\  =  ;•; 
x^  =x  -\-  «.,     y^  =  y. 
(Vgl.  §  1.)     Die  Möglichkeit  der  Einführung  neuer  Coordinaten,  durch 
welche  unsere  eingliedrige  Gruppe   von  Rotationen  die  Form  der  ein- 
gliedrigen  Gruppe    aller   Translationen    nach    derselben  Richtung    hin 
annimmt,    wird    später    in    viel    allgemeinerer  Weise    in  Augenschein  ^y"^'^°"*|'° 
treten.     Die    neuen    Coordinaten    r,  (p,    welche    diese    Zurückführuug  ^/,';;|)^j""^ 
ermöglichen,  nennen  wir  canonische  Veränderliche  und  die  Form  .M^sTii-ar' 

dnipi'o  dor 
(p^^  =  (p  -\-  a,       >*i   =  r  Uut.ili.'iiou. 

tue  canonische  Form  der  eingliedrigen  G^ruppe  der  Rotationen. 

§  3.     Eingliedrige  Gruppe  von  affinen  Trausformationou. 

Ein  drittes  Beispiel,  zu  dem  wir  jetzt  übergehen,  bietet  in  zwei 
Punkten  wesentliche  Verschiedenheiten  von  den  frülieren.  Einmal  soll 
die  jetzige  Lagenänderuug  aller  Punkte  der  Ebene  nicht  eine  derartige 
sein,  bei  welcher  die  ganze  Ebene  als  starr,  aber  beweglich  aufgofasst 
werden  kann  —  wie  dies  bei  den  Translationen  und  Kotationen  der 
Fall  war  — ,  andererseits  werden  wir  eine  neue  Art  invarianter  Curven 
erhalten. 
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Betrachteu  wir  also  die  Gleichungen 

Dieselben  traiisl'ürmieix'n  alle  Punkte  (x,  y)  der  Ebene  in  neue  Punkte 
(^i>  Vi))  Jutlem  alle  Abscissen  in  proportionaler  Weise  verkleinert  oder 
vergrössert  werden.  Diese  Gleichungen  stellen  etwa  die  Zusammen- 
drückung oder  Auseinanderziehung  einer  homogenen  elastischen  Platte 
nach  einer  Richtung,  der  a-Axe  hin  dar.  Mit  Möhiiis  nennen  wir  sie 
AffiueTraus-gjyg  afftHe  Traitsformation.  Da  der  Parameter  m  zwar  constant,  aber 
beliebig  ist,  so  liegen  oo^  affine  Transformationen  vor.  Führen  wir 
zwei  derselben  nacheinander  aus,  verkleinern  (resp.  vergrössern)  wir 
also  die  Abscissen  aller  Punkte  zuerst  im  Massstab  ;»,  hierauf  weiterhin 
im  Massstab  m^,  so  ist  das  Ergebnis  offenbar  dasselbe,  als  ob  wir 
alle  Abscissen  sofort  im  Massstab  m  •  m^^  verkleinert  (resp.  vergrössert) 
hätten.  Dies  ist  auch  analytisch  einleuchtend,  indem  aus  den  Glei- 
cliuni;en  der  beiden  successiven  affinen  Transformationen 


durch  Elimination  von 


x^  =  nix, 

yf  = 

=  y\ 

X.^  =  illjX 

L' 

y-2  = 

=  yi 

von 

.<'i   und  ll^ 

fo 

J,'t: 

X2  =  mm 

l-^J 

y-z 

=  !/; 

L'rau 

sformation 

mit    d( 

.nn    Pi 

irameterwert 

d.  h.  die  affine  Transformation  mit  dem  Parameterwert  mm^.  In 
Worten : 

Die  lieihcnfolge  zweier  affiner  Transformationen  aus  der  Schar: 
Xi  =  mx,    yi=y 
i:iugiiciirißo/ö'^  einer  einzigen  affinen  Transformation  derselben  Sehar  äquivalent. 

Ciruppo  VOM  . 

afiincu  Deshalb  sagen  wn\  dass  auch  diese  affinen  Transformationen  eine 

Transfor-  1     1  i  1  •     i 

matjoucii.  Gruppe  bilden   und   zwar  wieder,   da  sie  eine^i  Parameter  m,  also  oo^ 
verschiedene  Transformationen  enthält,  eine  eingliedrige  Gruppe. 

i(icuu«ciic,  Setzt   man   den   Parameter  m  =  1,   so   ergiebt  sich  die  identische 

inverae,  ,  ,  r#         •         •  i  m  > 

i.iiiuiteai-  Transformation.     Zwei  affine  1  rausformationen  mit  den  Parametern  m 

iiialu  TraiiB- 
foniiatioii.  i^-i  •  ^  ■  •      ^  •  i-i  i..i      i 

und  —  Sind   zu   einander   uivers,   indem   sie   nach   einander  ausgetuhrt 

sich  aufheben,  also  ihre  Reihenfolge  der  identischen  Transformation 
äquivalent  ist.  Infinitesimal  wird  die  affine  Transformation,  tvcnn  der 
Parameter  m  unendlich  wenig  von  dem  Wert  abiveieht,  den  er  hei  der 
identischen  Transformation  hat,  d.  h.  wenn  m  =  1  -f-  tf^*ist,  wo  Öt 
wieder  eine  unendlich  kleine  Constante  bedeutet.  Die  Gleichungen  der 
infinitesimalen  affinen  Transformation  sind  dalier 

Xi-=  X  -\-  xöt,     yi=y, 
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und  o:  und  y  erfahren  die  Incremente 

dx  =  xdf,     öy  =  0. 
Die  Fortschreitungsstrecken  xöt,  welche  die  infinito.simah'  affine  Trans- 
formation den  Punkten  zuordnet,  sind  somit  sämtlich  der  :/;-Axe  parallel 
und  den  Abscissen  proportional. 

Führen   wir   auf  einen   Punkt   {x,,,  yj   alle   Transformationen   der 
eingliedrigen  Gruppe   aus,   so   ergiebt  sich   als   sein  Ort,   seine   lialiu-  n«hnctirve 
curvc,   natürlich  eine   Parallele  y  =  y,^  zur  a:-Axe,   was  auch  aus  den 
Gleichungen 

x  =  mx^,    y  =  yo 

gefolgert  werden  kann.  Für  alle  Punkte  auf  dieser  Geraden  ergiebt 
sich  dieselbe  Bahncurve.  Die  eingliedrige  Gruppe  der  affinen  Trans- 
formationen besitzt  folglich  cx>^  Bahncurven,  bestehend  aus  allen 
Parallelen  zur  x-Axe.  Die  Bahncurven  können  wie  in  den  früheren 
Beispielen  völlig  dadurch  definiert  werden,  dass  in  jedem  ihrer  Punkte 
ihre  Richtung  zusammenfällt  mit  der  Fortschreitungsrichtung,  welche 
die  infinitesimale  affine  Transformation  dem  betrefi'enden  Punkte  zu- 
ordnet. Man  beschreibt  eine  Bahncurve,  wenn  man  continuierlich  der 
von  der  infinitesimalen  Transformation  gegebenen  Richtung  nachgeht. 
Als  Ganzes  aufgefasst  bleibt  jede  Bahncurve  bei  allen  Transfor- 
mationen der  Gruppe  invariant,  da  ihre  Punkte  sich  zwar  bewegen,  '^"j'.'^"'' 
aber  doch  immer  auf  ihr  bleiben.  Aber  ausser  den  Bahncurven  (fielt 
es  noch  mindestens  eine  im  Endlichen  gelegene  Cnrve,  die  hei  allen  Trans- 
foi'maticynen  der  Gruppe  invariant  hleibt,  nämlich  die  y-Axe  x  =  0.  In 
der  That:  Ist  x  =  0,  so  ist  auch  x^  =  mx  =  0.  Diese  Curve  hat  die 
Eigentümlichkeit,  dass  sie  nicht  nur  als  Ganzes  aufgefasst  in  Ruhe 
bleibt,  sondern  üherhaupt  jeder  ihrer  Funlde  hei  allen  Transformationen 
der  Grujipe  unbeweglich  ist.  Will  man  alle  im  Endlichen  gelegenen 
invarianten  Curven  finden,  so  leuchtet  wie  früher  ein,  dass,  sobald  ein 
Punkt  einer  solchen  Curve  sich  bei  einer  Transformation  der  Gruppe 
bewegt,  er  eine  Bahncurve  parallel  der  a;-Axe  beschreibt,  die  gesuchte 
Curve  daher  diese  Bahncurve  sein  muss.  Wenn  also  eine  invariante 
Curve  keine  Bahncurve  ist,  so  geht  dies  nur  so  an,  dass  alle  Punkte 
der  Curve  einzeln  in  Ruhe  bleiben  bei  allen  Transformationen  der 
Gruppe.  Da  diese  Punkte  auch  bei  der  infinitesimalen  Transformation 
unbeweglich  sein  müssen,  so  müssen  ihre  oben  berechneten  Incremente 
dx,  öy  gleich  Null  sein.  Dies  aber  giebt  .r  =  0,  also  die  i/-Axe. 
Alle  Punkte  derselben  bleiben,  wie  wir  früher  sahen,  nicht  nur  bei 
der  infinitesimalen,  sondern  auch  bei  jeder  endlichen  Transformation 
der  Gruppe  einzeln  invariant. 
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Zieht  man  auch  das  üneudliclifenip  in  den  Kreis  der  Betrachtung,  so 
wird  man  auch  die  unendlich  ferne  Gerade,  die  als  eine  Bahncurve  auf- 
zufassen ist,  zu  den  invarianten  Curven  zählen.  Ebenso  wird  der  unendlich 
ferne  Punkt  der  a;-Axe  als  invariant  aufzufassen  sein. 

Nun   wollen  wir  wie  bei  den  frühereu  Beispielen  die  bei  unserer 

eingliedrigen  Gruppe   invarianten  Functionen  il{x,  y)  aufsuchen.     Soll 

Function"  '^(^'»2/)  ^^^^  Invariante  der  Gruppe  sein,  so  muss  für  jedes  m  identisch 

^  (^1  yVi)^^  (»w^,  y)  =  ^  {^,  y) 

sein,  il  soll  sich  also  nicht  ändern,  wenn  darin  statt  x  eine  beliebige 
Zahl  mx  gesetzt  wird,  d.  h.  Sl  enthält  x  überhaupt  nicht.  Anderer- 
seits erhellt,  dass  jede  beliebige  Function  von  y  allein  unsere  Forderung 
erfüllt.  Wenn  man  nur  das  verlangt,  dass  die  Function  Sl{x,  y)  bei 
der  infinitesimalen  affinen  Transformation  invariant  bleibe,  so  kommt 
man,  wie  wir  sehen  werden,  zu  demselben  Ergebnis.  Es  muss  näm- 
lich dann 

il{x-}-xöt,y)  =  flix,y) 

oder  ausgerechnet 

£l(x,y)  +  '''^^ylcdt  =  il{x,y), 

d.  h.  — ;— ^  =  0  oder  Sl{x,  y)  frei  von  x  sein, 
canonisciie  SchlicssHch  können  wir  auch  die  vorliegende  eingliedrige  Gruppe 

J-'orm  der  ..... 

eingiicdr.  vou  affiucu  Transformationen  auf  eine  canonische  Form  bringen,  d.  h. 

Gruppe  der 

affinen    ueuc  Veriiiiderliclu!  j:,  \)   anstelle  von  .r,  y  einführen,  sodass  die  Glei- 
niationen.  cliungeu  der  Gruppe  in  die  Gleichungen  der  Gruppe  der  Translationen 

?i  =  ?  +  0,     i)i  =  i) 
(vgl.  §  1)   übergehen.     Allerdings   ist  dies   hier   nicht  so   geometrisch 
evident,  wie  bei  der  eingliedrigen  Gruppe  der  Rotationen.     Es  genüge 
hier  die  Bemerkung,  dass 

J  =  log  X,     \)=y 
rauoniaciif«  solche  ueuc  canonische  Vei'änderliche  sind,  ohne  dass  wir  uns  über  die 
liiiio.     allgemeinste  Bestimmung  solcher  Variabein  hier  weiter  auslassen,  die 
wir   vielmehr   auf  später   verschieben.     In  der   That  ist,    wenn   j,,   l)i 
entsprechend  die  Grössen  sind: 

Ix   =  log  0-1,       l)i=7/,, 

wegen 

Xy  =  mx,    y,=y 
auch 

j,  =  log  a:,  =  log  mx  =  log  x  -f-  log  m  =  i  -\-  log  w. 


Die  Gruppe  aller  Bewegungen  des  Raumes.  1  "> 

Wenn   also  der  Parameter  lo«^  m  etwa  noch   mit  ü  bezoielinet  wird,  so 
liegt  die  gewünschte  canonische  Form  vor: 

§  4.     Die  Gruppe  aller  Bewegungen  des  Kaumes. 

Die  drei  bisherigen  Beispiele  waren  der  Ebene  entnommen.  We- 
niger ausführlich  wollen  wir  nun  noch  als  letztes  Beispiel  eines  aus 
dem  Räume  heranziehen. 

Denken  wir  uns  einen  starren  Körper  und  führen  wir  ihn  durch 
Verschieben  und  Drehung  aus  seiner  ursprünglichen  Lage  Ä  in  eine 
neue  Lage  A^  über.  Alsdann  werde  er  aus  dieser  neuen  Lage  A^  in 
eine  dritte,  A2,  gebracht.  Diese  zwei  aufeinanderfolgenden  Bewegungen 
hätten  wir  auch  durch  eine  einzige  ersetzen  können,  welche  direct  den 
Körper  aus  der  Lage  A  nach  A.^  führt.  Die  Eeihenfolge  zweier  Be- 
wegungen eines  starren  Körpers  ist  also  äquivalent  einer  einzigen  Be- 
wegung desselben.  Lassen  wir  den  starren  Körper  aus  dem  ganzen 
Räume  bestehen,  so  nehmen  alle  Punkte  des  Raumes  an  den  Trans- 
formationen teil  und  zwar  so,  dass  alle  Abstände  zwischen  Punkten 
während  der  Ueberführungen  ungeändert  bleiben,  also  nirgends  die 
Punkte  enger  zusammen  oder  weiter  auseinander  rücken.  Eine  solche 
Lagenänderung   aller  Punkte  des  Raumes   nennt  man  eine  /^'f^/r/zV/wc/w;  Kukujüche 

,  Bewegung. 

Beilegung  oder  kurz  Beivegung  (während  überhaupt  eine  Lagenänderung, 
bei  der  eventuell  Zusammen-  oder  Auseinanderrücken  von  Punkten 
statt  hat,  allgemein  als  Transformation  der  Punkte  des  Raumes  zu 
bezeichnen  wäre,  sodass  der  Begriff  der  Transformation  den  Begriff 
der  Bewegung  umfasst).     Unser  obiges  Ergebnis  betrefifs   der  Reihen  '•"'»•i"' •'" 

,  .  Bewegungen 

folge  zweier  Bewegungen  sprechen  wir  so  aus:  desK.ume«. 

Alle  (Euldidischen)  Bctvcgungen  des  Baumes  bilden  eine  Gruppe. 

Um  auch  analytisch  zu  verificieren,  dass  die  Reihenfolge  zweier 
Bewegungen  einer  einzigen  äquivalent  ist,  muss  man  daran  denken, 
dass  die  Formeln  für  die  Bewegung  der  Punkte  (.r,  y,  £),  durch  die  sie 
in  die  neuen  Lagen  {pc.^,y^,z^)  übergehen,  sich  völlig  mit  den  Formeln 
decken,  welche  für  die  Transformation  rechtwinkliger  Coordinaten- 
systeme  im  Räume  gelten.  Die  neue  Lage  (^'1,^1,^,)  jedes  Punktes 
{x,  y,  z)  bei  einer  Bewegung  wird  also  gegeben  durch  Gleichungen 
von  der  Form: 

Xy^  =  a^x  -f  a^y  -f  a.^z  +  «„, 
Zi  =c,x  -\rc^y  4-^3-  +^0» 


I 
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WO  die  Constanten  a,,  a,,  a,-  \,  h,,  h,',  c„  c,,  c,  die  Coefficienten 
einer  orthogonalen  Substitution  sind,  d.  h.  als  Richtungscosinus  dreier 
zu  einander  senkrechter  Geraden  aufgefasst  werden  können,  sodass  be- 
kanntlich 

«^2  ^  ^,^2  _^  ,^2  _  ^;.  4_  ^,^,2  +  ,2  _  ^2  _|_  J,.  +  ^3^  =  1  , 

a^a,  +  />,^,  +  c^c,  =  «203  +  W  +  C0C3  =  «3«i  +  hK  +  ^3^1  =  f> 
und  die  Determinante  2:  +  «1^/2^3  =  +  1  ist.  Indem  wir  die  «„,  «,, 
a.  a.  u.  s.  w.  beliebig,  aber  diesen  Bedingungen  entsprechend  wählen, 
erhalten  wir  die  Transformationsgleichungen  einer  beliebigen  Bewegung 
des  Raumes.  Wollen  wir  nach  der  obigen  Bewegung  eine  zweite 
ausführen,  welche  xlie  Punkte  {x,,  y„  z,)  weiter  nach  den  Stellen 
(^2>  2/2 >  ^■^)  ^>"ngt,  so  hahen  wir  den  n,h,  c  neue  Werte  a,  h,  c  zu 
geben,  doch  so,  dass  auch  jetzt 

«/  + V  + V  =  l,  "•  s.w., 

«1^72  +  IJj.,  +  CiC2=  0,    U.    S.   W., 

ist,  und  zu  setzen: 

?/2  =  ^i'"^!  +  ^22/1  +  \^i  +  ^^^ 

Um  die  der  Reihenfolge  beider  Bewegungen  äquivalente  zu  finden, 
eliminieren  wir  a;,,  ?/,,  Z,  und  erhalten  dadurch  a;,„  y.,  ^2  ausgedrückt 
als  lineare  Functionen  von  x,  ij,  s  in  der  Form: 

x.^  =  A^x  +  A^y  +  A.;,z  +  A^,, 

t/2  =  B,a;  +  B^y  +  -B3^f  +  B^, 

wo  die  A,  B,  C  sich  als  Functionen  der  a,  h,  c  und  ü,  h,  c  darstellen,  die 
sich  leicht  angeben  lassen.     Nun   mag   man   sich  durch  Ausrechnung 
davon   überzeugen,  dass   auch   die  A,  B,  C  Coefficienten  einer  ortho- 
gonalen Substitution  sind,  d.  h.  dass    sie  die  Bedingungen 
yi^^-\-B,'-i-C,'  =  \,  u.  s.  w., 
A,A,  +  B,B,  +  C,C,  =  0,  u.  s.  w., 
2J±A,B,_a,  =  -{-  1 
erfüllen,  sobald  die  a,  h,  c  und  d,  h,  c  den  früher  aufgestellten  Rela- 
tionen genügen.    Daraus  geht  denn  analytisch  hervor,  dass  die  Reihen- 
folge   zweier   Bewegungen    des    Raumes    in    der    That   einer    einzigeni 
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Bewegung   derselben  äquivalent  ist,   und  deshalb  sagen  wir,  dass  alle 
Bewegungen  des  Baumes  eine  Gruppe  hiläeii.     Sie   enthält  zunächst  12 
Parameter  a,  b,  c,   aber   zwischen   diesen  bestehen  Relationen,   sodass     sechi- 
nur  sechs  derselben  willkürlich  sind.  Es  giebt  demnach  oo^  Bewegungen  Groppe'atr 
des  Raumes  und  wir  nennen  die  Gruppe  derselben  sechsgliedrig.  deTaf^«" 

Weiter  wollen  wir  uns  jetzt  nicht  mit  dieser  Gruppe  beschäftigen. 
Dem  Studierenden  empfehlen  wir  aber,  in  der  Art,  wie  die  obigen 
drei  eingliedrigen  Gruppen  in  §  1,  2,  3  behandelt  wurden,  auch  die 
folgenden  geometrisch  anschaulich  und   analytisch  zu  discutieren. 

1.  Beispiel:  weiure 

x,  =  ax,    y,=ay.  «-'"•"=• 

(Sogenannte  perspective  Transformationen.) 

2.  Beispiel: 

Xy  =  ax,     y^=—y. 

In  beiden  Fällen  erhält  man,  wenn  man  den  Parameter  a  variieren 

lässt,  oo^  Transformationen  der  Punkte  {x,  y)  der  Ebene  in  neue  Punkte 
(ajj,  y,)  derselben.  Man  zeige,  dass  die  Reihenfolge  zweier  solcher 
einer  einzigen  aus  derselben  Schar  äquivalent  ist,  d.  h.  dass  jede  der 
beiden  Scharen  eine  Gruppe  bildet  und  zwar,  da  jede  einen  Parameter 
a  enthält,  eine  eingliedrige.  Man  bestimme  ihre  identische,  die  zu  einer 
beliebigen  inverse  und  die  infinitesimale  Transformation.  Im  ersten 
Fall  führe  man  als  neue  Variabein  die  Grössen 

j  =  log  }/a;^ -|- 7/-,     lj  =  arct.g-', 

im  andern  Fall  die  Grössen 

£  =  i  log  p     ^)  =  ^'  ■  II 

ein  (und  natürlich  entsprechend  5l\,  \)^  ausgedrückt  in  x^,  y^).  Dadurch 
nehmen  die  Gruppen  eine  sehr  einfache  Form  an,  nämlich  ihre  sogen. 
canonische  Form.     Auch  bestimme  man  die  Bahncurven  u.  s.  w. 

§  5.    Einige  Bemerkungen  über  gewöhnliche  DiflFerentialgleichungen. 

Der  Zweck  dieser  Vorlesung  ist  der,  der  Natur  des  Gegenstandes 
angemessene  Methoden  zur  Integration  der  Differentialgleichungen  zu 
entwickeln.  Es  wird  manchem  Leser  deshalb  erwünscht  sein,  schon 
jetzt  wenigstens  andeutungsweise  davon  unterrichtet  zu  werden,  in- 
wiefern das  Studium  der  Gruppen  von  Transformationen  (von  denen 
wir  oben  allerdings  nur  erst  einige  specielle  Beispiele  kenneu  gelernt 
haben)  dabei  von  Nutzen  ist.  Diesem  Wunsche  werden  wir  in  einer 
Note    zum   Schlüsse    dieses   Paragrapiicn    nachkommen.     Doch    wollen 

Lie,  DiffcrcntiulxIeichongeD.  2 
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wir  vorher  au  einige  einfache  Begriffe  aus  der  Theorie  der  Differential- 
gleichungen erinnern,  die  in  der  Folge  häufig  gebraucht  werden. 

Gewöhn-  Bekanntlich   hat  eine  qewöhnliclie  Differentialgleichung  1.  Ordnung 

liehe    Dif-  ^  . 

ferentiai-   zwischcu  zwci  Variabein  x,y  die  allgemeine  Porm 

gleichuiig 

''^'°""'-  X{x,y)dy-Y{x,y)dx  =  Q 

oder 

Xy-Y=0, 

wenn  -f^  mit  y    bezeichnet  wird.    X  und  Y  sind  gegebene  Functionen 

von  X,  y.  Diese  Differentialgleichung  ordnet  jedem  Punkte  (x,  y)  der 
Ebene  eine  Richtung  zu.     Die  Tangente  des  Winkels  dieser  Richtung 

mit  der  Abscissenaxe  ist  y  =  ■^'  Diese  Richtung  kann  und  wird  auch 

im  allgemeinen  von  Punkt  zu  Punkt  eine  andere  sein.  Geht  man  von 
einem  Punkte  aus  in  der  zugeordneten  Richtung  bis  zum  unendlich 
benachbarten,  dann  in  der  diesem  zugeordneten  Richtung  zum  benach- 
barten u.  s.  w.,  so  beschreibt  mau  eine  Intcgralcurve.  Solcher  Integral- 
curven  giebt  es  oo^  und  sie  lassen  sich  alle  darstellen  durch  eine 
Gleichung  von  der  Form 

G)(x,  y)  =  Const. 

Wie   bekannt,   heisst   dann   03{x,  y)  Integral   der  Differentialgleichung. 
An   Stelle   desselben  kann   man  übrigens   auch  jede  Function   von  cj, 
wie  Sl{a(x,y)),  als  Integral  benutzen. 
Aus  der  Gleichung 

(o{x,  y)  =  Const. 

der  Integralcurven  folgt  durch  Differentiation  wieder 

^    dx  4-  ;,—  dy  ==  (). 


Da  aber  andererseits 
ist,  so  muss 


Xdy  —  Ydx  =  0 
ex'         cy 


sein,  d.  h.  die   Function   co   ist  eine  Lösung  der  homogenen    linearen 
uomcf-cnc 2)articllc)i    Differentialgleichung    1.   Ordnung    zwischen    der   abhängigen 

linoaro  pur-  ,7       .    ,      ■■  .  ,      ,  1      •  1  1  1  ..         • 

ticuo  Dif    Variabein  /  und  den  beiden  unabhängigen  x,  y: 

ferrntial- 

pIHchung  -v   Cf      .       -^   Of  .. 

1.  Ordnung.  A  r-^  +    Y  >,==  0. 

cx    *         cy 
Ist  umgekehrt  /■=  o(.r,  y)   eine   beliebige   Lösung   dieser  Differential- 
gleichung, ist  also 
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ex    '         c  y  • 

für  alle  Werte  von  x  und  y,  so  erfüllt  auch  jede  Function  ^{(o{x,y)) 
die  Gleichung,  und  co{x,y)  =  Const.  stellt  dann  cx.^  Curven  dar,  deren 
Tangeutialrichtungen  sich  aus 


ö-   dx  +  .     du  =  0 


y 

bestimmen,    sodass   die  beiden   letzten  Gleichungen   durch  Elimination 

von  ö—  und  ;=—    als    gewöhnliche    Differentialgleichung    dieser   Curven 

geben : 

Xdy  —  Ydx  =  0. 

Zwischen  den  beiden  Differentialgleichungen: 

Xdy  —  Ydx  =  0 
oder 

dx dy 

'X  ~'Y 

und 

ex    '         oy 

besteht  also  ein  inniger  Zusammenhang,  sie  stellen  im  Grunde  ge- 
nommen dasselbe  Problem  dar.  Deshalb  werden  wir  auch  später 
häufig  mit  den  beiden  Formen  nach  Bequemlichkeit  wechseln. 

Wir  haben  schon  iu  der  Einleitung  gesagt,  dass  die  in  den  gebrauch-  Zusammen- 
licben  iiltereu  Lehrbüchern  vorkommenden  Integrationsmethodeu  sich  im  s'hfn'der 
allgemeinen  auf  Differentialgleichungen  beziehen,  welche  bei  einer  bekannten  '•'.'»"o"^  <*" 

Ol  m  p  •  •  11-1  TT  •  Iiirtcrenli«!- 

ochar  von  Transformationen  invariant  bleibeu.     Indem  wir  uns  vorbehalten, gieiciiungen 
auf  die  Bedeutung  dieser  Behauptung  später  näher  einzugehen,  wollen   wir  onippen- 
schon  jetzt   au    einigen    möglichst  einlachen  Beispielen  den  Zusammoubang    thfo"«- 
zwischen   der  Theorie   der  Differentialgleichungen   und    der   Gruppentheorie 
andeuten. 

Zunächat  wollen  wir  ilie  von  x  freie  Dififerentialgleichung 

V  =  fiy) 

betrachten.  Bekanntlich  ist  ihre  Integration  durch  eine  blosse  Quadratur 
z\i  leisten.  Geometrisch  ordnet  diese  DifTerontialgleichung  allen  Punkten 
längs  einer  Geraden  y  =  Const.  dieselbe  liichtung  zu;  ihre  Integralcurven 
können  daher  aus  einer  einzigen  Integralcurve  durch  Verschiebung  der- 
selben längs  der  a;-Axe  abgeleitet  werden.  Diese  Verschiebungen  aber 
werden  durch  die  eingliedrige  (huppe  von  Translationen 

rri  =  .<  -\-  (I,     yi=i/ 

dargestellt.  Führt  man  daher  auf  alle  oo'  Integralcurven  nach  und  nach 
alle  Translationen  i\  =  x  -{-  a,  Vi  =  V  i^us,  so  erhält  mau  jedesmal  die 
ursprüngliche  Schar  von  Integralcurven   wieder. 


20  Kapitel  1,  §  5. 

Andererseits   ist   bekanntlich  auch   die   homogene   Diflerentialgleichung 

dx       '  \x' 

leicht    7A1    integrieren.     Diese    Gleichung    ordnet    allen    Punkten    desselben 

Strahles  —  =  Const.   vom  Anfangspunkte   aus    dieselbe   Richtung   zu.     Die 

Integralcurveu  lassen  sich  deshalb,  wie  wir  später  genauer  ausführen  werden, 
aus  einer  einzigen  durch  ähnliche  Vergrösserung  oder  Verkleinerung  der- 
selben vom  Anfangspunkt  aus  ableiten.  Diese  ähnlichen  Vergrösserungen 
oder  Verkleinerungen  aber  werden  durch  die  eingliedrige  Gruppe: 

Xi  =  ax,     J/i  =  ay 

dargestellt.     Auch    hier    werden    daher    die    oo^   Integralcurven   von  jeder 
Transformation  der  angegebenen  Gruppe  in  einander  übergeführt. 
Man  weiss  ferner  die  Differentialgleichungen  von  der  Form: 

zu  integrieren.     Eine  solche  Gleichung  kann  auch  geschrieben  werden: 

=  /-(^^  +  y')- 

Danach  ordnet  sie  den  Punkten  längs  eines  Kreises  um  den  Anfangspunkt 
Richtungen  zu,  welche  mit  diesem  Kreise  sämtlich  denselben  Winkel  bilden, 
denn  die  linke  Seite  der  letzten  Gleichung  stellt  die  Cotangente  dieses 
Winkels  dar.  Ein  solcher  Kreis  wird  also  von  allen  Integralcurven  unter 
demselben  Winkel  geschnitten;  die  Integralcurven  gehen  daher  aus  einer 
bestimmten  dadurch  hervor,  dass  man  sie  um  den  Anfangspunkt  rotieren 
lässt.     Diese  Rotationen  aber  bilden  eine  eingliedrige  Gruppe: 

iTj  =  X  cos  a  —  ?/  sin  a,     ?/j  =  x  sin  a  -\-  y  cos  a. 
Ferner  kann  man  die  Differentialgleichungen  von  der  Form 

■  y  =  f(.^  +  ^^y) 

integrieren.  Eine  solche  ordnet  allen  Punkten  einer  Geraden  fl;-f-7ci/=Const. 
gleiche  Fortschreitungsrichtungen  zu.  Die  Integralcurven  lassen  sich  also 
aus  einer  einzigen  durch  Verschiebung  derselben  längs  der  Parallelgeraden 
.1;  -\-  Jcy  =  Const.  ableiten.  Diese  Translationen  aber  bilden  eine  ein- 
gliedrige Gruppe 

x^  =  X  —  ha,     y^=y  -\-  a. 

Diese  Beispiele,  denen  sich  noch  eine  sehr  grosse  Anzahl  anderer  an 
die  Seite  stellen  Hessen,  zeigen,  wie  man  gerade  bei  solchen  Differential- 
gleichungen, deren  Integx-ation  geleistet  werden  kann,  eine  Gruppe  von 
Transformationen  anzugeben  vermag,  welche  die  Punkte  einer  beliebigen 
lutegralcurve  in  die  einer  anderen  Integralcurve  überführen.  Man  wird  es 
danach  plausiliol  finden,  da.ss  die  Kenutnis  einer  solchen  Gruppe  von  Tians- 
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formationen    gestattet,    das    Integrationsgeschäft    zu    vereimachen    und    vor 
allem  auch  methodisch  zu  gestalten. 

Diese  wenigen  Bemerkungen  mögen  genügen,  um  den  Zusammenhang 
zwischen  Differentialgleichungen  und  Transformationsgruppen  anzudeuten. 
Später  werden  wir  natürlich  auf  alle  diese  Dinge  ausführlich  zurückkommen. 


Kapitel   2. 
Eingliedrige  Gruppe  in  der  Ebene. 

Der  Leser  wird  aus  deu  im  vorigen  Kapitel  vorgeführten  Bei- 
spielen schon  einiges  Verständnis  für  das,  was  wir  eine  Gruppe  und 
insbesondere  eine  eingliedrige  Gruppe  nennen,  geschöpft  haben.  Ge- 
stützt darauf  wollen  wir  in  diesem  Kapitel  den  Begriff  und  die  Tlieorie 
der  eingliedrigen  Gruppen  in  allgemeiner  Weise  entwickeln. 

§  1.     Begriff   einer  Transformation   und    einer   eingliedrigen   Gruppe 
von  Transformationen  in  zwei  Veränderlichen. 

Zunächst  haben  wir  zu  erklären,  was  unter  einer  Transformation 
zu  verstehen  ist: 

Eine    Transformation    der   Pimlie    der   Ebene    ist  eine   Operation.    Tran». 

forniation 

icelche  jeden  Pun/ct  der  Ebene  wieder  in  einen  PimJd  derselben  überführt.  Jer  punkto 

..  ,  der  KLene. 

Der  Weg,  auf  dem  diese  Überführung  statt  hat,  ist  dabei  unwesentlich, 
nur  die  Anfangs-  und  Endlagen  der  Punkte  sind  für  die  Transformation 
bestimmend.  Diese  Transformation  findet  ihren  analytischen  Ausdruck 
in  zwei  Gleichungen  von  der  Form 

Hierin  soll  (x,y)  den  ursprünglichen,  (^1,^1)  den  transformierten  Punkt 
bezeichnen.  Insbesondere  werden  wir  noch  voraussetzen ,  dass  die 
Transformation  nicht  etwa  alle  Punkte  der  Ebene  nur  in  die  einer 
Curve  oder  gar  nur  in  eine  discrete  Anzahl  von  Punkten  überführe. 
Vielmehr  soll  im  allgemeinen  jedei'  Punkt  (Xy,  y,)  der  Ebene  als  durch 
die  Transformation  aus  einem  PunM  (x,  y)  derselben  entstanden  auf- 
gefasst  tcerden  können.  Analytisch  findet  dies  seinen  Ausdruck  in  der 
Annahme,  dass  die  Gleichungen  der  Transformation  im  allgemeinen, 
d.  h.  sobald  nicht  x^ ,  y^  gewisse  specielle  Werte  haben,  auch  nach  x 
und  y  auflösbar  seien.  Jeder  Punkt  der  Ebene  wird  alsdann  im  all- 
gemeinen sowohl  als  ursprünglicher  wie  als  transformierter  Punkt 
aufgefasst   werden  können. 
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Wenn  nun  die  Gleichungen  einer  Transformation  eine  Constante  a 
enthalten: 

(1)  a-'i  =  (p{x,  y,  a),     y,  =  t{x,  y,  a) 

und  dieser  Constanten  alle  Werte  von  —  oo  bis  -f  oc  beigelegt  werden, 
so  ergiebt  sich  eine  Schar  von  oo^  Transformationen.  Diese  Schar 
von  Transformationen  wird  im  allgemeinen  nicht  die  Eigentümlichkeit 
haben,  dass  die  Reihenfolge  zweier  derselben  einer  einzigen  Trans- 
formation der  Schar  äquivalent  ist. 
Z.  B.  stellen  die  Gleichungen 

Xi  =  a  —  X,    yi=y 
eine  Schar  von   oo^  Transformationen,  die  sich  geometrisch  leicht  cou- 
struieren    lassen,    dar,    welche   jene    Eigentümlichkeit    nicht    besitzen. 
Führt  mau  nämlich  nach  der  Transformation 

x^  =  a  —  x,yi  =  y 
eine  zweite  aus  derselben  Schar  aus: 

a-o  =  «i  — a-i,    y2  =  yi, 

so   ist   ihre  Reihenfolge   zwar  offenbar   einer  einzigen   Transformation 
äquivalent  (die  durch  Elimination  von  Xi  und  y^   berechnet  wird): 
X2  =  ai—a-{-x,ij.,=y, 

aber  diese  gehört  nicht  der  Schar  von   oo^  Transformationen 

x^  =  Const.  —  X,     Vi  =  y 

an. 

Es  ist  also  ein  besonderes  Vorkommnis,   wenn  aus  der  Schar  der 

oo^    Transformationen   (1)  jedesmal   die    Reüienfolge   zweier   durch   eine 

einzige   Transformation   aus   derselben   Schar   ersetzt  tverden   Imnn.     In 

EinKiicdrigüdiesem   Falle    nennen   wir   die    Schar   eine    Grujype,  und  zwar,   da   sie 

^TtVnl-^ einen  Parameter  a  und  demgemäss   oo^  Transformationen  enthält,  eine 

der  Kbone.  cingticdrige  bruppe. 

Das  analytische  Kriterium  für  eine  solche  eingliedrige  Gruppe  (1) 
ergiebt  sich  so:  Wir  führen  nach  der  Transformation  mit  Parameter  a: 

^i  =  <p{^,  y, «) ;   «/i  =  ^(^,  y,  a), 

welche  die  Punkte  {x,y')  der  Ebene  in  die  neuen  Lagen  {x^^y^)  bringt, 
die  Transformation  mit  Parameter  a^  aus: 

^2  =  9(^1 ,  2/1  ,  «l),       y-Z  =  ^(^1  ,  !/l ;  «l),  1 

welche  die  Punkte  {x^,y^)  nach  den  Stellen  {x2,  y^)  versetzt.  Die 
Transformation,  welche  direct  die  Punkte  (x,  y)  nach  diesen  Stellen 
(Xj,  t/2)  führt,  erhalten  wir  durch  Elimination  der  Zwischenwerte  x^ ,  y^ : 


f 
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j^i  =  <P  (95 (^;  1/,  a),  il>{x,  y,  a),  a^),     y.,  =  i^  {(p{x,  y,  a),  tp{x,  y,  a),  0,); 
x.^    und    y^    drückeu    sich    hiernach   durch  x,  y,  a  und   o^   aus.     Diese 
Transformation    nun   soll  wieder  eine   Transformation    aus    der  Schur 

(1)  sein,  d.  h.  sie  muss  sich  in  der  Form  schreiben  lassen: 

X,  =  (p(x,  y,  A),     y.,  =  ^(x,  y,  k), 
worin  der  Parameter  A  eine  gewisse  Function  von  a  und  a,  allein  ist: 

A  =  A(«,  f/J. 
Es   müssen  also   identisch   für  alle  Werte   von   x,  y,  «,  «i  zwei  Glei- 
chungen von  der  Form 

(p{(p(x,  y,  a),  ip{x,  y,  a),  a^)  =  (p{x,  y,  k  {a,  a^)) 
i};{(p  (x,  y,  rt),  tl^{x,  y,  d),  üy)  -=  i'(x,  y,  X  {a,  rt,Y) 
bestehen. 

Wir  wollen  den  Begriff  der  eingliedrigen  Gruppe  noch  etwas  ein- 
schränken: Es  soll  sich  zu  jeder  Transformation  der  Gruppe  mit  be- 
liebigem Parameter  a  eine  andere  Transformation  derselben  —  etwa 
mit  Parameter  ä  —  zuordnen  lassen,  sodass  die  zweite  nach  der  ersten 
ausgeführt  die  Wirkung  derselben  gerade  aufhebt,  d.  h.  aus  den  beiden 
Gleichungenpaaren 

•^1  =  9(^,  y,  «);     i/i  =  ^ix,  y,  a), 
■    0-2  =  9)  ix\ ,  y , ,  ä),     y,  =  i'  (.q ,  //i ,  <7), 

durch  Elimination  von  .Tj  und  y^  folgt: 

(2)  Xo  =  X,     y,  =  y. 

Mit   anderen   Worten:     Wir   setzen   voraus,  da^s   die   Grupi^c  zu  jeder    inror»« 
Transformation  auch  die  inversc  enthalte.     Liegen  die  Gleichungen  derfoimmtionen. 
Gruppe  vor,  so  findet  man  zur  Transformation 

X,  =  (p{x,  y,  a),     y,  =  i'{x,  y,  a) 

offenbar  die  inverse,  wenn  man  Xy,  y^  als  die  ursprünglichen,  x,  y  als 
die  transformierten  Veränderlichen  betrachtet.  Indem  man  nach  x,  y 
auflöst,  ergeben  sich  mithiu  die  Gleichungen  der  inversen  Transfor- 
mation in  der  gewohnten,  nach  den  neuen  Veränderlichen  .f,  y  auf- 
gelösten Form. 

So  z.  B.  ist  zur  Translation 

^1  =  a  -f-  «,     v,  =  y 
die  Translation   iuvers,  die  sich   durch  Auflösung   iiaili  ./ .  v  »rgiebt: 

.'  =  J-x  -  (I,     y  =  Hl 
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oder,  wenn  man  die  ursprünglichen  Veränderlichen  wie  sonst  mit  x,  y, 
die  neuen  mit  x^,  y^  bezeichnet,  diese: 

x^  =  x  —  a,    yi  =  y. 

Da  die  Reihenfolge  zweier  Transformationen  der  Gruppe  wieder 
der  Gruppe  angehört,  so  gilt  dies  auch  von  der  Reihenfolge  zweier 
ideniiBche  ZU  einander  iuverser  Transformationen,  d.  h.  von  der  identischen  Trans- 
forms^üoD.  forniation  (2).  Somit  folgt  aus  den  gemachten  Voraussetzungen,  dass 
es  einen  constanten  Wert  üq  des  Parameters  a  geben  muss,  für  welchen 
die  Gleichungen  (1)  der  Gruppe  sich  auf  Xy  =  x,  yi  "=  y  reducieren, 
sodass  also 
(3)  (Pix,  y,  nr^)  ^  x,     tp{x,  y,  «„)  --  y 

ist  für  alle   Werte  von  x  und  y. 

Satz  1:  Sind  die  Transformationen  einer  eingliedrigen  Gruppe  in 
zivei  Veränderlichen  paanvcis  zu  einander  invers,  so  enthält  sie  auch  die 
identische  Transformation. 

Es  wird  nicht  überflüssig  sein,  besonders  hervorzuheben,  dass, 
wenn  die  Transformation  mit  Parameter  ä  zu  der  mit  Parameter  a 
invers  ist,  dann  auch  umgekehrt  letztere  die  inverse  zur  ersteren  ist. 
Denn  die  Transformation  («)  führt  etwa  den  Punkt  p  nach  jo^,  die 
Transformation  (a)  führt  2h  nach  p  zurück.  Nimmt  man  also  p^  als 
ursprünglichen  Punkt  und  führt  zuerst  die  Transformation  (a)  aus,  so 
geht  er  nach  p.  Die  darauf  folgende  Transformation  (a)  bringt  ihn 
wieder  nach  2h  zurück,  sodass  diese  Reihenfolge  beider  den  Punkt  2^1 
in  Ruhe  lässt. 

§  2.     Der  allgemeine  GruppenbegrifiF. 

Im  vorigen  Paragraphen  wurden  nur  die  eingliedrigen  Gruppen  de- 
finiert. Wir  wollen  nun  auch  die  allgemeine,  r-gliedrige  Gruppe  kurz 
erläutern,  bemerken  jedoch,  dass  wir  von  diesem  Begriffe  in  den  vorliegen- 
den Vorlesungen  keinen  Gebrauch  machen  werden.  Wir  dehnen  überdies 
in  diesem  Paragraphen  unsere  Betrachtung  gleich  auf  den  Raum  aus. 

Denken  wir  uns  drei  Gleichungen  vorgelegt : 

Xi  =  X{x,  y,  e,  üy,  «2  7  •  •  «t),     Vy  =  Y{x,  y,  s,  a^ ,  «^  >  •  •  «r), 

von  denen  wir    annehmen,   dass  sie  auch  nach  rt',  y,  z  auflösbar  seien,   so 

stellen   sie,    wenn   die    Grössen  a^,  «2  '  '  "r   bestimmten  Zahlen   gleich    ge- 

TrauB-    setzt   Werden,   eine  Transformation  der  Punkte  des  Raumes  dar,    indem  sie 

dcrTunUo i®^^^  Punkt   (.T,  ?/,  z)   desselben   in   einen   neuen  Punkt  (x^,  y^,  z^  über- 

des  Rauiuesführen.    Von  den  Parametern  a^-  ■  ■  ür  setzen  wir  voraus,  dass  sie  sämtlich 

als    wesentlich   in  obigen  Gleichungen   vorkommen,   also   nicht  etwa  einige 
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als  überzählig  entfernt  werden  können.  Wenn  wir  Uy  •  •  •  (tr  von  —  oo 
bis  -j-  oo  variieren,  so  stellen  unsere  Gleichungen  eine  Schar  von  oo*" 
Transformationen  dar.  Nach  einer  Transformation  mit  bestimmt  gewählten 
Parametern  a^  •••  flr,  welche  die  Punkte  {x^y,z)  nach  den  Stellen  (-Tj,  y,,  r,) 
geleitet,  wollen  wir  eine  /weite  ausführen,  bei  der  die  Parameter  die  Werte 
äi  •  •  •  är  haben.  Diese  wird  die  Punkte  {x^,  y^,  z^  weiter  in  die  Lagen 
(^2  1  Vi'  ^2)  bringen  und  es  ist: 

V2  =  iVi'^i'^i»«!  •  ••«r), 
s.  =  Z{xi,y^,s^,ä,  ■  ■  -är). 

Um  nun  direct  von  den  ursprünglichen  Punkten  (x,  y,  z)  zu  den  neuen 
{x.2,  y^,  S2)  durch  eine  Transformation  zu  gelangen,  müssen  wir  die  Zwischen- 
stellen x^,  //j,  s^  vermöge  der  drei  ersten  Gleichungen  aus  den  drei  letzten 
eliminieren;  dadurch  gehen  Formeln  hervor,  welche  Xg,  y.,,  ^2  <liii'ch  x,  y,  z, 
tti  •■•  (ir,  «1  •••  är  ausdrücken.  Nun  wäre  es  denkbar,  dass  diese  Gleichungen 
sich  wieder  so  schreiben  Hessen  wie  die  der  beiden  nach  einander  ausgeführten 
Transformationen,  also  in  der  Form: 

X2  =  X{x,y,  z,  Aj  •  •  •  A,.), 

i/o  =  Y(x,y,z,  Ai  •  •  •  A,.), 

Z.2  =  Z{x,y,  z,  A^  •  ■  •  A;.), 

wo  dann  Aj,  A^  •  ■  •  A^  gewisse  Functionen  der  früheren  Parameter  Oy  ■  ■  •  Ur, 
äi  •  •  -  är  bedeuten  sollen,  die  aber  frei  von  x,  y,  z  sind.  In  diesem  Falle 
ist  also  die  Reihenfolge  der  beiden  Transformationen  unserer  Schar  mit  den 
Parametern  a^,  •  •  •  Or  und  ä^,  ■  -  •  är  einer  einzigen  Transformation  eben- 
derselben Schar  mit  den  Parametern  Ai,'--Ar  äquivalent,  und  zwar  gilt 
dies,  wie  auch  die  Constanten  a^  •  •  •  a,-,  ä^  •  •  •  är  gewählt  sein  mögen. 
Wir  sagen  alsdann,  dass  jene  Schar  eine  Gruppe  von  Transformationen  <^ar-^-^^^»J 
stellt  und  zwar,  da  sie  r  Parameter  enthält,  eine  r-gliedrige  Gruppe.  Tr»nsfor- 

In    §  4    des    1.  Kapitels   haben   wir   ein   Beispiel   hierzu   gegeben,   die  j™  ^ "„„e». 
Gruppe   aller  Bewegungen    des  Raumes.     Sie    war    6-gliedrig.     Aber   auch 
die  in  §§  1   bis  3  jenes  Kapitels  betrachteten  Gruppen 

x^=  X  -\-  a,     yi  =  .//;  ' 

Xi  =  X  +  a,     //,  =  y  -i-  h; 

jTj  =  .r  cos  a  —  y  sin  «,     y^  =  x  sin  «  -{-  y  cos  «; 

.fj  =  X  •  m,     //i  =  y 

können  als  Beispiele  von  Gruppen  des  Raumes  (x,  y,  z)  gelten,  man  liat 
nur  jedesmal  zu  den  beiden  Gleichungen  noch  als  dritte 

z^  =  s 
hinzufügen. 

Wir  fahren  nunmehr  fort  in  der  Betrachtung  der  eingliedrigen  Gruppen 
in  zwei  Veränderlichen. 
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§  3.     Existenz  einer  infinitesimalen  Transformation  in  der  ein- 
gliedrigen Gruppe. 

Wir  erkannten  in  §  1,  dass  die  vorliegende  eingliedrige  Gruppe*) 
(1 )  x,^  <p{x,  y,  rt),    y^  =  ^(a;,  y,  a), 

von  der  vorausgesetzt  wurde,  dass  sich  ihre  Transformationen  einander 
paarweis    als    invers    zuordnen   lassen,    die   identische  Transformation 
Xi  =  X ,  y^  =  y  enthält. 
niaie"r'rau8-  Daraus  lässt  sich  nun  weiter  folgern,  dass  sie  auch  eine  infmite- 

lormation.  gj-^j^^g  TransfortHation ,  eine  Transformation  also,  bei  welcher  alle 
Punkte  (*•,  y)  in  unendlich  benachbarte  Punkte  übergehen,  enthält. 
Es  sei  nämlich  a^  der  Wert  des  Parameters,  für  welchen  die  Glei- 
chungen (1)  die  identische  Transformation  darstellen,  d.  h.  für  welchen 
(3)  cp {x,  y,  aQ)  =  x,    iIj(x,  ij,  a^)  ee  y 

ist.  Geben  wir  dann  dem  Parameter  a  den  von  üq  unendlich  wenig 
abweichenden  Wert  a^  -\-  da,  so  wird  die  Transformation  der  Gruppe 

•'"i  =  ^pC*',  y,  «0  +  ^(')>   Vi  =  «^C*''  y>  «0  +  ^«) 

nur  unendlich  wenig  von  der  identischen  Transformation  abweichen, 
also   infinitesimal   sein.     Es   kommt  ja   nach    dem  Taylor'schen  Satze: 

x,  —  (p{x,  y,  a^)  -\-        ^„^         1    i-        a«^«        1.2+       ' 

oder  wegen  (3): 

„    _  „    ,    gy(a;.  y,  a.,)  Sa    .    c^tpjx,  y,  ap)   da*    . 
Xi—x-t-         ^^^  ^--t-         ^^^2         1.2'!  ' 

_  dxpjx,  y,  gj  Sa    ,    g^V>(x-,  y,  Oq)  8a'- 

a?!  und  y^  unterscheiden  sich  also  nur  um  unendlich  kleine  Grössen 
von  X  und  y.  Es  wäre  denkbar,  dass  die  Coefficienten  der  niedrigsten 
Potenzen  von  da  in  diesen  Reiheuentwickeluugen  für  alle  Werte  von 
X  und  y  verschwänden.  Auf  jeden  Fall  aber  wird  in  den  Reihen  eine 
niedrigste  Potenz  von  da,  etwa  da'',  wirklich  auftreten.  Als  unendlich 
kleine  Grösse  benutzen  wir  dann  nicht  mehr  da,  sondern  bequemer 
da''  =  dt  und  erhalten,  wenn  ^{x,y)  und  'r}(x,y)  die  Coefficienten  von 
da*"  in  den  beiden  Reihen  sind,  die  Formeln: 

*)  Hier  möge  ein  für  allemal  betont  werden,  dass  wir  bei  Betrachtungen, 
in  denen  allgemeine  Functionen  auftreten,  immer  die  Voraussetzung  macheu, 
dass  die  betreffenden  Functionen  sich  für  die  in  Betracht  kommenden  Wertsystemo 
regulär  verhalten  und  sich  also  nach  dem  Taylor'schen  Satze  in  Potenzreihen 
entwickeln  lassen. 


1 
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(4)       Xi  =  x-\-^(x,ij)dt  -{ ,    !/i=y  +  yiU,y)di  -i , 

welche  eine  infinitesimale  Transformation  der  eingliedrigen  Gruppe 
darstellen  und  iu  denen  die  nicht  hingesciiriebenen  Glieder  von  höherer 
Ordnung  unendlich  klein  sind  als  dt  Freilich  erkennt  man  durch 
dieses  Raisonnement  nicht,  ob  die  Reihenentwickelungen  (4)  nach 
ganzen  oder  gebrochenen  Potenzen  von  dt  fortschreiten.  Dagegen 
giebt  die  weiter  unten  zu  besprechende  Methode  sicher  Reihenent- 
wickeluugen  nach  ganzen  Potenzen  des  Parameters.  |  und  ?;  enthalten 
allerdings  auch  noch  Oq,  aber  Oq  ist  kein  beliebiger  Parameter,  sondern 
eine  bestimmte  Zahl  und  braucht  darum  iu  |  und  rj  nicht  besonders 
augeführt  zu  werden. 

Wendet  man  diese  Methode  etwa  auf  die  eingliedrige  Gruppe 


.1-^  =  xa  —  ^Yi  —  a-,     ^,  =  tia  -f  xYl  —  a" 

an,  so  findet  man,  dass  sie  nicht  durchführbar  ist.  Dies  liegt  darin,  dass  die 
Grösse  |/l  —  a^  sich  nach  der  Substitution  a  =  t  -\-  öt  nicht  nach  ganzen 
Potenzen  von  dt  entwickeln  lüsst.  Die  folgende  Methode  dagegen  liefei't  eine 
infinitesimale  Transformation,  da  bei  ihr  ]/l  —  a-  nicht  in  der  Umgebung 
der  Stelle  a  ==  1 ,  sondern  einer  beliebig  annehmbaren  Stelle  in  eine 
Potenzreihe  entwickelt  wird. 


einer 


rmnf- 

fi  rmation. 


Mau  kann  auf  einem  weitläufigeren  Wege,  der  aber  tiefer  in  die,;^.^^^' 
Sache  hineinführt,  zu  einer  infinitesimalen  Transformation  der  ein- ,V'i'!°Tt!-. 
gliedrigen  Gruppe  gelangen,  uümlich  so:  Wir  geben  dem  Parameter  a 
einen  beliebigen,  aber  bestimmten  W^ert  s.  Die  zugehörige  Transfor- 
mation —  wir  bezeichnen  sie  kurz  mit  (f)  —  führt  die  Punkte  p  der 
Ebene  in  neue  Lagen  ih  über.  Es  giebt  dann  nach  Voraussetzung 
eine  zu  dieser  inverse  Transformation  iu  der  Gruppe.     Ihr  Parameter 


sei    £,    er   ist    eine    gewisse    Function 


von  £.    Diese  Transformation  (äj  führt 
alle  Punkte  j}^  wieder  in  die  Lageu  i^ 
zurück.  Eine  Transformation  nun,  deren 
Parameter  unendlich  wenig  von  £  ab-    /*' 
weicht,  also  etwa  £  -f-  ^^  ist,  wird  j)^        [/ 
nicht  genau  nach  jf),  sondern  nach  einer    ^  ^^ 
j)     unendlich    benachbarten    Stelle    j/ 
führen.     (Siehe  Fig.  4.)     Die  Reihen- 
folge   der    Transformationen    (f)    und 
[i  -(-  df)   wird  jp    nach  p^    und    dann 
nach    j)'    bringen     und    ist    einer    einzigen    der    Gruppe    angehöroudon 
Transformation   äquivalent,   welche   die  i'uukto  j)  der  Ebene  iu  ihnen 


Kig.  4. 


(ö) 
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unendlich  benachbarte  Punkte  i^  überführt,  d.  h.  einer  infinitesimalen 

Transformation  der  Gruppe. 
AnaiytiBchp  \Yjj.  wolleu  dics  liier  rein  begrifflich  dargestellte  Verfahren  jetzt 

fdhrung  dic-analvtisch    verfoljjen.     Die    erste   Transformation   ii)   wird   dargestellt 

Ber  neuen  j  o  \    /  u 

Abioitu.,g.  durch: 

(5)  x^  =  (fix,  y,  e),    y^  =  ^(x,  y,  e); 

die  Transformation  (J  -\-  de),  welche   nach  dieser  ausgeführt   werden 

soll,  durch 

x'  =  <p{Xi,yi,s  4-  de),     y  =  il;{xi,y„E  +  de). 

Elimination  von  .Tj  und  t/j  aus  (5)  und  den  beiden  letzten  Gleichungen 
giebt  daher  die  gesuchte  Transformation,  welche  die  Punkte  p  in  die 
Punkte  p    überführt: 
x  =  (p((p(x,y,s),tioc,y,s),i-{-d6),  y  =  4>i(p{x,y,£),  ^(a;,y,f),  «  +  df). 

Entwickeln  wir  diese  Werte  nach  Potenzen  von  de,  so  kommt 

x  =  (p{(p{x,  y,  sj,  il;(x,  y,  s),  e)  +    ^'^'        gV  y  +"-' 

Diese  Gleichungen  der  gesuchten  Transformation  lassen  sich  noch 
vereinfachen,  wodurch  man  dann  erkennt,  dass  sie  wirklich  eine  infi- 
nitesimale Transformation  darstellen.  Es  sind  ja  nach  Voraussetzung 
die  Transformationen  (e)  und  (e)  zu  einander  invers,  d,  h.  wenn  man 
nach  der  Transformation 

^1  =  fp{Xf  y,  0>  yi  =  i'i^>  y>  0 

die  Transformation 

X.,  =  (p  (.r^  ,yi,s),     y2  =  4'  {x^  ,y„l) 
ausführt,    muss    man    die    identische    Transformation    a^g  =  x,   y2  =  y 
erhalten.     Es  geht  aber  durch  Elimination  von  x^  und  y^  hieraus  die 
Transformation  hervor: 

^2  =  9(<p(*';  y,  0;  «^C^»  y, «); «);  ^2  =  «^'(9'(^;  y,  ^),  ^w  y, «),  *)• 

Es  ist  also  eine  blosse  Folge  unserer  Voraussetzung,  («)  und  (i) 
seien  inverse  Transformationen,  dass 

<p{(p{x,  y,  6),  tl>(x,  y,  b),  e)  =  x,     ip(<p (x,  y,  s),  tl;(x,  y,i),e)  =  y 
ist.     Die  Gleichungen  (6)    der  Transformation    der  Punkte  p    in    die 
Punkte  p    lauten  deshalb  auch  so: 

X  —  x-\  ^. H , 


(7) 


'  _  „    I    r?t/>(qp(j.  y,  0,  ip{x,  y,  i),  i)  Ss    , 
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und   in   dieser  Form   stellen   sie   offenbar  eine  infinitesimale  Transfor- 
mation  dar,   da  hier  x    und  y    nur  unendlich  wenig  von  x  und  y  ab- 


weichen. 


Jetzt  erkennt  man  durch  eine  kleine  Ueberlegung  sehr  leiciit 
dass  die  ersten  in  df  linearen  Glieder  nicht  verschwinden.  Denn  be- 
zeichnet man  ^>{x,y,  b)  und  ^{x,y,B)  wie  in  (5)  wieder  mit  x^  und  y,, 
so  haben  diese  linearen  Glieder  in  (7)  die  Coefficienten 


gqp(^M  j/i.  i)        ^^'(-«1.  2/1,  i) 


Hierin  können  nun  x^,  y^  und  e  als  unabhängige  Veränderliche  auf- 
gefasst  werden.     Wäre 

d-B  —  ^'  dl  =  ^' 

so  würden  cp{x^^,y^,t)  und  i'{Xi,yi,e)  frei  von  t  sein,  d.  li.  allgemein 
wären  die  Gleichungen  der  Gruppe  x^  =  q){x,  y,  a),  y^  =  ^-(x,  y,  a) 
frei  von  a.  Sie  würden  also  gegen  die  Voraussetzung  gar  keinen 
Parameter  enthalten. 

In  (7)  sind  die  Coefficienten  von  ds,  die  also  nicht  verschwinden, 
Functionen  von  x,  y,  s  und  e.  Zu  einer  Transformation  (s)  gebort 
aber  eine  ganz  bestimmte  inverse  (s).  Es  ist  daher  ä  eine  gewisse 
Function  von  e,  und  jene  Coefficienten  hängen  also  nur  von  x,  y 
und  6  ab.  Wir  bezeichnen  sie  mit  i,{x,  y,  s)  und  r](x,  y,  e)  und  er- 
halten dann  die  infinitesimale  Transformation 

(8)       x  =  x+^(x,y,s)d£-] ,     y'=y  -^,^(x,y,()de-j , 

die  sicher  unserer  eingliedrigen  Gruppe  angehört  und  noch  eine  will- 
kürliche Coustante  s  enthält. 

Fassen   wir  in  (8)   €   als   eine   bestimmte  Grösse,  de  dagegen  als 

eine    veränderliche  unendlich   kleine   Grösse   auf,    so   sind   die   rechten 

Seiten  unendliche  Potenzreihen  nach  ös.    Bei  dieser  Auffassung  geben 

uns  die  Gleichungen  (8)  eine  zur  identischen  Transformation  unendlich 

•  benachbarte  Transformation  unserer  Gruppe. 

Nun  aber  kann  man  die  Constante  s  noch  beliebig  wählen  und 
man  kann  also  auf  verschiedenen  Wegen  zu  einer  solchen  infinitesi- 
malen Transformation  der  vorgelegten  eingliedrigen  (Jruppe  gelungen. 
Später  werden  wir  sehen,  dass  alle  infinitesimalen  Transformationen 
der  Gruppe,  die  man  so  bestimmen  kann  oder  vielleicht  durch  noch 
andere  Methoden  zu  finden  vermöchte,  in  den  unendlich  kleinen 
Gliedern    erster    Ordnung    bis    aul'    <mm('m    constanten    Factor    flberein- 
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stimmen    müssen.     Vorerst    aber    sind    wir   nur    zu    diesem    Ergebnis 

gelangt: 

Satz  2:  Eine  eingliedrige  Gruppe  der  Ehene,  deren  Transformationen 
sich  paanveis  als  invers  einander  ^ordnen  lassen,  hesitgt  sicher  eine 
infinitesimale  Transformation. 

Beispiel  Beispiel:  Wir  wollen  die  obige  zweite  Methode  auf  die  Ableitung 

einer  infinitesimalen  Transformation  der  in  §  2  des  1.  Kapitels  be- 
trachteten eingliedrigen  Gruppe  aller  Rotationen  um  den  Anfangspunkt 

x^  =  x  cos  a  —  y  sin  a,    y^  =  rr  sin  a  +  2/  cos  a 
anwenden.     Hier  ist  die  Rotation  mit  .dem  Drehwinkel  -  s  zur  Ro- 
tation mit  dem  Drehwinkel  a  invers,  also  der  oben  mit  a  bezeichnete 
Parameter  gleich  -  a.     Die  Rotation  (f)  hat  die  Gleichungen: 
(^5')  x^  =  xcosa  —  y  sin  a,    yj^  =  xsma  -{-  y  cos  a. 

Die  Rotation  {- a -]- da)  dagegen,  welche  die  Punkte  (x,,  y,)  in 
Punkte  {x,  y)  zurückführt,  die  den  Punkten  {x,  y)  unendlich  benach- 
bart sind,  hat  die  Gleichungen: 

x  =  x^  cos(—  a  +  de)  —  y^  sin(—  a  -f  8a), 
y'  =  Xy  sin  (—  £  +  <^£)  +  !/i  cos  (—  a  +  da). 
Eliminiert  man  hieraus  x^  und  y^  vermöge  (5),  so  kommt: 
x'=  {x  cos  a  —  y  sin  a)  cos  (—  £  +  da)  — 

—  {x  sin  a  -\-  y  cos  a)  sin  (—  £  -f  ^f)  = 
=  a:(cüs  a  cos  (—  a  -\-  da)  —  sin  a  sin  {—  a  -\-  da))  — 

—  y(m\  a  cos  (—  g  -f  df)  -f  cos  £  sin  {—  a -\-  da))  = 
=  X  cos  da  —  y  sin  da  ==  x  —  yda  -\ 

und  ganz  ähnlich: 

y'=x  sin  da  -{-  y  cos  da  ==  y  -\-  xda  +  •  •  •. 

Die  gesuchte  infinitesimale  Transformation  ist  also: 

(7')  x'=x  —  yda  -\ ,     y  =  y  -\r  xda -^  •■  ■. 

Dies  ist  die  in  §  2,  Kap.  1,   gefundene.     Man  hätte  sich  diese  ganze 

■    Rechnung   ersparen   können,    da   das  Ergebnis   aus   der   geometrischen 

Anschauung  sofort  hervorgeht.    Es  lag  uns  aber  daran,  unsere  Methode 

an  einem  concreten  Beispiel    zur  Erläuterung  wirklich  durchzuführen. 

§  4.     Construction  einer  eingliedrigen  Gruppe  aus  einer 

infinitesimalen  Transformation. 
Zunächst  werden  wir  uns  jetzt  etwas  näher  mit  dem  Begriff  einer 
''■tSiSX' infinitesi^nalen  Transformation  selbst  beschäftigen  und  zeigen,  wie  man 
'"fonuTur'von    einer    solchen    wieder    zu    einer    eingliedrigen    Gruppe    gelangen 
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kann      Wir  wollen  also  jetzt  ganz  davon  absehen,  dass  die  infinitesi- 
male   Transformation    etwa    die    einer    eingliedrigen  Gruppe    sei     wir 
wollen   sie   vielmehr   direct  ohne  Benutzung  des  GruppenbegrifFs'  deü- 
nieren  durch  zwei  Gleichungen  von  der  Form: 
(9)  x'=x^i,{x,y)dt-\-^..,     y'=y  +  ^(^^y)^^^...^ 

wo  i  und  n  zwei  irgendwie  gegebene  Functionen  von  x,  y  sein  sollen 
und  8t  eine  unendlich  kleine  Grösse  bedeute.  Wir  denken  uns  die 
weggelassenen  Glieder  als  convergente  Potenzreihen  nach  dt,  die  mit 
Gliedern  zweiter  Ordnung  beginnen. 

Diese   Transformation  (9)   ist   eine  infinitesimale,   denn   sie  führt 
alle  Punkte  {x,  y)  in  ihnen  unendlich  benachbarte  Punkte  {x    y)  über 
deren  Coordinaten,   wenn   wir   von   unendlich   kleinen  Grössen   zweiter 
Ordnung  absehen,  um  die  infinitesimalen  Strecken 
(1^)  8x  =  ^dt,     Öy  =  r^dt 

grösser  als  die  ursprünglichen  sind.  Jedem  Punkte  {x,  y)  wird  somit 
eine  unendlich  kleine  FortschreitungsstrccU  von  der  Länge  i-ortschrei- 

r tungsstrecke 

ydx^  +   dlf  =  ]/^2  _|_  ^2  jj^  u.  -richtung. 

zugeordnet  und  zwar  den  verschiedenen  Punkten  im  allgemeinen  solche 
von  verschiedener  Länge  und  verschiedener  Richtung. 

Man  erhält  ein  anschauliches  und  fruchtbares  Bild  von  der  hifini-  "^-«--ti- 
tesimalen  Transformation  (9),  wenn  man  von  unendlich  kleinen  Grössen  "-J-"" 
zweiter    Ordnung   absieht  und    sich   vorstellt,   dass   alle   Punkte  {x   y)  "''"'" 
der  Ebene    in  Bewegung   versetzt   werden   und   im  ZeMemcnt  dt  eben 
jene  unendlich  kleinen  Strecken  y|^  +  ^^  8t  beschreiben,   deren  Pro- 
jectionen  auf  die  Axen  die  Längen  ^dt  und  ,^8t  haben.    Dies  anschau- 
liche  Bild    legt    es   uns  nahe,    die    betrefi-ende   unendlich   kleine   Orts- 
veranderung   fortwährend    nacb    einander,    unendlich    oft  auszuführen 
Im   ersten  Zeitelement  8t  gelangt  der  Punkt  {x,  y)  aus  seiner  Anfancs- 
iage    in  die  neue  Lage  {x',  y'),  im  nächs^n^eitelement  8t  durchläuft 
er  alsdann  die  unendlich  kleine  Strecke  }/|(a;',  yj  +  ri(Z;yf  8t  u.  s  w. 
Der  ursprüngliche  Punkt  {x,y)  kommt  durch  diese  fortwährende  Aus- 
tuhrung    der    infinitesimalen    Transformation    nacheinander    in    lauter 
neue  Lagen,  die  eine  stetige  Iteihe  bilden,  also  eine  Cnrve  darstellen. 

Wir  denken  uns  also,  präciser  gesagt,  alle  Punkte  der  Ebene  in 
Bewegungen  begrifien,  welche  dadurch  definiert  sind,  dass  für  jeden 
luukt  {x,y)  die  Geschwindigkeitscomponenten  die  Werte 


haben,  die  nur  vom  Orte  {x,  y\  nicht  ab.-r  von  der  Zeit  ubhängon. 


dx 
~dt 


(llh 


t=K^i,2/i),    '-at=n{x,,y,) 
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Die  ganze  Ortsveränderung  der  Punkte  der  Ebene  ist,  da  sie  sich 
stationäre  yQ^^  Monicnt  ZU  Mouieut  wiederholen  soll,  eine  sogenannte  stationäre 
Bewegung.  ^^^^^^^^^^  und  kann  verglichen  werden  mit  der  Strömung  der  Massen- 
teilchen einer  compressibeln  Flüssigkeit,  bei  welcher  das  gerade  an 
der  Stelle  {x,  y)  befindliche  Teilchen  im  nächsten  Zeitelement  dt  den 
unendlich  kleinen  Weg  yf+T'  ^^  durchläuft,  wodurch  seine  Coordi- 
naten  um  dx  =  Idt  und  dy  =  y]dt  zunehmen.  Die  Zeit  t  wollen  wir 
von  einem  bestimmten  Zeitpunkte  ^  =  0  an  messen  und  voraussetzen, 
ein  gewisses  Massenteilchen  befinde  sich  zur  Zeit  ^  =  0  an  der  Stelle 
{x,  y).  Dann  wird  es  durch  die  stationäre  Bewegung  zur  Zeit  t  an 
einer  andern  Stelle  {x^,  y,)  sich  befinden.  Es  ist  dies  die  Stelle,  in 
welche  der  Punkt  (a;,  y)  übergeht,  wenn  auf  ihn  fortwährend  die  in- 
finitesimale Transformation  (9)  ausgeübt  wird,  und  dies  gilt  für  alle 
Punkte  (x,  y)  der  Ebene.  Die  neuen  Coordinaten  x^,  y^  sind  Func- 
tionen der  ursprünglichen  x,  y  und  der  Grösse  t.  Wenn  t  um  dt 
wächst,  so  wachsen  Xy  und  y^  um 

dxy  =  1(^1,  yM^i  (^Vi  =  n{^i>  yi)^^^- 

Mithin  bestimmen  sich  x^  und  y^^  als  Functionen  von  t  aus  den  beiden 
simultanen  Differentialgleichungen 

nn  f^a;,       _      dy, ^^ 

^^^^  ^(a;, ,?/,)        ^(•'Pi,?/i) 

mit    der    Anfangsbedingung:    Für    t  =  0    soll    x^  =  x,    y^  =  y    sein. 

Durch  Integration  dieses  Systems  ergeben  sich  für  Xy  und  y^  gewisse 

Werte: 

(12)  Xi  =  ^{^,  y,  f),    ?/i  =  '^^(^^  ?A  0.  ^ 

die  sich  für  t  =  0  auf  x  und  y  reducieren. 

Diese    unsere    kinematisclie    Betrachtungsweise    zeigt    nun    leicht, 
dass  die  Integralgleichungen 

X,  =  0{x,  y,  t),    y,  =  W(x,  y,  t) 

eine  eingliedrige  Gruppe  mit  dem  Parameter  t  bestimmen.  Denn  wenn 
unsere  stationäre  Bewegung  im,  Laufe  der  Zeit  t^  die  Punkte  {x,  y) 
nach  den  Stellen  {x^,  y^)  und  danach  im  Laufe  der  Zeit  t^  diese 
neuen  Punkte  {x^,  y^)  nach  den  Stellen  (x^,  y^)  führt,  so  leuchtet  ein, 
dass  unsere  stationäre  Bewegung  im  Laufe  der  Zeit  ^^  -|-  t^  die  ur- 
sprünglichen Punkte  {x,  y)  in  die  Lagen  {x.^,  yj  überführt,  analytisch 
ausgedrückt:  Die  Reihenfolge  zweier  Transformationen  {t^)  und  (/g) 
aus  der  Schar  der  oo^  Transformationen  (12)  ist  äquivalent  ein^- 
einzigen  Transformation  {t^  -f  t^  dieser  Schar.  Die  Schar  (12)  stellt 
also  eine  eingliedrige  Gruppe  dar. 
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Jetzt  wollen  wir  diese  nicht  ganz  streng  formulierte  kinematische 
Betrachtung  verlassen  und  sie  durch  ein  strenges  analytisches  Raison- 
nement  ersetzen. 

Die  beiden  Differentialgleichungen  An»iytiicho 

"  °  lleritelluuB 

bestimmen    x^   und   «/i    als   Functionen   von   i   und   von   den   zu   <  =  0 

gehörigen  Anfangswerten,  als  welche  wir  x^  =  x,  y^  =  y  wählen.    Um 

diese  Functionen  x^^  y^  zu  bestimmen,  braucht  man  nur  das  simultane 

System 

ein  d^i      _      dy,      ^^^^ 

^    '  l(a;,,2/,)       ^(^i,2/i) 

mit  den  vorgeschriebenen  Anfangswerten:  x^  =  x,  yi  =  y   für  t  =  0 

zu  integrieren. 

Da  der   Differentialquotient  -^  =b(-^'i>!/i)   für  t  =  0  den   Wert 
i,(x,y)  annimmt,  so  erhalten  die  Integralgleichungen 
(12)  x,  =  ^{x,y,t),    y,  =  n^,y,t), 

wenn  sie  nach  Potenzen  von  t  entwickelt  werden,  offenbar  die  Form 

x^  =x  -\-  i(x,y)t-] 


(12') 

Vi  =y  -h  n{^,y)t  + 

und  sie  stellen  oo^  Transformationen  der  x,  y  in  die  x^,  y^  dar.  Wir 
wollen  jetzt  rein  analytisch  beweisen,  dass  diese  Transformationen 
eine  eingliedrige  Gruppe  mit  dem  Parameter  t  bilden.  Um  den 
Beweis  zu  liefern,  müssen  wir  uns  mit  der  Art  der  Integration  des 
Systems  (11)  etwas  näher  beschäftigen. 

Zur    Integration    kann    man    so    verfahren:    Zunächst    besitzt    die 
Differentialgleichung  zwischen  x^  und  y^: 

dx^      ^^      dyi 

ein  Integral  ^(a'i,  t/,),  das,  da  es  frei  von  t  ist,  auch  Integral  des 
ganzen  simultanen  Systems  (11)  sein  muss.  Um  nun  ein  zweites 
Integral  des  Systems  zu  finden,  das  nicht  frei  von  /  ist,  hat  man 
vermöge     * 

^(.■''itVi)  =  c{=  Cüust.) 
etwa  2/i  aus 

— ^'      =rf< 

S(j;,,!/,) 

ZU  eliminieren  uiul  die  entstehende  Differentialgleichung  zwischen  Xi 
und  t  (die  ausserdem  im  allgemeinen  noch  c  enthält)  zu  integrieren. 
Dies  geht,  da  die  linke  Seite  frei  von  /  ist,  durch  eine  Quadratur  und 

Lie,   DifTorentialgleicImngon.  .'{ 
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giebt  ein  Integral  von  der  Form  Fix^,  c)  —  f.  Dies  ist  aber  nocli  kein 
Integral  des  Systems  (11).  Vielmehr  muss  erst  wieder  c  vermöge 
Sl  =  c  fortgescbaflft  werden.  Dadurch  geht  dann  ein  zweites  Integral 
des  Systems  (11)  hervor  von  der  Form 

Wix„y,)-t 
Als   Anfangsbedingung    wurde    festgesetzt,    dass    für    ^  =  0   auch 
Xi  =  X,  l/i  =  y  sein  soll.     Demnach  stellen  die  Gleichungen 


W{x^,yi)  -  t=W{x,y) 
das   Ergebnis   der  Integration   dar.     Durch  Auflösung  derselben  nach 
.Tj  und  7/i  ergeben  sich  dann  die  Integralgleichungen  in  der  Form  (12). 

Nachweis  \Yij.    behaupteten  nun,    dass   diese   eine   eingliedrige   Gruppe   mit 

eigensci.aft.  {[q^^i  Parameter  t   darstellen.     Dies   geht  aus  der  Form  der  nicht  auf- 
gelösten Gleichungen  (13)  unmittelbar  hervor: 

Denn  die  Transformation  der  Schar  (12)  oder  (13),  welche  dem 
Parameter  t  zugehört,  führt  die  Punkte  (x,  y)  in  die  Punkte  (x^,  t/,) 
über,  die  sich  aus  (13)  bestimmen.  Eine  zweite  Transformation  der- 
selben Schar  mit  dem  Parameter  t^  wird  die  Punkte  {cc^,  ?/,)  weiter 
in  die  Punkte  {x.,,  y.^)  überführen,  deren  Coordinaten  sich  aus  den  zu 
(13)  analogen  Gleichungen 

^     ^  \w(x,,y,)-t,  =  }nxnyd 

berechnen  lassen.  Will  man  nun  die  Transformation  haben,  welche 
sofort  die  Punkte  {x,  y)  in  die  Endlagen  {x.,,  y^)  bringt,  so  hat  mau 
nur  aus  (13)  und  (14)  die  Zwischeuwerte  a-'j,  y^^  zu  eliminieren.  Dies 
macht  sich  sehr  leicht,  es  kommt: 

^l(x.^,y.^  =  Sl{x,y), 
"^Vix^.y,)  -  {t  -^  t,)  =  W{x,y). 
Aber  diese  beiden  Gleichungen  stellen,  nach  x^  und  y^  aufgelöst,  nichts 
anderes  dar,  als  die  Transformation  mit  dem  Parameter  ^  +  ^j,  welche 
der  durch  (13)  bestimmten  Schar  von  oo'  Transformationen  angehört. 
Jene  Schar  hat  also   in  der  That   die  Gruppeneigenschaft. 

Diese   eingliedrige  Gruppe   enthält   auch  zu  jeder  Transformation 
mit    beliebigem   Parameter  t    die    iuverse.     Letztere    ist   die   mit   dem 
Parameter  —  t,   denn    beide    nach    einander    ausgeführt   geben  ja  die 
Transformation   mit  dem  Parameter  t  —  t  =  0,   d.  h.  die,   für  welche  _ 
^{x, ,  y,)  =  ^{x,  y),     W{x, ,  y,)  =  W(x,  y)  1 

oder  .r,  =  .r,  ?/,  =  ?/  ist,  nlso  die  identische. 


Coiibtnictiou  einer  Gruppe  aus  einer  inBnite^imalen  Transformation.       Sf, 

Erinnern  wir  uns  ferner  daran,  dass  die  gefundene  Gruppe  auch 
durch  die  Gleichungen  (12')  darstellbar  ist,  so  erkennen  wir  noch, 
dass  sie  (wenn  t  unendlich  klein  angenommen  wird)  eine  infinitesimale' 
Transformation 

a;'=  X  +  l{x,  y)öt  -\ ,     ij  =  ij -{-  r]{x,  y)öt -\ 

enthält,  die  mit  der  vorgelegten  infinitesimalen  Transformation  (9)  in 
den  unendlich  kleinen  Gliedern  erster  Ordnung  übereinstimmt. 

Die  EntWickelungen  (12')  der  endlichen  Gleichungen  unserer 
Gruppe  werden  durch  das  simultane  System  (11)  bestimmt  und  es  ist 
nicht  schwer,   auch  die  Coefficienten  von  ~    anzugeben.     Nach  dem 

Maclaurin'schen    Satze    sind    diese    nämlich    ^    und  '^*-l'   für  t  =  0. 
Nun  aber  liefert  (11): 

df  dx^     '  dt    "^        cy^         dt 

_  ^^(^1.  2/i)  fc/^.        N    ,    ^1(0-',,»/,)     / 

Für  /  =  ()  wird  dies  zu: 

V  di^)t=o dar  «(^'  y)  +  -\~  n{^,  y)- 

Ähnlich   bestimmt  sich  der  Coefficient  f^^)       von     ''    in  der  Ent- 

.  ,    ,  ,  \dl-  /<=o  1  •  2 

Wickelung  von  y^  nach  t. 

Wir  formulieren  nunmehr  unsere  Ergebnisse  in  dem 
Theorem  1.     Jede  infinitesimaJc.  Transformation 

x,=x-\-  l^{x,  y)dt  -\ ,     y^  =  y  +  ,^{x,  y)dt -\-  ■  ■ 

gehört,  ivenn  von  unendlich  Meinen  Grössen  ziveiter  und  höherer 
Ordnung  abgesehen  tvird,  mindestens  einer  eingliedrigen  Gruppe 
mit  2)aarweis  inversen  Transformationen  an.  Die  endlichen 
Gleichungen  dieser  Gruppe  ergeben  sich  durch  Integration  des 
simultanen  Systems 

dxi  diL 


^(^1,.'/,)         'Jia;,  ,y,) 


=  dt 


mit  der  Anfangsbedingung,  dass  x^  =x,  y^  =y  für  f  =.  {\  sein 
soll,  in  der  Form 

oder,    nach    .r,    uud  y^    aufgelöst   und  nach   t   tut  wichet  t,    in   der 
Form: 


3 


I 
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^.  =  ^  +  i(^.  y)  T  +  (^  L-  +  "^  ay)  r^  +  ■  ■  ■' 
?/.  =  V  +  >/C^,  ?/)  I  +(^11  +  ^  f J)  r-2  +  ■  •  •• 

7)ic  erzengte  eingliedrige  Gruppe  besitzt  somit  eine  infinitesi- 
male Transformation,  die  in  den  Gliedern  erster  Ordnung 
mit  der  gegebenen  infinitesimalen  Transformation  überein- 
stimmt*). 

Beupieie.  1.  Beispiel:  Es  sei  vorgelegt  die  infinitesimale  Transformation 

(9')  Xi  =  x  —  yöt,     y^  =  y  -\-  x8t, 

sodass 

l{x,y)^-y,     ri{x,y)=x 

ist.     Das  simultane  System  lautet  also: 

(XY\  l^  =  ^JL^=.dt. 

y^^  )  _  j/j  a;, 

Zunächst  liefert  die  Differentialgleichung 

-  Vi         ^1 
oder 

XydXy  +  v/ii/j/i  =  0 

das  Integral 

Setzen  wir  es  gleich  einer  C!onstanten  k':  ( 

X,'  +  y.'  =  ^_ 

und  eliminieren  wir  hierdurch  y^  =y/r  —  x^^  aus  der  Gleichung 


-^^  =  dt, 


J^^i=^  =  dt 


-  yi~~ 

so  kommt  die  Differentialgleichung 

mit  dem  Integral 

*)  Aofängern,  denen  die  vorstehenden  Entwickelungen  vielleicht  etwas 
schwierig  geworden  sind,  möchten  wir  den  Rat  erteilen,  den  Rost  dieses  Capitels 
mit  Ausnahme  der  nachfolgenden  Beispiele  vorcrU  zu  überschlagen,  um  ihn  später 
gelegentlich  nachzuholen.  Freilich  muss  ein  solcher  Leser  alsdann  die  Tbatsache, 
die  in  §  5  bewiesen  wird,  ohne  Beweis  als  richtig  hinzunehmen:  Eine  eingliedrige 
(Iruppe  in  x,  y  mit  paarweis  inversen  Transformationen  enthält  nur  eine  infinite- 
simale Transformation,  wenn  der  Wert  der  infinitesimalen  Constanten  8t  als 
nebensächlich  angesehen,  d.  h.  kSt  als  derselbe  wie  St  betrachtet  wird,  wenn  k 
eine  Conbtante  vorstellt.  Ein  solcher  Leser  wird  also  das  Theorem  2  des  §  5 
ohne  Beweis  als  richtig  annehmen  müssen. 


I 
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—  arc  sin   .'  —  /, 

llioraus    ist    uuu   /^  =  |/-'i" '  + ^/i"    wieder    /u    entlerueu,    wüdunli    tl:i- 
zweite  Integral 

Wix.,,  y,)  —  t^^  —  arc  sin '^'    __  —  t 

unseres  simultanen  Systems  (11)  hervorgeht.     Danach  sind 

^r  +  Vi  =  A"  +  y-, 


(13)  i  .  X,  ,  .  X 

'  —  arc  sm     ,_        _-  —  t  =  —  arc  sm 


die  Gleichungen  der  von  der  infinitesimalen  Transformation  ("J')  er- 
zeugten Gruppe.  Ihre  Auflösung  nach  x^  und  //,  ist  in  dieser  Form 
etwas  umständlich.  Bequemer  wird  sie,  wenn  man  die  Integralglei- 
chungen des  simultanen  Systems  (11')  in  einer  für  dies  Beispiel  ge- 
schickteren Form  annimmt.     Wir  fanden  als  erstes  Integral 

^'1^  +  Vi   =  1^', 


als  zweites  zunächst 
oder 


—  arc  sin  -y  —  t  =  —  c  (=  Const.) 


T-  =  siu(c  — 0, 


sodass  aus  dem  ersten  folgt 

y^  =  cos  (6-  -  0- 

Für   /  =  0   soll   x\  =  Xj  Ui  =  y   sein.     Demnach   haben    wir   die   vier 
<  ileichungen 

x^  =  Ic  sin  (c  —  /),     ?/i  =  Ic  cos  (c  —  0, 

X  =h  sin  c,  y  =  ^  cos  c, 

und  hieraus  sind  die  Constanten  c  und  Je  zu  eliminieren.     Es  kommt: 
a'i  =  k  (sin  c  cos  t  —  cos  c  sin  t)  =  x  cos  t  —  y  sin  /, 


,^1  =  h  (cos  c  cos  t  -f-  sin  c  sin  t)  =  x  sin  /  +  //  *^ös  /, 
und  diese  Gleichungen  stellen  in  der  Tluit  eiue  eingliedrige  tiruppo 
dar,  nämlich  die  uns  schon  bekannte  Gruppe  der  liotatii>iu'n  um  den 
Anfangspunkt. 

Auch  stimmt  ihre  infinitesimale  Transformation,  wie  wir  mIioii 
▼on  früher  her  wissen,  mit  (9')  in  den  (iliedern  erster  Ordnung 
übereiu. 

3.  Beispiel:    Liegt  die  infinitesimale  Transformation 
(9")  Xi  =  X  -{-  xdf,      y^  =  y-j-ydl 

vor,  so  lautet  das  simultane  System 
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(11")  ^-^  =  ±!'^=dt 

uud  giebt  integriert: 

lg  a;i  —  lg  X  =  lg  y,  —  \gij  =  t 
oder: 

Xi  =  xe',     2/i  =  yc'- 

Diese  Gleichungen  stellen  in  der  That  eine  eingliedrige  Gruppe  dar. 
Bei  einer  Transformation  derselben  werden  alle  Abscissen  und  Ordi- 
naten  in  demselben  Verhältnis  geändert,  d.  h.  die  ganze  Ebene  vom 
Anfangspunkt  aus  ähnlich  vergrössert  oder  verkleinert,  t  =  0  giebt 
die  identische  Transformation,  t=dt  also  eine  infinitesimale.    In  der 

That  ist  ia  e^'  =  \  -\-  -r  -\-  z — ;  +  •  ■  •    und   die   infinitesimale   Trans- 
j  '     1     '    1  •  2    ' 

formation  der  Gruppe: 

x,=x[\-{-  j  +  ^-^4-...),      ,/,  =^//(l+  ^-{.-^^-^...) 

stimmt  mit  der  vorgelegten  (9")  in  den  Gliedern  erster  Ordnung 
überein. 

§  5.    Nachweis,  dass  eine  eingliedrige  Gruppe  nur  eine  infinitesimale 
Transformation  besitzt  und  durch  dieselbe  bestimmt  ist. 

Wir  kehren  nunmehr  zu  der  eingliedrigen  Gruppe  des  §  o  zurück: 

(15)  a'i  =  <p{x,  y,  a) ,     //,  =  ^(.r,  y,  a\ 

Wir  fanden,  dass  sie  jedenfalls  eine  infinitesimale  Transformation  be- 
sitzt (Satz  2).     Wir  dürfen  daher  voraussetzen,  es  sei    '' 

(IG)        x  =  X -\r  ^{x,  y)  d t -] ,    y'  =  y  -\-  >i(x,y)dl  -{ 

eine    gewisse    infinitesimale    Transformation    der    Gruppe    (15).      Die 
höheren  Glieder  in  dt  siiid  nicht  mitgeschrieben. 
Beihenfoig.;  Wir  wollcn  nuu  uach  der  Transformation  (15)  unserer  Gruppe  uiii 

einer  cnd-  .... 

liehen  u.  indem    Parameter   a   die    infinitesimale   Transformation   (16)    ausführen, 
Transfor-  wclchc  die  durcli  (15)  nach  den  Stellen  (x,,  i/.)  transformierten  Punkte 
[Xj  y)  weiter  führt  nacli  den  Stellen  {x^,  y^)'. 

x^  =Xi-\-  ^(j'i,  yi)dt  -\ ,     y.^  =  y^  -\-  y](x,,yi)öt  •-] . 

Die  Zwischenwerte  x^,  y^  könnten  wir  hieraus  vermöge  (15)  elimi- 
nieren. Wir  wollen  dies,  um  nicht  zu  umständliche  Ausdrücke  zu 
erhalten,  nur  teilweis  ausführen: 

x,  =  (p{:i:,  y,  a)  +  ^(x^,y^)^t  -f  •  ■  •, 


(17) 

ly-i  =  ^(^,  y, «}  +  t]{xi,  Vi)  fit  + 
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Hierin  sind  also  unter  x^  und  yy  die  Werte  (15)  in  x,  y  und  a  zu  ver- 
stehen. Diese  Transformation  (17j  ist  die  Reihenfolge  zweier  Trans- 
formationen der  Gruppe,  der  Transformation  (a)  und  einer  unendlich 
kleinen.  Sie  ist  mithin  einer  Transformation  der  Gruppe  äquivalent, 
die  sich  von  der  Transformation  (a)  nur  um  unendlich  wenig  unter- 
scheidet, also  etwa  dem  Parameterwert  a  -f-  da  zugehört,  wo  da  wie 
das  obige  öt  eine  infinitesimale  Grösse  bedeutet.  Wie  allgemein 
zwischen  den  Parametern  a,  a^  zweier  aufeinander  folgender  Trans- 
formationen der  Gruppe  und  dem  Parameter  A  derjenigen  Transfor- 
mation derselben,  welche  dieser  Reihenfolge  äquivalent  ist,  eine  Relation 
besteht,  welche  A  als  Function  von  a  und  a^  allein  darstellt,  so  ist 
auch  in  dem  jetzigen  speciellen  Fall  der  Parameter  a  -}-  da  eine 
Function  von  a  und  dt  allein,  also  auch  da  hängt  nur  von  a  und  dt  ab. 
Die  Transformation  (a -\- da),  welche  der  Transformation  ilT) 
äquivalent  ist,  lautet: 

^2  =  <p  ^^',  y, «  +  <^«);   Vi  =  ^■(^•,  y, «  +  ^<') 

oder  ausgeführt: 

X,  =  (p{x,  y,  a)  +    ^y^-^       da-{ , 

y,  =  i'(j:,  y,  a)  +     ^V'/^       da -{ . 

Vergleichen  wir  diese  Ausdrücke  mit  den  Werten  (17)  von  Xj  und  v_,, 
so  ersieht  sich: 


«) 


^{'^\,yi)^(  H —  =      >:      da  -{-■■■ . 


Hierin  sollen,  wie  man  nicht  vergessen  darf,  x^  und  y,  die  durch  (^15) 
bestimmten  Functionen  von  x,  y  und  a  bedeuten  oder,  was  dasselbe 
ist,  es  sollen  umgekehrt  x,  y  die  durch  (15)  bestimmton  Functionen 
von  Xj,  yi  und  a  sein. 

Die  Gleichungen  (18)  müssen  nach  Voraussetzung  besteiion  lür 
illc  \Verte  von  x,  y  und  a.  da  und  dt  sinil  gewisse  uneudlicli  klriiif 
'i rossen,  und  zwar  ist  da  eine  Function  von  dt  und  a. 

Erteilen  wir  den  Grössen  x,  y  irgend  welche  bestimmte  Zahlen- 
werte,  so  hängen  Xy  und  //,  nach  der  Gleichung  (lö)  nur  noch  von  a  ab. 
Also  stellt  dann  jede  der  Gleichungen  (18)  eine  Relation  zwischen  dt 
und  da  her,  die  ausserdem  noch  a  enthält.  Diese  Relationen  müssen 
natürlich    mit   derjenigen    übereinstimmen,    welche  da  durch  dt  und  a 
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ausdrückt.  Nun  können  wir  uns  die  Zahlen  a;, ,  yi  sicher  so  gewählt 
denken,  dass  links  und  rechts  die  ersten  Coefficieuten  einer  der  beiden 
Relationen,  nämlich  die  Grössen 

oder  die  Grössen 

/  X       d^jx,  y,  a) 

nicht  gerade  verschwinden. 

Es  ist  selbstverständlich,  dass  die  Grössen  ^{oCi,yi),  vi-^'i^yi)  laicht 
beide    identisch    verschwinden.     Wir   können   daher   annehmen,    dass   etwa 

^{•^'ifPi)  Glicht  identisch  verschwindet.     Alsdaun  kauu  auch         -p-- —    nur 

für  ganz  besondere  Ausnahmewerte  von  x,  y,  a  verschwinden,  deun  anstatt 
rf-, ,  y^  bestimmt  zu  wühlen,  kann  mau  auch  wegen  (15)  r,  y  bestimmt  an- 
nehmen. Unter  x,  y  hat  man  also  ganz  beliebige  Zahleuwerte  zu  ver- 
stehen und  für  solche  ist  — \^    — -  nicht  stets  Null,  da  sonst  q>  frei  von 

da  '  ^ 

a  sein  müsste,  d.  h.  x  bei  der  Gruppe  überhaupt  nicht  transformiert  und 
also  ^  (rTj ,  ?/j)  ^  0  sein  würde. 

Die  erste  oder  zweite  Relation  (18)  giebt  demnach  bei  bestimmter 
Wahl  der  Werte  x^,  y^  die  Beziehung  zwischen  ^a,  8t  und  a  in 
der  Form 

«1  Öt  -\-  II.,  öt-  -\-  •  ■  •  =  i\  öa  -f-  i\,  öa^  +  •  •  •, 

in  der  «<i,«2  •  •  •,  v^,  v^  ■  •  ■  von  a  abhängen  und  u^  und  'L\  beide  ver- 
schieden von  Null  sind.  Wenn  aber  zwischen  zwei  Grössen  da  und 
dt  eine  derartige  Beziehung  besteht,  so  lässt  sich,  wie  man  in  der 
Functionentheorie  nachweist,  auch  öa  in  eine  Poteuzreihe  von  öt  ent- 
wickeln: 

öa  =  t(\  öt  -\-  w.,  öt-  -\-  •  •  ■, 

deren  erster  Coefficient  n\  ==0  ist.  iv^,  ii\>  •••  sind  gewisse  Functionen 
von  a.  Diesen  Wert  von  öa  substituieren  wir  in  (18),  indem  wir 
nunmehr  wieder  in  (18)  Xi  und  y^  als  Veränderliche  auffassen.  Als- 
dann dividieren  wir  die  Formeln  durch  öt  und  sceheu  schliesslich  zur 
Grenze  für  öt  =^  0  über.     Dadurch  kommt: 


(19) 


f  X        drl>(x,y,a)         ,  s 


In   diese    beiden  Gleichungen   können    wir    nun  noch  die  aus  (15)  fol 
genden  Werte  von  x,  y,  ausgedrückt  in  x^,  ?/j,  einsetzen  und  erhalten 
dadurch  zwei  Relationen  von  der  Form 


I 
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(19')  , 

Dieselben  gelten  für  die  Coefficienten  ^,  r;  der  intiuitesimaleu  Trans- 
formation (16)  der  Gruppe,  von  der  wir  ausgingen.  Sie  müssen 
für  jedes  Wertsystem  Xi,  y^,  a  richtig  sein,  ihre  linken  »Seiten  aber 
sind  frei  von  a,  ihre  rechten  Seiten  enthalten  also  nur  scheinbar  a, 
d.  h.  X  und   Y  haben  die  Form 

Erteilen  wir  nun  in  den  Gleichungen  (19)  der  Grösse  a  einen  be- 
stimmten Wert  ä,  so  gehen  X{xi,y^^  a)  und  Yix^j  Pi,  a)  in  Functionen 
von  a'i,  y^  allein  über: 

während  u\{a)  in  eine  Constante  sich  verwandelt.  Demnach  sind 
K^'u^i);    vi^iy'ifi)   bestimmt  bis  auf  einen  constanten  Factor  A": 

und  zwar  gilt  dies  für  jede  infinitesimale  Transformation  (16)  unserer 
Gruppe. 

Irgend  zwei  infinitesimale  Transformationen  unserer  Gruppe,  etwa 

x   =  X  -\-  ^dt  -{ ,     y'  :=  y  -}-  tj  df  -{ 

und 

X  =  x+löt  -\ ,      y  =y  -^-yjdt  -{ 

können  sich  daher  in  den  Gliedern  erster  Ordnung  nur  um  einen 
Constanten  Factor  Je  unterscheiden,  indem 

ist.  Aber  zwei  solche  infinitesimale  Transformationen,  deren  Glieder 
erster  Ordnung  (die  höherer  Ordnung  kommen,  da  dt  infinitesimal 
ist,  nicht  in  Betracht)  sich  nur  um  einen  constanten  Factor  unter- 
scheiden, nennen  wir  von  einander  abhängig,  da  sie  im  Grunde  genom- 
men übereinstimmen,  denn  beide  ordnen  den  Funkten  proportionale 
Fortschreitungsstrecken  zu  und  ausserdem  ist  die  Constante  dt  doch 
nur  insofern  bestimmt,  als  sie  unendlich  klein  sein  soll,  sodass  lidt 
dasselbe  wie  öt  bedeutet.     Wir  können  also  den  Satz  aussprechen: 

Satz  3:  Eine 'eingliedrige  Grtippe  der  Ebene  mit  }xiaru'eis  inversai 
Transformationen  enthält  nur  eine  infinitesimale  Transfortnation ;  aicr 
cxacter   ausgesprochen:     Alle    infinitesimale    Transformationen    einer   ein- 


i 
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(jliedriyen  Gruppe   stimmen   bis   auf  einen   blossen   Zahlenfactor   in   den 
Gliedern  erster  Ordnung  überein. 

Um    uns  in    (19)   von    dem    constanten    Factor   tv^    zu    befreien, 

führen  wir  in  unsere  Gruppe 

( 1  .^)  X,  =  (p  {x,  y,a),     y,  =  -^  {x,  y,  a) 

Neuer     an   Stelle   von  a   eine   passend   gewählte   Function   t  von   a   als  Para- 

Parameter.  ... 

nieter  ein,  indem  wir  setzen: 


^^«)  '=j%, 


wo  vorausgesetzt  ist,  dass  wie  früher  a^^  der  zur  identischen  Trans- 
formation gehörige  Wert  von  a  ist.  Dadurch  gehen  die  Functionen 
x^  und  y^  von  x,  y  und  a  in  solche  von  x,  y  und  t  über,  indem  die 
Gleichungen  der  Gruppe  (15)  durch  Einführung  von  t  etwa  die  neue 
Form  annehmen: 

(21)  x,  =  0{x,y,t),     y,=  n^,y,t). 

Da  wegen  (20)  ^  =  0  für  a  =  a^  wird,  so  ist  klar,  dass  in  der  neuen 
Form  (21)  der  Gruppe  dem  Parameterwert  ^  =  0  die  identische  Trans- 
formation rVj  ==  X,  yi  =  y  zugehört. 

Nunmehr  können  wir  (19)  so  schreiben: 

t / ,.     ,,  \ (yU-,  y,  a)   da  __  c^jx,  y,t) 

i{Xi>Ui)—         ^a  dt—        dt        ' 

,,(r    ./  ^  —  ^^(^>  y>  »)  ^«  =  g  W{x,  y,  t) 
^l{-^i,yx)—  ^a  dt—  dt         ' 

oder  auch: 

weil  ja  x^,  ?/i  die  Functionen  (15)  von  a  oder  (21)  von  t  sind. 

Die  den  ursprünglichen  Gleichungen  (15)  der  Gruppe  äquivalenten 
Gleichungen  (21)  derselben  sind  mithin  die  Integralgleichungen  des 
simultanen  Systems 

mit  den  Anfangswerten  d\  =  ;r,  y^  =  y  für  ^  =  0. 
ncstimmuni,'         Da  dicscs  simultauc  System  und  also  auch  seine  Integralgleichungen 
durch  ihre  vollständig  bestimmt  sind,  sobald  man  nur  die  ersten  Glieder: 

iutiuiteai- 
formation.  X    =^  X  -\-  ^(x,  y)  Ö  t,       y    =  y  -\-  r]{x,  y)  Öt 
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der  infinitesimalen  Transformation  der  Gruppe  angiebt,  au  ist  die 
Gruppe  durch  ihre  infinitesimale  Transformation  völlig  definiert,  also: 

Satz  4:     Eine  eingliedricje  Gruppe  der  Ebene   ist  durch  ihre  infini- 
tesimale Transformation  völlig  definiert, 
oder  auch: 

Satz  5:    Jede  infinitesimale  Transformation 

X  =  X  +  %{x,  y)  dt,     y  =  y  +  r](x,  y)  dt^ 
(jehört  einer  und  nur  einer  eingliedrigen  Gruppe  der  Ebene  an. 

Dass  dies  nämlich  für  jede  infinitesimale  Transformation,  nicht 
nur  für  eine  solche  gilt,  von  der  wir  von  vornherein  wissen,  dsss  sie 
einer  Gruppe  angehört,  folgt  aus  den  Betrachtungen  des  vorigen  Pa- 
ragraphen, aus  Theorem  1. 

Die  Ergebnisse   dieses    und  des  vorigen  Paragraphen  können  wir  «'^"mt- 
nun  in  knapper  Form  so  zusammenfassen: 

Theorem  2:  Jede  eingliedrige  Gruppe  der  Ebene  mit  paar- 
iveis  inversen  Transformationen  enthält  eine  und  nur  eine  in- 
finitesimale Transformation.  Jede  infinitesimale  Transfor- 
mation der  Ebene  gehört  einer  und  nur  einer  eingliedrigen 
Gruppe  an.  Dieselbe  besitst paarweis  inverse  Transformationen. 

Dies  Theorem  ist  also  so  zu  verstehen: 

Liegt  eine   eingliedrige  Gruppe   der  Ebene  mit  paarweis  inversen 
Transformationen  vor,  so  können  die  Reihenentwickelungen 
x^  =x  -\-  ^(x,  y)t  -\ 

i/i  =  //+  ^i{^,y)  H — 

derselben  freilich  unendlich  viele  Formen  annehmen,  welche  sich  aber 
in   den  Gliedern   erster   Ordnung   nur   dadurch    unterscheiden,    dass  au 

Stelle  von  ^  und  tj  resp.  l^,  Jctj  und  j  statt  t  gesetzt  wird. 

Liegen  andererseits  zwei  Reihenentwickelungeu 

Xi  =  X  -{-  l  (x,  y)i-\-  ■  ■■ 

yi==  II  -\-  n  {.-'-'>  y)f  -\ — 

vor,  so  giebt  es  immer  eine  und  nur  eine  eingliedrige  Grujipe,  deren 
lieihenentwickelungen  in  den  Gliedern  erster  Ordnung  mit  diesen  über- 
einstimmen. 

Hiermit  ist  die  Grundlage  unserer  Untersuchungen,  der  HegritV 
der  eingliedrigen  Gruppe,  entwickelt  worden.  Im  nächsten  Kapitel 
werden  wir  nun  mehrere  mit  der  eingliedrigen  (iruppe  eng  verbundene 
Hegriffe  und  Sätze  ableiten. 
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Eingliedrige  lüfolgG  UDScrcs  Theoreius  2  kauu  es  keinem  Zweifel   uoterliei^en, 

ürui)pe,  er-  o  .07 

zeugt  von  ^rg^g   unter  einer  chvilicdriqen  Gruppe  der  Ebene,  crzcuut  von  einer  qe- 

einer  lufiui-  j  u  i  l  tu  ^7 

u^ins'for"  i/<^^(^^(^^^   infinitesimalen   Transformation,    zu    verstehen   ist.     Diese  Aus- 
niatiou.    clrucksweise  werden  wir  öfters  gebrauchen. 

Beispiele.  Wir    fügen    zu   diesem  Kapitel  noch   einige  Beispiele  hinzu,    die 

der  Anfänger  sorgfältig  durchrechnen  möge. 
1.  Beispiel:     Die  Gleichungen 


r^  =  yx'  -\-xyt,     y,  = 


xy 


\/x*  -\-xyt 

stellen   eine   eingliedrige  Gruppe   dar.     Um   dies   zu  verificieren,   kann 
man  so  verfahren:     Es  ist  offenbar 

und 

Xy   X*  +  xyt X     1^ 

Diese    beiden   Gleichungen    aber    haben    die   in    Theorem  1   (§  4)    an- 
gegebene Form,  indem  hier  ^{x,  y)  ^  xy,      W{x,  y)^  —  ist. 

^  =  0    liefert    die    identische    Transformation    der    Gruppe,    also 
t  ==  öt  die  infinitesimale.     Es  ist  aber: 


Vx'  +  xyöt  =  x]/l  -\-ldt  =x{l  +  l|  öt  +  •■•), 
sodass 

Xi=X-{-\-yÖt-\ ,       y^=  y  —  ^'^-öt--- 

die  infinitesimale  Transformation  vorstellt.     Hier  ist 

demnach  gehen  rückwärts  die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe  her- 
vor durch  Integration  des  simultanen  Systems: 

was  man  sofort  verificieren  kann. 

U.  ßcisiiicl:     Man  zeige,  dass  die  Gleichungen: 

1^  ,  xy  —  t 

x^  —  x-\r  h    2/i  —  v+ ^ 

eine  eingliedrige  Gruj)pe  darstellen  und  dass  hier 
|(^,  y)=\,     rj{x,y)  =  —  -"tJ^ 
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zu   setzen   ist.     Ferner  verificiere  man,    dass  Xi  und  j/j  als  Functionen 
von  t  das  simultane  System 

1    ~    1  +  2/.    ~'^^ 
erfüllen. 

5.  Beispiel:    Es  soll  gezeigt  werden,  dass,  wenn  a-, ,  ?/,  di»'  Wur- 
zeln «  der  quadratischen  Gleichung 

(«  -  a:)  (^<  -  ^)  -f  ^  =  0 
bedeuten,  alsdann   die  Werte   von  x^,  y^   ausgedrückt  in  x,  y,  t  eine 
eingliedrige    Gruppe    darstellen.      Die    quadratische    Gleichung    lautet 
ausmultipliciert: 

ti^  —  {x  -\-  y)u  -\-  xy  -{-  t  =  (). 

Nach  einem  Elementarsatze  ist  also: 

^1  +  ?/i  =  •'■  +  y, 
^1  Vi  =  xy  +  t- 

Dies  sind  zwei  Gleichungen  von  der  Form 

^{^i,yi)  =  ^(^,y), 

W(x„tj,)-t  =  W(x,y), 
wie  sie  in  Theorem  1  (§  4)  vorkommen  und  stellen  daher  nach  x,,  t/i 
aufgelöst   eine   eingliedrige  Gruppe    dar.     Man   bilde   die  Auflösungen 
und  zeige,  dass  die  Gleichungen 

+8t       ,                              .St. 
—.:r^  H ,    ?/i  =  2/  +  --__  ,^  H 

die  infinitesimale  Transformation  der  Gruppe  geben. 
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Symbol  einer  iiifinitesimaleu  Traiisforination  und  einfache  Formen 
einer  eingliedrigen  (irnppe  der  Ebene. 

Wir  werden  zunächst  zeigen ,   dass   man  durch  Einführung  neuer  TniiaiiMo- 

.  ....      p»^>«  Jf'»«« 

Veränderlicher  in  eine  eingliedrige  Gruppe  wiederum  eine  eingliedrige  Kapiui. 

Gruppe  erhält.  Alsdann  werden  wir  finden,  dass  sich  alle  eingliedrigen 
Gruppen  der  Ebene  durch  Einführung  zweckmässiger  neuer  Variabein 
auf  eine  gemeinsame  einfache  Form  bringen  lassen.  —  Danach  legen 
wir  besonderen  Nachdruck  auf  das  Symbol,"  das  nir  zur  Darsfrllutifj 
einer  infinitesimalen  Transformation  einführen  werden.  Die  Wichtigkeit 
dieses  Symbols  wird  sich  als  sehr  bedeutend  herausstellen,  unter  an- 
derem   wird   es   uns  gelingen,   die   endlichen  Gleichungen   einer   durch 
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eine  gegebene  infinitesimale  Transformation  erzeugten  eingliedrigen 
Gruppe  durch  Benutzung  des  Symbols  in  einer  bemerkenswerten  Form 
darzustellen. 

§  1,     Einführung  neuer  Veränderlicher  in  eine  eingliedrige  Gruppe. 
Zweierlei  Weuu   zwischcn    zwei    Veränderlichenpaaren    x,  y  und  j,   l)  (Uei- 

AuffaBSUug     ,  p      .  ,     ,  1 

einer  Trans- chungen  lestgesctzt  werclen: 

formatiüD. 

so  stellen  sie,  vorausgesetzt,  dass  sie  auch  nach  .r,  y  auflösbar  seien, 
eine  Transformation  dar.  Bisher  haben  wir  eine  Transformation  immer 
als  eine  Operation  aufgefasst,  welche  die  Punkte  {x,  y)  der  Ebene  in 
die  neuen  Lagen  (i",  l))  überführt,  also  als  eine  Ortsveränderung,  sagen 
wir  als  eine  Bewegung  aller  Punkte  der  Ebene.  Aber  wir  können 
die  Gleichungen  (1)  auch  anders  auffassen. 
Beispiel.  Wenn  wir  z.  B.  die  Gleichungen  ansetzen: 

(2)  r  =  Yx^  +  ?/' ,     (p  =  arc  tg  | , 

durch  welche  x,  y  in  r,  cp  transformiert  werden,  und  wir  verstehen 
unter  ic,  y  rechtwinklige  Piinktcoordiiiaten,  unter  r,  <p  dagegen  Polar- 
coordinaten  mit  dem  Anfangspunkt  des  Axensystems  als  Pol  und  der 
positiven  x-Axe  als  Anfangsstrahl,  so  ist  der  Punkt  (x,  y)  genau 
identisch  mit  dem  Punkt  (r,  qp).  Die  Gleichungen  (2)  stellen  in  dieser 
Auffassung  keine  Bewegung  der  einzelnen  Punkte  der  Ebene  dar,  son- 
dern vermitteln  nur  den  Übergang  von  einem  Coordinatensystem  zu 
einem  anderen. 
Neues  Co-  g^    könucn    wir    allgemein    die    Gleichungen    fl)    betrachten    als 

ordniaten-  ..    °  o  / 

System,  t'ormelu,  welche  den  Übergang  von  dem  System  der  rechtwinkligen 
Punktcoordinaten  .^',  y  zu  einem  gewissen  anderen  Coordinatensystem 
j,  ^  in  der  Ebene  bewerkstelligen.  Dort  sind  a:  =  Const.  und  y  =  Const. 
die  Coordinaten-  oder  Parameterlinien,  hier  sind  es  die  Curven  j=  Const. 
und  l)  =  Const.,  die  im  ursprünglichen  Coordinatensystem  die  Glei- 
chungen A(a;,  y)  =  Const.,  fi (.-r , /y)  =  Const.  haben.  Bei  diesem  Über- 
gange von  den  Werten  x,  y  zu  den  Werten  j,  t)  bleiben  also  alle 
Punkte  der  Ebene  in  Ruhe,  die  Gleichungen  (1)  stellen  einen  bloss 
analytischen  Process  dar,  der  mit  den  geometrischen  Gebilden  selbst 
nichts  zu  thun  hat. 

Es  sei  nun  eine  eingliedrige  Gruppe  vorgelegt: 

(3)  ^,  =  <jp(a-,  y,  0 ,     ?/,  =  ^{x,  y,  t). 


iinderUche 
in  der 
ruppf 
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Wir  lial)oii  früher  eine  Gruppe  definiert  als  eine  Schar  von  'x-' 
Transformationen,  welche  die  Eigentümlichkeit  hat,  dass  die  Reihen- 
folge zweier  Transformationen  der  Schar  einer  einzigen  Transformation 
derselben  Schar  äquivalent  ist.  Fassen  wir  diese  Transformationen  in 
der  gewohnten  Weise  als  Operationen  auf,  durch  welche  die  Punkte 
der  Ebene  in  neue  Lagen  gelangen,  so  ist  also  eine  eingliedrige  Gruppe 
eine  Schar  von  co^  solchen  Operationen  oder  Bewegungen  aller  ein- 
zelnen Punkte  der  Ebene,  sodass  die  Reihenfolge  zweier  dieser  Be- 
wegungen einer  einzigen  ebenfalls  in  der  Schar  enthaltenen  Bewegung 
aller  Punkte  der  Ebene  gleich  ist.  Dies  ist  eine  rein  geometrische 
Auffassung  der  Gruppe. 

Wenn  wir  nunmehr  durch  eine  Transformation  von  der  Form  (1)  -^^°*  ^"" 
neue  Veränderliche  j,  t)  einführen,  so  hat  dies  —  wenn  die  Gleichungen  d 
(1)  in  der  auseinandergesetzten  Weise  als  Vermittler  der  Einführung 
eines  neuen  Coordinatensystems  betrachtet  werden  —  keinen  Einfluss 
auf  die  geometrische  Bedeutung  der  Gruppe  als  einer  Schar  von  cx)* 
Bewegungen  aller  Punkte.  Diese  Bewegungen  werden  eben  nur  auf  ein 
neues  System  von  Coordinaten  bezogen.  Der  Punkt  (x,  y)  hat  im 
neuen  System  die  Coordinaten  i,  t)  und  analog  werden  wir  die  Co- 
ordinaten des  transformierten  Punktes  (a;,,  ?//)  im  neuen  System  mit 
i'i,  t)i  bezeichnen,  sodass 

(4)  h  ==^{^i,l/i),     th  =  ." (•»! ,  Ifi) 

ist. 

Wir  können  auch  direct  jj  und  l),  als  Functionen  von  j  und  l) 
darstellen,  indem  wir  aus  (1),  (3)  und  (4)  x,  y  und  j\,  y/,  fortschatien. 
Alsdann  werden  die  oo^  geometrischen  Operationen ,  welche  unsere 
Gruppe  bilden,  im  neuen  Coordinatensystem  durch  Gleichungen  von 
der  Form 

(5)  i-i  =  Hh  t),  0,  i)i  =  'nh  %  t) 

dargestellt,  und  es  liegt  in  der  Natur  der  Sache,  dass  diese  wieder 
der  analytische  Ausdruck  einer  Gruppe  sein  müssen,  denn  die  Iveihen- 
folge  zweier  Bewegungen  unserer  Schar  ist  nach  wie  vor  einer  ein- 
zigen Bewegung  derselben  äquivalent. 

Satz  1:    Führt  man   in  die  Gleichunyen  einer  enujlivdriyni   (hiipik.- 

^1  =  ^(^',  y,  t)y     Vi  =  i'i.x,  !l,  '"> 
vexc   Variahdn  j,  l)  und  i\,  ^,  ein,  indem  man  gleich :ri/i,i 

i-  =  A(.r, //),     \)  =  ti(x,y) 
und 

Xi  =  ^(^\y1fi\  »).  = /«''•'^n  .Vi) 
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set0t,  SO  stellen  die  so  erhaltenen  neuen  Gleichungen 

ivieder  eine  eimjliedrige  Gruppe  dar. 
Beispiel.  Beispiel:    In  die  eingliedrige  Gruppe: 

3r,=x  +  t,     y^=^-^^^ 
sollen  die  neuen  Veränderlichen 

eingeführt  werden.     Wir  setzen  noch  an: 

und  eliminieren  aus  den  drei  Gleichuugenpaaren  x,  y  und  x^,  ?/,.    Dies 

giebt:  

_  (^  +  0'  _  (>/£») ±0! 

^)i  =  ^y  =  ^)- 

Dass    diese  Gleichungen    auch    eine   Gruppe    darstellen,    ist   leicht    zu 
verificieren. 

/urackfüh-  Aus    den    Entwickelungen    des    vorigen   Kapitels    lässt  sich  jetzt 

Grappe  aufschliessen,  dass   man  jede  eingliedrige  Gruppe 

eine  Gruppe 

'L"  ilneT"  (^)  Xi  =  ^  (^,  y,  0 ,  yv  =  i'  (^>  y,  0 

durch   Einführung    zweckmässiger    neuer  Variabein    auf   eine   sehr   he- 
me)-Jcenswerte  einfache  Form  bringen  kann. 

Wir  sahen,  dass  die  Gleichungen  (3)  der  Gruppe  bei  passender 
Wahl  des  Parameters  t  die  Integralgleichungen  eines  gewissen  simul- 
tanen Systems  sind  und  dass  diese  Integralgleichungen  unaufgelöst 
die  Form  haben: 

'^K^i,yi)  =  ^^{^,y), 

W{x,,y,)-  t  =  W{x,y), 
(vgl.  Theorem  1).     Wenn  wir  die  Functionen  il  und  W  an  Stelle  von 
X,  y  als  neue  Veränderliche  verwerten,  also  setzen: 
j:  =P.(x,y),       \)   =W(x,y), 
Ji  =  Sl{Xi,  i/i),     Ij,  =  yV(x,,y^), 
so  nimmt  folglich  unsere  Gruppe  (3)  die  einfache  Gestalt  an: 

(5')  h  =  i,   t;i  =  t)  +  /. 

Dies  ist  dieselbe  Form,  in  welcher  sich  früher  die  eingliedrige  Grupp< 
der  Translationen  (in  §  1  des  I.Kap.)  ergab,  nur  mit  anderen  Buchstaben^ 
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Theorem  3:  Jede  eingliedrige  Gruppe  in  zivei  Veränder- 
lichen kann  durch  passende  Wahl  der  Veränderlichen  in  eine 
Gruppe  von  Translationen  übergeführt  tverden. 

Derartige  neue  Veränderliche  j,  t;,  welche  dies  leisten,  nennen 
wir  canonisch  und  die  gefundene  Form  (5')  der  Gruppe  (3)  ihre  cano- 
nische Form.  In  dieser  canonischen  Form  ist  zur  Transformation  (t) 
die  Transformation  (-  t)  invers,  während  f  =  0  die  identische  Trans- 
formation giebt.  Wir  hatten  im  ersten  Kapitel  Beispiele  dafür  in 
den  §§  2,  3. 

§  2.     Symbol  der  infinitesimalen  Transformation. 

Das  Hauptergebnis  des  vorigen  Kapitels  lässt  sich  mit  wenigen 
Worten  aussprechen:  Jede  eingliedrige  Gruppe  der  Ebene  besitzt  eine 
und  —  bis  auf  einen  unwesentlichen  Zahlenfactor  —  nur  eine  infini- 
tesimale Transformation,  aus  der  man  durch  ein  Integrationsverfahren 
wieder  die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe  ableiten  kann. 

Hiernach  hat  die  infinitesimale  Transformation  für  die  eingliedrige 
Gruppe  grosse  Wichtigkeit.  Sie  kann  als  das  bestimmende  Element 
derselben  aufgefasst  werden,  aus  dem  die  ganze  Gruppe  rückwärts 
wieder  construiert  werden  kann. 

Wir  werden  nun  die  infinitesimale  Transformation  in  einer  be- 
sonderen, für  die  begriffliche  Auffassung  und  die  praktische  Verwendung 
gleich  nützlichen  Weise  symbolisch  ausdrücken,  wozu  die  folgende  Be"^ 
trachtung  führt. 

Die  endlichen  Gleichungen 

(•^)  ^1  =  "Pi^,  y,  t),     ?/,  =  i'ioc,  y,  t) 

einer  eingliedrigen  Gruppe  drücken  die  transformierten  Veränderlichen 
x,,  y^  durch  die  ursprünglichen  x,  y  und  den  Parameter  t  aus.  Ebenso 
lässt  sich  jede  Function  f{x„  y,)  als  Function  von  x,  y  und  t  dar- 
stellen. Für  den  WVrt  von  t,  der  der  identischen  Transformation  ent- 
spricht, also  etwa  für  t  =  0,  wird  natürlich  die  neue  Function  identisch 
gleich  fijc,  y\  mit  variierendem  t  variiert  sie.  Wir  kininen  claher  jede 
Function  f{x^,y^)  als  Function  von  t  auffassen  und  nach  d.T  Änderung 
d/;  von  f{x^,y^)  fragen,  welche  f{x,,y^)  /.u  teil  wird,  w.mui  x,  und  //" 
die  Incremente  der  zugehörigen  infinitesimalen  Transformation 
(6)  x'  =  x,-\-l{x„y,)öf-\-...,  ti  =  11,  +  n{x,,yy)  8t -{-■■• , 
also  die  Incremente 

(^')  ^^i  ==  ^(-z-. ,  //i)  ^  f-     äy^  =  t}  (.r, ,  //J  dt 

erfahren.     Es  ist: 

I'iu,   DifferentiaK'loicliunueii.  i 
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also: 

fi^iyPi)    erfährt   folglich    bei    Ausführung    der    infinitesimalen   Trans- 
formation der  Gruppe  den  Zuwachs 

für  ^  =  0  ergiebt  sich  daher  als  Zuwachs  der  Function  f  =^-  f(x,  y) : 

(7)  ^f={u^,y)%-^v(^,y)jy)dt- 

Z.  B.  bei  der  infinitesimalen  Transformation 
x=x  —  y8t,    y  =  y  -{-  x8t 

der  eingliedrigen  Gruppe  der  Rotationen: 

x^=^  X  cos  t  —  y  sm  t,     y^  ==  x  sin  f  -{-  y  cos  t 
erhält  f(x,  y)  den  Zuwachs 

f(x,  y)  kann  dabei  eine  ganz  beliebige  Function  von  x  und  y  bedeuten. 
Setzt  man  insbesondere  f^^x,  so  kommt 

8x=(-y^r^  -\-x  ?-'^)  8t  =^  —  v8t , 

der  Zuwachs,  den   x  selbst  bei  der  infinitesimalen  Transformation  er- 
fährt, und  für  f^^y  kommt  analog 

8y  =  x8t. 

So  auch  allgemein:  Wenn  wir  wissen,  eine  beliebige  Function 
fix,  y)  erfährt  bei  der  infinitesimalen  Transformation  einer  eingliedrigen 
Gruppe  den  Zuwachs  (7),  so  ist  auch  die  infinitesimale  Transformation 
(6)  selbst  bekannt.     Denn  für  f^x  giebt  (7): 


*)  Betrachtet  man  a?i ,  j/i ,  wie  im  Texte  geschehen,  als  Functionen  von  t  und 
den  Anfangswerten  x,  y  und  fix^ ,  y^)  als  Function  von  a:, ,  y^,  so  ist 

dt     ~    dx,     5^^"^i^+    dy^     v{^i,yi)- 

Es  ist  daher: 

Sf{Xi,y,)  ^  dfiXy,y^) 
St  dt        ' 

und  man  könnte  also  daa  Variationszeichen  S  durch  das  DifiFerentiationszeichen  d 
ersetzen.     Es  ist  jedoch  bequem,  das  Variationszeichen  beizubehalten. 
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öx  =  i,{x,  y)  dt 
und  für  f^y: 

Sy  =  n{x,y)  dt. 

Anstatt  also  die  infinitesimale  Transformation  durch  die  beiden 
Gleichungen  (6)  oder  (6')  zu  geben,  kann  man  sie  auch  durch  den 
einen  Ausdruck 

^  dx^^  dy 
charakterisieren,  der  den  durch  die  infinitesimale  Grösse  dt  dividierten 
Zuwachs  angiebt,  den  eine   beliebige  Function  f{x,  y)  bei  Ausführung 
der    infinitesimalen   Transformation    erfährt.     Ans   diesem   Grunde   be- 
nutzen ivir  den  Ansdruclc 

c.  df    .       df  sy™»»<»i  de' 

C  -;-—  —I—  t]  — —  iDtinitesima- 

CX     '       '    dy  len  Trang- 

forraation. 

als  das  Symbol  der  infinitesimalen  Transformation  (6)  oder  (6'). 

Wenn    wir    also    z.  B.    von    der    infinitesimalen    Transformation 

a:  T-^  4- w  V-  reden,  so    meinen  wir  damit  die  infinitesimale  Transfor- 
cx    '    -^  cy  ' 

mation,  welche  x  und  y  die  Incremente  erteilt: 

dx  =  xöt,     8y  =  yöf. 

cf 
Ebenso  ist  -t:^  das  Symbol  der  infinitesimalen  Translation 

8x  =  8t,     dy  =  0, 

ö-    das  der  infinitesimalen  Translation 
dy 

dx  =  0 ,     dy  =  dt. 

Das  Symbol  |  >     +  v  >     der   allgemeinen   infinitesimalen    Trans- 

*'  ^  ex    '      '  cy  o 

formation : 

X  =  X  -\-  idt  -\ ,     y'  =  y  -{-  yjdt  -\-  ■  ■ 

wollen  wir  zur  Abkürzung  auch  mit  C//"  bezeichnen.  1/  bedeutet  also 
einen  Functionalausdruck  in  f,  es  soll  somit  unter  l^x  der  Ausdruck 
gebildet  für  f^x,  also  |,  unter  Uy  der  Ausdruck  gebildet  für /"^y, 
also  rj,  verstanden  werden,  sodass  selbstverständlich 

(8)  Uf=  Ux^-\-Uy'U- 

^  ^  '  ex    *        "^  cy 

ist. 


Wenn   wir   irgend   welche   neue    Veränderliche  r,   l)   an  Stelle    von  Kinfahrun« 
X,  y  in   die  eingliedrige  Gruppe   einführen,   wodurch   sie  nach  Satz  1  boiu  i»  <>i" 
des  §  1  in  eine  eingliedrige  Gruppe  in  j,  l)  übergeht,  deren  infinitesi-    ^^^^ 
male   Transformation   das   Symbol   \\f  habe,    so   liegt  die   Verniuttnig 

■1* 
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nahe,  dass  wir  das  Symbol  llf  auch  direct  durch  Einführung  der  neuen 
Veränderlichen  in   Uf  erhaltL-n  können. 

Um  dies  zu  ergründen,  denken  wir  uns  die  neuen  Veränderlichen 
durch  die  Gleichungen 

(9)  ?=^(^,2/),    ^)='P(^,y) 
und  dementsprechend 

(10)  h  =  0{x,,y,),     t)i  =  W{x„  y,) 

eino-eführt.  Die  Transformationen  der  von  der  infinitesimalen  Trans- 
formation  ^  ^  -\-  V -J-  erzeugten  Gruppe  lassen  sich,  wie  wir  aus  §  4 
des  2.  Kapitels  wissen,  auch  so  schreiben: 

(11)  x^  =  x-{-l{x,y)t-\ ,    yi  =  y  +  vi^,y)H , 

indem  wir  uns  die  transformierten  Variabein  x^,  y^  nach  dem  Para- 
meter t  entwickelt  denken.  Wir  drücken  nun  diese  Transformationen 
in  den  neuen  Veränderlichen  aus:  Es  kommt  zunächst  nach  (10)  und 
(11): 

l^  =  ^{x  -\-  it  -\ ,    y  -\-^]t-] )  = 

=  0{x,  y)  +  (-^  -  I  +  — a"-  ^j^  +  •  •  •, 
x)^=w{x  +  lt-\ ,  .y^-ni-\ )  = 

also  nach  (9) 

Demnach  hat  die  infinitesimale  Transformation  der  neuen  Gruppe  die 
Form : 

*j  =  i^Jtf^Ji>  i  +  ^^^^ ,)  *^  +  • .  •, 

wo  natürlich  rechts  noch  statt  x  und  y  vermöge  (9)  i  und  t)  ein- 
geführt zu  denken  sind.  Das  Symbol  dieser  infinitesimalen  Trans- 
formation aber  ist 

(12)  U^^(?%i^>l  +  ^^^'-",)M  + 

,    (d^{x,  y).    ,d  W{x,  y)    \  dj 
"*"  \~dx~"^^       dy~    ^J  dt) 
oder  auch  nach  (9): 
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v-(ii^+l'')if+(i:i+H-')^j- 

df 

Uicr  ist  luiii  der  Cüeflicient  von  ^-    offenbar    nichts    anderes    als    Ux 

Ol  *^ 

und  ebenso  der  von  k--  gleich  JJ\),  sodass  sich  ergiebt: 

(13)  U^^  Pe  'l  +  0-t,  !{. 

Hierin  hat  man  sich  t/j  und  V\)  in  den  Veränderlichen  j:,  l)  aus- 
gedrückt zu  denken. 

Nunmehr  wollen  wir  dired  die  neuen  Veränderlichen  j,  l)  in  das 
Symbol 

XJf=tK4.rt  ^/ 
^'  ^^dx^^  dy 

einführen.  Es  kommt,  wenn  f  vermöge  (9)  statt  in  x,  y  in  j  und  \) 
geschrieben  gedacht  wird: 

dx        dl     dx~^  d\)    dx' 

dy        dl'  dy    *    dt)'  dy^ 
und   Uf  geht  demnach  über  in 

S  (K.  ^4.tf.  ^^)    1    ^  fL/'.  is  4.  L/" .  ^^) 
'  \di^    dx    '    r^     ex'    '     '  \di     dy    '    dt)    dy/ 
oder 

also  in  das  Symbol  U/,  wie  es  in  (13)  gefunden  wurde. 

Satz  2:    Führt  man  in  die  Gleichungen  cinei-  eingliedrigen  (rnq>pe: 

vermöge  zweier  cogredienter  Gleichungensysieme : 

l  =  0U,  y),      t)-  =  W(.v,  y), 

die  neuen  Veränderlichen  j,  t);  j^,  1)^  c/»/,  so  /.-«««  man  das  Synibid  11/ 
f/er  infinitesimalen  Transfurmation  dei'  neuen  Gruppe  dircct  durch  Ein- 
führung der  neuen  Vcründerlichui  j,  l)  in  das  Symbol  Uf  der  inflnilc^^i- 
malen  Transformation  der  ursprünglichen  Gruppe  berechnen.    Fs  kommt: 

wo  natürlich   f/j  und  Ui)  durch  j,  l)  allein  auszudrücken  sind. 

Dies  Ergebnis   liegt   auch    in  der  Natur  der  Sarhe:     Das  Symbol 

//    ist  ja    nichts  anderes  als  der   l)ifforential(|uotient    .     der   Function 


i 
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fi^ijVi)  ^^^^  ^^^  Wert  ^  =  0  des  Parameters,  der  der  identischen 
Transformation  zukommt.  So  waren  wir  ursprünglich  auf  das  Symbol 
Uf  gekommen.     Bei  dieser  Auffassung  ist 

dt  '        ^  0  X    '     '  dy 

nichts  anderes  als  eine  Differentialgleichung,  welche  die  Function  f  au 
der  Stelle  t  =  0  erfüllen  muss.  Diese  Differentialgleichung  muss 
natürlich  auch  noch  gelten,  wenn  neue  unabhängige  Veränderliche 
eingeführt  werden, 

raiirun  Durch  Einführung  neuer  Veränderlicher  j,  t)  kann  man  eine  vor- 

ciiierGruppeggiegte  infinitesimale  Transformation 

in  ciuo      o        c3 

auf  jede  beliebige  andere  Form 

bringen.  Man  hat  zu  dem  Zweck  nach  (13)  die  Veränderlichen  j,  \) 
als  solche  Functionen  von  x,  y  tax  wählen,  dass  identisch  für  jedes  / 

wird.     Diese  Forderung  zerfällt  in  die  beiden  einzelnen: 

oder  ausführlich  geschrieben: 

^  ox    '     '  C1J  '     ^  ox    '     '  oy         ' 

Da  es  unabhängige  Functionen  j,  t)  von  Xj  y  giebt,  welche  diese  Differential- 
gleichungen erfüllen,  sobald  nur. nicht  |  und  ^  beide  ^0  angenommen 
werden   (denn   dann   würden  j  und  \)  nicht  von  einander  unabhängige    j 
Functionen  sein),  so  ist  die  verlangte  Variabeinänderung  möglich. 

Nach   Satz  2   wird    dabei   gleichzeitig    die   von    üf  erzeugte  ein- 
gliedrige Gruppe  in  die  von  Vif  erzeugte  übergeführt.     Daher: 

Satz   3:    Durch  Einführung   neuer    Veränderlicher   Jcann  jede  ein-    j 
gliedrige  Gruppe  der  Ebene  in  jede  andere  eingliedrige  Gruppe  derselben 
venvandelt  tverden. 

Keduciion  Verlangt  man  insbesondere,    dass   die  neue  infinitesimale  Trans'j 

auf  (Iio  _  "  '  J 

canouische  formation  die  Form  habe 

Form.  o  /. 

]Xf  =  ^ 
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so  hat  man  die  beiden  Differentialgleichungen  zu  erfüllan: 

(14)  üt^ill  +  vll  =  0.     P5^i|i  +  ,|  =  l. 

Die  von  U/'  erzeugte  Gruppe  ist  die  der  Translationen  längs  der 
^-Axe.  Dies  wissen  wir  aus  früheren  Beispielen,  können  es  aber  auch 
durch  Integration  des  simultanen  Systems 

mit  den  Anfangswerten  j,  t),  0  erkennen,  denn  dann  ergeben  sich  die 

cf 
endlichen  Gleichungen  der  von  tt-  erzeugten  Gruppe  in  der  Form 

Ji  =  E,     9i  =  t)  +  ^• 

Die  hier  betrachteten  neuen  Veränderlichen  sind  schon  früher  bei 
Ableitung  des  Theorems  3  (§  1)  vorgekommen.  Damals  fanden  wir 
diese  cauonischen  Variabein  ohne  Integration  der  Differentialgleichungen 
(14)  aus  den  endlichen  Gleichungen  der  gegebenen  Gruppe. 

Wenn  aber  nur  die  infinitesimale  Transformation  Uf  derselben 
gegeben  ist,  so  muss  man,  um  5  und  t)  zu  finden,  die  Differential- 
gleichungen (14)  integrieren.    Die  erste  derselben  ist  der  gewijhnlichen 

Differentialgleichung 

dx dy 

äquivalent  und  liefert  als  Integral  j.  Hat  man  dies  gefunden,  so 
kann  man  die  zweite  Differentialgleichung  (14)  durch  blosse  Quadratur 
integrieren.     Diese  ist  nämlich  dem  simultanen  System 

^        n 
äquivalent,  von  welchem  l{x,y)  ein  von  \)  freies  bekanntes  Integral  ist. 
Wenn  man  also  etwa  a'us 

dx        j. 

Y  =  '^^^ 

vermöge  des  gefundenen  Integrals 

j(a;,  y)  =  c(=Cou.st.) 

y  eliminiert,  so  wird  die  linke  Seite  eine  Function  von  x  allein,  die 
allerdings  noch  c  enthält.  Eine  Quadratur  liefert  daher  l)  als  Function 
von  X  und  c  oder,  wenn  man  wieder  c  =  j(.r,  y)  setzt,  als  Function 
von  X  und  y. 

Satz  4:  Jede  infiniiesimale  Transformation  Uf^k^-h  V  ^  ^'^^*^ 

durch   Einführung  ziveclcmässiycr   neuer  Variabein   x,  \)   auf  die  Forw 
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einer  infinitesimalen  Translation  ^  gebracht  werden.     Die  Bestimmung 
von  i  erfordert  die  Integration  der  Differentialgleichung 

ivorauf  sich  \)  durch  blosse  Quadratur  aiis  der  Differentialgleichung 

^^-sf^  +  ^l-i  i 

berechnen  lässt: 
nciapiei.  Beispiel:  Man  soll  die  infinitesimale  affine  Transformation 

auf  die  canonische  Form  -^  bringen.     Wir  haben  zu  setzen: 


df^df 

dx        dt} 


dx  ' 


Die  Substitution:  /"^J  giebt 

d.  h.  j  ist  frei  von  x:  j  =  g){y).     Ferner  giebt  f^  t): 

also: 

l)  =  lga;+  t{y)- 
Wir  können  z.  B. 

i  =  y,   ^  =  ig^ 

setzen.     (Vgl.  §  3  des  1.  Kap.,  wo  nur  j  und  t)  ihre  Bedeutung  ver- 
tauscht haben.) 

§  3.    Keihenentwickelung  der  endlichen  Gleichungen  einer  Gruppe. 
Mit  Benutzung  des  Öymbols 

für  die  infinitesimale  Transformation 

x,=x-]-^dt-\ ,     y^=y  -{-  rj6t-\ 

oder 

dx  =•  ^dt  +  •  •  '>    ^y  =  'H^l  +  ■  • 
könueu  wir  die  Integration  des  simultanen  Systems 

(15)  -^  =  -^^  =  dt 


I 


mit   den  Aufangswerteu  x,  y,  0,  wodurch  sich  nach  Theorem  1  (§  4, 
2.  Kap.)  die  endlichen  Gleichungen  der  von  Uf  erzeugten  eingliedrigen     I 


Keihenentwickelung  der  endlichen  Gleichungen  einer  Gruppe, 


Ö7 


Gruppe   ergeben,    wirklich   durchfüll  reu,   allerdings   vermittelst  unend- 
licher Reihen. 

Diese  Integration  soll  x^  und  y^  als  Functionen  von  x,  y  und  t 
oder,  wenn  man  die  Anfangswerte  x,  y  als  Coustanten  betrachtet,  als 
Functionen  von  t  darstellen.  Jede  Function  f.^  ^  fi^n  Vi)  ist  demnach 
als  Function  von  t  zu  betrachten  und  wir  haben  nach  dem  Maclaurin- 
schen  Satze: 


(16)  f,=f{x„y,)=    f(x^,  yj) 
Es  ist  nun 

^A dfi^i » 2/1) 

dt  dt 


+  -f 


dj, 
dt 


,  '    1  •  2     dt- 


+ 


dfi  dx^     .    dfi  dyi 
dxi  dt         dyi    dt 


Nach  (15)  aber  ist: 


^  =  1(^1,2/1),    ^-^j  =  ri{^i,y,), 


sodass  kommt: 


df\ 


dh 


ot\ 


Diese  Formel  haben  wir  schon  bei  Einführung  des  Symbols  der  in- 
finitesimalen Transformation  (zu  Anfang  des  §  2)  gehabt.  Die  rechte 
Seite  ist  nichts  anderes  als  Uf,  aber  geschrieben  in  x^,  y^,  was  wir 
durch    ZJi/i  ausdrücken: 

(17) 

Jede  Function  f^  von  x^,  y^  giebt  also  nach  t  differenziert  U^f^.  Eine 
solche  Function  ist  aber   U^f^  selbst.     Mithin  ist 

d{UJ,) 


^  =  TT  f 
dt  ^i'i 


dt 


=  U,(UJ,). 


'  Dies  ist  so  zu  verstehen,  dass  zuerst  UJi  zu  bilden  ist  und  auf  die 
dadurch  hervorgehende  Function  (p{Xi,y^)  nochmals  f/j/"  auszuführen, 
also   U^q)  zu  berechnen  ist.     Nach  (17)  ist  also  auch 

Il     Weiter  differenzieren  wir  l\{Uif^,  das  auch  als  Function  von  Xi,  y, 

•       zn    bptrarbfpn    isf     nnrli    t.   und    prbalfpTi    analofr 


zu  betrachten  ist,  nach  t  und  erhalten  analog 

dt^ 


^=UAU,iUj)) 


u.  s.  w.,  allgemein 

(18)  ^ 

^     ^  dt"" 


=  U,{UA- ■  ■  (UJ,)  ■  ■  ■)) 


m-mal 


l 
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Setzen   wir  nunmehr  in  dieser  Formel  ^  ==  0,  so  gehen  x^,  y^  in 
^,  V)   ^i/i  in  Uf,   Ui{Uifi)  iu  U{Uf)  u.  s.  w.  über.     Folglieh  kommt: 

w-mal 
wIckTiung  Hiernach  geht  die  Reihenentwickelung  (16)  über  in  diese: 

einer  bc-  .  -2  .3 

(20)  f=f{p:„y,)=f{x,y)^{Uf-\-^^U{Uf)^^^r,  U{U{Uf))  +  - 

und  diese  Formel  gilt  für  jede  Function  f(Xj^,  y^  der  transformierten 
Variabein  x^,y^^,  also  auch  für  f^  ^  x^  und  fzEE.y.^,  sodass  insbesondere 
folgt: 


liebigeu 
ITunction. 


(21) 


^  =  ,..  4.  A  f/^  +  j;_  U{Ux)  +  j^  U{U{Ux))  +  • 
\y.=y  +  \Uy-\-^^  U(Uy)  +  3^3  U{U(Uy))  +  • 


Diese  Gleichungen  sind  die,  welche  wir  suchten.  Sie  drücken  ja 
Xj^,  y^  als  Functionen  von  t  und  den  Anfangswerten  x,  y  aus,  d.  h. 
sie  sind  die  endlichen  Gleichungen  der  von  Uf  erzeugten  eingliedrigen 
Gruppe.  Da  wir  immer  nur  solche  Gruppen  betrachten,  bei  denen  x^ 
und  2/1  analytische  Functionen  von  x,  y  und  t  sind,  so  ist'  sicher, 
dass  diese  Reihen  jedenfalls  für  Werte  von  t  in  der  Nähe  von  i^  =  0 
convergieren, 

Theorem  4:  Die  endlichen  Gleichungen  der  von  der  infini- 
tesimalen Transformation  Uf^^^-\-')]-J^  erzeugten  einglie- 
drigen Gruppe  können  in  Form  von  Reihenentwickelutigen  nach 
dem  Parameter  t  der  Gruppe  so  geschrieben  werden: 

x,=x^\Ux  +  ^^  U{üx)  +  --^l-^^  U{U{Ux))  +  .  •  •, 

!/i  =  y  +  4  f^^  +  r^  U(Uy)  +  ,  .2.3  U{U{Uy))  +  •  • ., 
und  jede  Function  f  von  a;,,  «/^  hat  die  Form: 

/■(^i ,  2/,)  =  fi^,  y)  +  j  Uf(x,  y)  +  {r^  U{Uf{x,  y))  + 

Im  vorigen  Kapitel,  im  Theorem  1  (§  4),  berechneten  wir  nur 
die  ersten  Glieder  der  Reihenentwickeluugen: 

yi  =  y  +  >?  T  +  (^  ^  +  ^  ,^j  jT^  +  •  •  •. 


Reihenentwickelung  der  endlichen  Gleichungen  einer  Gruppe.  :/.) 

Schon  damals  leuchtete  ein,  dass  die  höheren  Glieder  durch  |  und  7; 
vollständig  bestimmt  sind.  Das  Gesetz  der  Reihenentwicklungen  ist 
nun  in  unserem  Theorem  4  angegeben.  Durch  diese  Gesetzmässigkeit 
zeichnen  sich  die  Keihenentwickeluugen  einer  eingliedrigen  Gruppe  vor 
beliebigen  Reihenentwickelungen  nach  Potenzen  von  t  aus. 

Wir  wollen  zu  den  Entwicklungen  dieses  und  des  vorhergehenden 
Paragraphen  einige  Beispiele  geben. 

1.  Beispiel:  Vorgelegt  sei  die  infinitesimale  Transformation  BeUi.icic. 

TT/' .  '^f       I  ^f 

'  "^  ox    '       dy 

In  der  Form  (21)   sollen  die  endlichen  Gleichungen  der   von   Uf  er- 
zeugten eingliedrigen  Gruppe  dargestellt  werden. 
Es  ist  hier  offenbar: 

Ux^EB  —  y,  Uy  =  X, 

U{Ux)  =  -x,  ü{üy)  =  -y, 

U{ U{ Ux))  =  y,  U{U{ Uy))  =  -  x, 

U{U{Uiüx)))=x,         U(U{UiUy)))=y 

u.  s.  w.  Man  erkennt  leicht  die  Gesetzmässigkeit  dieser  Werte.  Nach 
(21)  kommt  also: 


T^""l.2^"T~rij.3^+    1.2.3-4 


2/i  =  y  +  T«'-r:^2/-  rrsT^  ^  +  1.2-3-4  ^ 

oder: 

^1  =  ^ (1  -  r-2  +  rY-m )  -  ^  (t  -  r^s  +  •  • ') ' 

^1  =  ^"  (t  -  lTiT3  +••■)+!/  (1  -  1^  +  172^ )  ■ 

Nach  bekannten  Reihenentwickelungen  ist  also: 

x^  =  X  cos  t  —  ysint,     y^  =  x  sin  t  -\-  y  cos  t. 
Die   gesuchte   Gruppe  ist  die   der   Rotationen  um   den  Anfangspunkt, 
was  wir  auch   aus  unserem  Beispiel   in  §  2   des  1.  Kap.  hätten  eut- 
uehmen  können. 

Es  soll  nunmehr  Uf  auf  die  canonische  Form,  d.  h.  auf  die  Form 

der  infinitesimalen  Translation  tt^  gebracht  werden. 

Nach  Satz  4  sind  die  neuen  Variabein  j,  1)  so  zu  wählen,  dass 
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wird.  Die  erste  Differentialgleichung  ist  der  gewöhnlichen  Differential- 
gleichung 

(Ix    dy 

—  y  ~  X 
oder: 

xdx  -\-  ydy  =  0 

äquivalent  und  hat  das  Integral 

j  =  a;2  +  y\ 

Die  zweite  Differentialgleichung  ist  dem  simultanen  System 

dx    dy j 

—  y         X         ^  " 

äquivalent.  Zur  Integration  desselben,  die  durch  eine  Quadratur  zu 
ermöglichen  sein  muss,  brauchen  wir  übrigens  nicht  erst,  wie  es  oben 
im  Text  geschah,  y  vermöge  x^  -\-  y^  =  c  zu  eliminieren.  Es  kommt 
nämlich : 

dx  =  —  yd\),     dy  =  xdi) 
und  also: 

xdy  —  ydx  ==  (x^  +  !/0'^^ 
oder: 

,^         xdy  —  ydx 

dt)  =  — i--r^2-  ■ 

■'  x^  -\-  y^ 


Die  rechte  Seite   ist  nichts  anderes  als  das  Differential  von  arc  tg 

°   X 


y 

Es  ist  daher: 

y 


j  =  a;2  +  /,     t;  =  arc  tj 


X 


zu   setzen.     Natürlich   hätten   wir   auch   j  in   der  Form  j/o;^  +  V^   ^^- 
uehmen    können.     Alsdann    sind    {   und   l)   die   Polarcoordinateu  r,  cp. 
Wir   gelangen   also   dann   zu   denselben  canonischen  Variabein  wie  in  ,i 
§  2  des  1.  Kap.     (Vgl.  auch  Beispiel   1,  Kap.  2,  §  4.) 

3.  Beispiel:   Man   soll   die  endlichen  (lleichungen  der  von  der  in- 
finitesimalen Transformation 

^f^'^Tx  +  yjy 

erzeugten   eingliedrigen   Gruppe   durch   Reihenentwickelung   darstellen. 
Hier  ist   Ux  :-■  x,   UUxe-\zX  u.  s.  w.,  analog  Uy  ^-  y,  U  Uy  ==- y 
u.  s.  w.     Also  kommt  nach  (21): 

^i=^  +  T-^+r~2-^H =  x.e', 

yi  =  y  +  T  •  2/  +  r^ •  2/ H =  y -c'- 

Es  ist  dies  die  Gruppe  der  Ahulichkeitstransformationen  vom  Anfangs- 
punkt aus.    Als  Parameter  kann  anstatt  t  auch  «  =  e'  benutzt  werden: 


Reihenentwickelung  der  endlichen  Gleirlinngen  einer  Gruppe.  Ol 

a?!  =  ax,     ijy  =  ay. 

Allerdings    entspricht    dann    nicht    mehr    dem    Pararaeterwert   0    die 
identische  Transformation,  sondern  dem  Wert  a  =  1. 

Um  canonische  Veränderliche  i*,  t)  einzuführen,  welche  die  infini- 

tesimale  Transformation  auf  die  Form  ^    bringen,    haben    wir    nach 

Satz  4  anzusetzen: 

Die  erste  Gleichung  ergiebt,  dass  j  eine  Function  von    -  ist,  also  etwa: 


X 


^         X 

Die  zweite  ist  dem  simultanen  System 

dx dy ^ 

X  y  ' 

äquivalent.     Es  darf  also  z.  B. 

t)  =  log  X 

gesetzt  werden.     In  der  That  ist  dann: 


=  ^(f)fj+f^(">g-)l{= 


—  (        ^j_      A'^^j-      LK  —  K 

—  \      ^'  x""^  y'  xl  di^  ^'  xdri~  d\)' 

In    ähnlicher    Weise    behandele    man    die    infinitesimalen    Trans- 
formationen: 

5.  Beispiel:  Uf^x-J-, 

4.  Beispiel:  Uf^x^J^-^  xy  ^-^ , 

5.  Beispiel:  Uf  ^d'  J-- 

Man  überzeuge  sich  jedesmal  davon,  dass  die  durch  Reihenentwickeliing 
erhaltenen  endlichen  Gleichungen  wirklich  Gruppen  darstellen. 
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Kapitel  4. 

Hestiinuuiii^   aller   Functionen   und   Onrven .    welche   bei    einer   ein- 
gliedrigen   (iruppe    der  Jlbene    invariant   bleiben,    insbesondere    der 

Bahncnrven. 

Werfen  wir  einen  Rückblick  auf  die  beiden  vorhergehenden  Ka- 
pitel, so  fällt  in  die  Augen,  welche  hervorragende  Stelle  der  Begriff 
der  infinitesimalen  Transformation  in  der  Theorie  der  eingliedrigen 
Gruppen  einnimmt.  Die  infinitesimale  Transformation  ist  der  wahre 
Repräsentant  der  eingliedrigen  Gruppe;  es  wird  sich  nämlich  später 
immer  zeigen,  dass  alle  auf  die  eingliedrige  Gruppe  bezüglichen  Probleme 
durch  Benutzung  der  infinitesimalen  Transformation  derselben  allein 
gelöst  werden  können.  Dies  wird  es  gerechtfertigt  erscheinen  lassen, 
wenn  wir  öfters  statt  von  der  durch  die  infinitesimale  Transformation 
Uf  erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  kurz  von  der  eingliedrigen  Gruppe  Uf 
sprechen. 

Die  Transformationen  einer  Gruppe  stellen  nun  Operationen  vor, 
durch  welche  die  Punkte  der  Ebene  in  neue  Lagen  übergeführt  werden. 
Es  bietet  sicli  demnach  ganz  von  selbst  die  Frage  dar,  tvelche  Gebilde 
hei  allen  Transformationen  der  (jrnp))e  mtgcändcrt  hleihen,  indem  zwar 
die  Punkte  eines  solchen  Gebildes  durch  die  Transformationen  der 
Gruppe  in  neue  Lagen  kommen,  aber  doch  immer  wieder  in  Punkte  ' 
desselben  Gebildes  übergehen.  Das  hiermit  angedeutete  Problem  hat 
zwei  Seiten,  eine  analytische  und  eine  geometrische.  Einerseits  kann 
man  nach  allen  Functionen  Sl  (x ,  ?/)  respective  allen  Gleichungen 
^(^}  y)  =  Const.  fragen ,  welche  bei  allen  Transformationen  der 
Gruppe  ungeändert  bleiben,  andererseits  nach  allen  Curven  ^{x,  y)  =  0, 
welche  bei  allen  Transformationen  der  Gruppe  ungeändert  bleiben. 

Mit  diesen  beiden  Problemen  werden  wir  uns  in  diesem  Kapitel 
beschäftigen. 

§  L     Die  Invarianten  einer  eingliedrigen  Gruppe  in  der  Ebene. 

Die  wichtigen  Reihenentwickelungen  im  Theorem  4  (3.  Kap.,  §  3) 
liefern  fast  unmittelbar  die  Bestimmung  aller  Functionen  Sl(x,  y) 
welche  bei  allen  Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe 

(1)  ^1  =  9>{^,  y,  0;   2/i  =  ^{x,  y,  t), 

deren  infinitesimale  Transformation 

'         ^  ex    '     ' cy 
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ist,  nnqeändert  bleiben,  d.  h.  für  welche  bei  beliebigem  t  stets  lui-mrunu 

ist.     Nach  jenem  Theorem  lässt  sich  ja  ^{x^^y^)    in  eine  Reihe  nach 
t  entwickeln  und  unsere  Forderung  sich  so  schreiben: 

ß(^,  y)  +  {  U9.{x,  y)  +  ^'^  UiUSlix,  y))  +  •  • .  =  P.(x, ,,). 

Diese  Gleichung  soll  für  jedes  t  erfüllt  sein.    Insbesondere  muss  also: 

U,Q.ix,y)  =  0 

sein.     Offenbar   ist   aber   alsdann   der  Forderung  auch   für  jedes  t  ge- 
nügt, denn  dann  ist 

UiüP.(x,y))=U{0)  =  0 
u.  s.  w. 

Theorem  5:  Eine  Function  Sl(x,  y)  bleibt  invariant  bei 
allen  Transformationen  einer  eingliedrigen  Gruppe  üf  dann 
und  nur  dann,  wenn  identisch  USl(x,y)  =  0  ist. 

Die  Bedingung  U Sl  =  0  stellt  offenbar  eine  lineare  partielle 
Differentialgleichung  dar : 

j.  aa   ,      aa      ^ 

^  ex     '     '  dy 
Da  dieselbe  immer  Lösungen  besitzt,  so  giebt  es  sicher  eine  Invariante 
Sl,  aber  auch  nur  eine  im  wesentlichen,  denn  mit  Sl  erfüllt  zwar  jede 
Function  F(^^)  die  Gleichung,  aber  keine  sonstige  Function. 

Satz  1:  Jede  Function  einer  Invariante  einer  eingliedrigen  Gruppe 
der  Ebene  ist  wieder  eine  Invariante  derselben,  und  alle  Invarianten  der 
Gi'uppe  lassen  sich  als  Functionen  einer  einzigen  Invariante  darstellen. 

Wenn  man  eine  Schar  von  oo^  Transformationen  der  Ebene  betrachtet, 
die  keine  Gruppe  bilden,  so  steht  die  Sache  wesentlich  anders.  Z.  B.  die 
oo*  Transformationen 

a;,  =  .r  -f  1 ,      ?/,  =  y  -f-  / 
bilden  keine  Gruppe,  denn  führt  man  die  zweite  Transformation: 

Xi==x^-\-l,     y.,=  .V,  +  /i 
nach   dieser   ersten   aus,   so  ist  die  Reihenfolge   beider  der  Transformation 

x,  =  x  -\-  2,     II,  =  II  4-  (/  +  'i) 
äquivalent,  welche  nicht  der  Sckar  angehört.    Auch  solclio  Scharon  von  oo' 
Transformationen  können  Invarianten  haben.    Die  Function  tg  nx  z.  H.  bleibt 
i  jeder  Transformation: 

r,  =  r  -f  1 ,     //,  =  //  +  / 
niigeiindert,    da   tg  Tta^i  =^  tg  7r(.»'  -f-  1)  =  tg  ttj-    ist.      AIxt    mii    i-  t  /    i^t, 
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nicht  jede  Function  von  tg  nx  invariant,  sonst  miisste  ja  x  eine  Invariante 
sein,  während  doch  x  bei  jeder  Transformation  der  Schar  um   1   wächst. 

Ein  anderes  hierhergehöriges  Beispiel  bietet  die  Schar  von  oo^  Trans- 
formationen 

Xi  =  —  X,    yi=y  -\-t, 

welche   ebenfalls   keine  Gruppe   bilden.     Hier   ist   zwar   x'  eine  Invariante, 
aber  nicht  x  selbst. 

Andere  Scharen  von  oo^  Transformationen,  die  keine  Gruppe  bilden, 
besitzen  überhaupt  keine  Invariante.     Dies  ist  der  Fall  bei  der  Schar: 

ä;,  =  xt,     ij^  =  y  ^  t  —  1. 

Eine  Invariante  Sl{x,  y)  derselben  miisste  die  Gleichung  erfüllen: 

Sl{xt,  9j-\-t—l)  =  ^{x,  y) 

und  zwar  für  jedes  /.    Für  /  =  1   ist  sie  erfüllt.    Für  /  =  1  -\-  8t  kommt: 

^{x  +  x8t,  y  +  St)  =  Sl{x,  y) 

oder,  wenn  man  die  linke  Seite  entwickelt 

d.  h. 

öx  '        oy 

Diese  Differentialgleichung  wird  von  jeder  Function 

^  =  F{xe-y) 

erfüllt.     Soll  eine  solche  bei  allen  Transformationen 

•n  =  xt,     y^  =  y  -{-  t  —  1 

invariant  sein,   so  muss  also 

F{xie-y^)  =  F(xte-y-'+^)  ==  F{te-'+^xe-y)  =  F(xe-y) 

sein.     Da   t  beliebig    ist,   ist   dies    nur   dann    möglich,    wenn    F  bloss  eine 
Constante  ist.     Die  vorliegende  Schar  besitzt  also  gar  keine  Invariante. 

Die  Invarianten  einer  eingliedrigen  Gruppe  sind,  oder  sagen  wir, 
da  es  im  wesentlichen  nur  eine  giebt,  die  Invariante  einer  eingliedrigen 
Gruppe  ist  einer  einfachen  geometrischen  Deutung  fähig.  Um  diese 
auseinanderzusetzen,  l)edarf  es  jedoch  einiger  Vorbereitungen. 

§  2.     Die  Bahncurven  einer  eingliedrigen  Gruppe  der  Ebene. 

Wir   wollen   uns   auf  einen    beliebigen  Punkt  Pq  mit  den  Coordi- 
naten  x,^,  y^  alle  Transformalionen  unserer  eingliedrigen  Gruppe 
(1)  rc,  =  cp{x,  y,  t),     y,=  ti-r-,  y,  t) 

ausgeführt  denken.     Bei  diesen  Transformationen    geht  er  über  in  die 
Punkte  {x,  y),  welche  durch  die  Gleichungen 
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(2)  x  =  q>  (./'o  ,yoJ)7     2/  =  ^  (^o ,  ?/(, ,  t) 

bestimmt  werden,  in  denen  t  willkürlich  ist. 

Den    Ort    aller    oo^    Punkte ,    in    welche    ein    bestimnitfr    Funkt 
2^Q    der    Ebene    vermöge    aller    Transformationen    (2)    der    vorgelegten 
Gruppe   übergeführt   werden   kann,   nennen  wir  seine  Ikümcurve.     Die  i'.ai.u.  ur 
Gleichung    derselben    ergiebt    sich    durch   Elimination    von   t  aus   den 
beiden  Gleichungen  (2)  in  der  Form 

in  der  it^,  y^^,  die  Coordinaten  des  ursprünglichen  Punktes,  die  Rolle 
von  Constanten  spielen.  Die  Gleichungen  (2)  geben  für  jedes  t  einen 
Punkt  {x,  y)  der  Curve,  insbesondere  geben  sie  für  den  der  identischen 
Transformation  entsprechenden  Parameterwert,  also  etwa  für  ^  =  0, 
den  Punkt  i^^  selbst. 

In  dem  Wesen  des  Gruppenbegriffs  liegt  es,  dass  alle  Punkte  auf 
der  Bahncurve  des  Punktes  p^  eben  diese  Curve  auch  zur  Bahncurve 
haben.  Eine  gewisse  Transformation  der  Gruppe  nämlich  wird  ;),,  in 
einen  beliebigen  anderen  Punkt  p^  auf  der  Bahncurve  von  jj,^  über- 
führen. Wenn  man  nun  auf  p^  irgend  eine  Transformation  der  Gruppe 
ausübt,  so  wird  dieselbe  etwa  p^  nach  p.^  bringen.  Auch  p^  liegt,  wie 
wir  beweisen  werden,  auf  der  Bahncurve  von  p„.  In  der  That,  die 
Aufeinanderfolge  jener  beiden  Transformationen  der  Gruppe,  deren  erste 
Pq  nach  jp^,  deren  zweite  py  nach  p.^  brachte,  ist  gemäss  der  Gruppen- 
definition einer  einzigen  Transformation  der  Gruppe  äquivalent,  welche 
direet  Pq  nach  p^  versetzt.  Aber  alle  Transformationen  der  Gruppe 
führen  p^  stets  in  Punkte  seiner  Bahncurve  über,  also  auch  diese, 
welche  p^  nach  p.,  bringt.  Demnach  liegt  p.,,  der  Punkt,  in  welchen 
p^^  bei  einer  beliebigen  Transformation  der  Gruppe  übergeht,  auf  der 
Bahncurve  von  Pq. 

Satz  2:  Ist  hei  einer  eingliedrigen  Gruppe  der  Ebene  j),  ein  l'unlt 
auf  der  Bahncurve  des  PimJctes  j)„,  so  ist  diese  Curve  auch  Jiuhncurve 
des  Punktes  Pi. 

Zu  jedem  Punkt  gehört  also  eine  Bahncurve,  jede  Ikümcurve  aJter 
ist  Bahncurve  für  iJire  oo^  PunJitc. 

Die  Überlegung,  welche  zum  Satz  2  führte,  lässt  sich  in  einige 
wenige  Gleichungen  zusammenfassen,  wenn  man  von  einer  einfachen 
Symbolik  Gebrauch  macht,  die  wir,  da  sie  auch  später  benutzt  wird, 
hier  kurz  auseinandersetzen:  Wir  wollen  unter  T^,  J).,  J\  •  ■  •  die 
Transformationen  unserer  Gruppe  verstehen,  welche  den  Parameter- 
werten t  =  a,h,  c  '  ■  zugehören,  und  unter  T„  T,.  die  successive  .Aus- 
luhrung  der  Transformationen  7',  und  Tb  oder  also  die  Transformation 

l.ic,  UifTcrciitialgli'icIiiinjjcii.  ^^ 
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T  verstehen,  welche  der  Aufeinanderfolge  von  T„  und  T^  äquivalent 
ist  und  auch  der  Gruppe  angehört.  Da  diese  Transformation  T  von 
den  Parameterwerten  a  und  h  abhängt,  werden  wir  sie  besser  noch 
mit  T{ab)  bezeichnen.  Die  Äquivalenz  der  Reihenfolge  von  T„  und  T^ 
mit  T(ab)  können  wir  in  Form  einer  symbolischen  Gleichung  ausdrücken: 

J-a   J-b  =  -^{ab), 

die  weiter  nichts  als  diese  Äquivalenz  ausdrücken  soll,  (i^o)-^«  ferner 
soll  der  Punkt  p^^  sein,  in  welchen  Pq  durch  Ausführung  der  Trans- 
formation  Ta  übergeht,  was  wir  symbolisch  so  schreiben: 

Unsere  obige  Beweisführung  stellt  sich  nun  so  dar:     Ist 

Pi==(Po)Tay 
so  ist,  wenn  noch   Ti,  ausgeführt  wird: 

{Pi)Tb  =  (Po)TuTo 
oder,  da 

-L(i  To  =  T{(t  b) 
ist: 

{Pl)Tb-=iPo)Tiab). 

(Po)  T(a6)  ist  aber  ein  Punkt  der  Bahncurve  von  j)^,  (p^)T|,  ein  be- 
liebiger Punkt  der  Bahncurve  von  2h-  Letztere  Bahncurve  fallt  also 
mit  der  ersteren  zusammen. 

Satz  2  können  wir  auch  so  aussprechen: 

Satz  3:  Jede  eingliedrige  Gruppe  der  Ebene  besitst  oo^  Balmcurven. 

Diese  oc^  Bahncurven  überdecken  die  ganze  Ebene,  da  jeder  Punkt, 
der  nicht  überhaupt  bei  allen  Transformationen  der  Gruppe  in  Ruhe 
bleibt  —  und  diese  sind  nur  Ausnahmestellen  — ,  eine  Bahncurve  besitzt. 

Wenn  wir  auf  den  Punkt  p)o  insbesondere  die  infinitesimale  Trans- 
formation der  Gruppe  ausüben,  so  muss  er  natürlich  auch  in  einen 
Punkt  seiner  Bahncurve  übergehen.  Dabei  bewegt  sich  aber  der 
Punkt  2^0  nur  unendlich  wenig  und  zwar  in  der  Fortschreitungsrichtung, 
welche  die  infinitesimale  Transformation  ihm  zuordnet.     Also: 

Satz  4:  Die  liichtung  einer  Bahncurve  stimmt  in  jedem  PunJcte  mit 
der  liichtung  überein,  welche  die  infinitesimale  Transformation  der  ein- 
gliedrigen Gruppe  dem  Punlcte  zuordnet 

Oder  auch: 

Satz  5:  Ein  Funkt,  welcher  beständig  der  ihm  durch  die  infinitesi- 
male Transformation  der  eingliedrigen  Gruppe  jeweils  ^geordneten  Rich- 
tung folgt,  beschreibt  eine  Bahncurve. 

Mit  den  Bahncurven  unserer  eingliedrigen  Gruppe  hängt  nun  die 
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Invariante    derselben,    die   wir    im   vorigen   Paragraphen   betrachtek*n, 
eng  zusammen.     Es  stelle  nämlich 

£0  (x,  y)  =  Const. 

die  Schar  der  Bahncurven  dar.  Führen  wir  eine  allgemeine  Trans- 
formation 

^1  =  vi^,y,t),     2/1  =  il,(x,y,t) 
der  Gruppe  aus,  so  gehen  alle  Punkte  {oc,ij)  der  Bahncurve  a(x,y)  =  c 
wieder  in  Punkte  {x^,  y^)  derselben  Bahncurve  über,  d.  h.  es  ist  sicher 

sobald  ci{x,  y)  =  c  ist,  und  zwar  für  alle  Werte  von  x,  y,  t  und  c. 
Es  ist  also  notwendicr 

für  alle  Werte  von  x,  y  und  t,  d.  h.  o  (x,  y)  ist  eine  Invariante  der 
Gruppe. 

Setzen  wir  andererseits  eine  Invariante  a{x,  y)  der  Gruppe  gleich 
einer  Constanten,  so  stellt  sie  eine  Bahncurve  dar,  denn  die  Definitions- 
gleichung der  Invariante 

sagt  aus,  dass  auch  der  von  der  Stelle  (,/•,  y)  der  Curve  .Q(./-,  y)  =  c  nach 
der  Stelle  {x^,  y^)  transformierte  Punkt  auf  der  Curve  Sl{x,  y)  =  c  liegt. 

Satz  6;  Die  Invariante  einer  eingliedrigen  Gruppe  der  Ebene  ist 
dadurch  charakterisiert,  dass  sie,  gleich  einer  Constanten  gesetzt,  die 
Tiah ncurven  definiert. 

Es  erhellt  dies  schliesslich  auch  aus  der  Gleichung 

ex     '        c y  ' 

welche  die  Invariante  ü  erfüllen  muss.  Erinnern  wir  uns  nämlich 
au  den  engen  Zusammenhang,  der  zwischen  der  Gleichung  Vf  =  0 
und  der  gewöhnlichen  Differentialgleichung 

dx        dy 

T~V 

besteht  (vgl.  §  5  des  1.  Kap.),  so  folgt  ohne  weiteres,  dass  die  Curve 

Sl{x,y)  =  Const.   in  jedem   ihrer  Punkte  (x,  y)  die  Richtung  -''  =  '' 

°   dx         I 

besitzt,  welche  die  infinitesimale  Transformation  der  Gruj)pe  dorn  be- 
treffenden Punkt   zuordnet,   dass   also   die   Curve   Bahncurve  ist. 

Die  Invariante  Sl   ist  Lösung   der  linearen  partiellen  Differential 
gleichung 


=  u. 

6* 


^    ("X      '        '    (   If 
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Ihre   Auffindung  erfordert  also   eine  Integration.     Kennt   man  jedoch 

die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe 

(1)  X,  =  (p{x,  y,  t),    y,  =  t{x,  y,  t\ 

so    kann    man    die  Bahncurven    und   mit  ihnen   die  Invariante   durch 

bloss  algebraische  Operationen   bestimmen.    Wir  fanden  ja   die  Bahn- 

curve  d^s  Punktes  (x^,yo)  durch  Elimination  von  t  aus 

x  =  <p{x„'yo,t),    y  =  H^o,yo>i) 
in  der  Form 

W{x,  y,  x„  ^o)  =  ^- 

Da  es  nur  oc^  Bahncurven  giebt,  treten  die  Constanten  x„  y^  hierin 
nur  in  einer  Verbindung  auf  und  die  letzte  Gleichung  der  oc^  Bahn- 
curven lässt  sich  also  umformen: 

f{^,  y,  c)  =  0, 

sodass  die  Auflösung  nach  der  (von  ./„  und  y,  abhängigen)  Constanten  c 

die  Invariante 

Sl{x,  y)  =  c 

liefert.  Am  bequemsten  verfahrt  man,  um  die  zwei  Constanten  o\,,y,, 
auf  eine  einzige  zu  reducieren,  so,  dass  man  y,  einen  bestimmten 
Zahlenwert,  wie  z.  B.  1,  erteilt.    Alsdann  stellt 

W{x,y,  x„l)  =  0 
alle    von    den   I^unkten   der   Geraden  y  =  1    ausgehenden  Bahncurven 
dar,  also  alle  Bahncurven  überhaupt  (sobald  nicht  etwa  y  =  1  selbst 
eine  invariante  Curve  ist).     Auflösung  nach  ./'o  liefert  nun  etwa 

<o{x,y)  =  ;ro 
und  (o{x,y)  ist  demnach  die  Invariante. 

Satz  7:  Die  Bahncurven  und  die  Invariante  einer  eingliedrigen 
Gruppe  der  Ebene  lassen  sich  auf  rein  algebraischem  Wege  fmdai,  sobald 
die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe  beJcannt  sind. 

Die  früheren  Beispiele  von  oo^  Trausformationen,  die  keine  Gruppe 
bilden  (siehe  Schluss  des  §  l),  wollen  wir  jetzt  geometrisch  erläutern. 

Wir  sahen,  dass  die  Schar: 

a-,  =u.  +  i,    yi  =  y  +  t, 

die  keine  Gruppe  ist,  die  Invariante  tg  7tx  besitzt,  während  x  keine  In- 
variante ist.  Das  geometrische  Gebilde,  welches  durch  tg  nx  =  c  darge- 
stellt wird,  wo  c  eine  beliebige,  aber  bestimmte  Constante  sem  soll,  ist 
eine  Schar  von  oo»  discretcn  Geraden,  die  sämtlich  der  y-Axe  parallel  laufen 
und  die  Abstände  1  von  einander  haben.  Bei  einer  jeden  der  obigen  Irans- 
formatiouen  bleibt  in  der  That  die  Gesamtheit  dieser  Reibe  von  Geraden 
uncreändert,  indem  sie  die  Punkte  einer  jeden  dieser  Geraden  in  die  der 
nächsten  Geraden  der  Schar  überführt.  Von  Bahncurven  kann  hier  nicht 
die  Rede  sein,  da  die  Punkte  sich  bei  jeder  Transformation  sprungweise 
ändern,   indem  ./•  um    1    wächst. 


Die  bei  allen  Transf.  einer  eingl.  Gruppe  der  Ebene  invarianten  Curvcn.     69 

Auch  bei  der  Schar  von  oc^  Trausformationen 
•'•i  =  —  ^,     !/i  =  Z/  +  ^ 

die  keine  Gruppe  bilden  und,  wie  wir  sahen,  die  Invariante  x'^  besitzen, 
giebt  es  keine  Curven,  die  wir  etwa  als  Bahncurveu  bezeichnen  könnten, 
x^  =  c  stellt  zwei  Geraden  parallel  der  y-Axe  dar.  Ihr  Inbegriff  bleibt 
insofern  bei  allen  obigen  Transformationen  ungeändert,  als  dieselben  die 
Funkte  der  einen  Geraden  in  die  der  anderen  überführen  und  umgekehrt. 
Bei  der  Schar  von  oo^  Transformationen  dagegen: 

Xi=Xt,      7/j  =  7/  -f-  /  —   1, 

die  auch  keine  Gruppe  bilden  und,  wie  wir  sahen,  keine  Invariante  besitzen, 

kann  man  sehr  wohl  von  Bahncurven  sprechen,  da  hier  die  identische  Trans- 

c  f         et 

formation  und  eine  infinitesimale  Transformation,  nämlich  x  . [-  ,-— ,  vor- 

'  ex    '    dy  ^ 

kommt.  Der  Punkt  (xq,  t/q)  wird  durch  die  Transformationen  der  Schar 
in  die  Punkte: 

X  =  ^0^,     Z/  =  .'/o  +  '  —  1 
übergeführt,  also  in  die  Punkte  der  Geraden: 

—  —  2/  =  1  —  l'o, 

die  durch  (r^,  i/q)  selbst  hindurchgeht.  Wir  bemerken  aber,  dass  jeder 
Punkt  dieser  Geraden  wieder  eine  andere  Gerade,  nicht  diese,  als  Bahn- 
curve  hat,  indem  die  obige  Gleichung  cx)"^  verschiedene  Geraden  darstellt. 
Obgleich  es  hier  einen  Sinn  hat,  von  Bahncurven  zu  reden,  ist  doch  der 
Satz  2  oder  3  bei  der  vorliegenden  Schar  von  oo^  Transformationen,  die 
keine  Gruppe  bilden,  nicht  erfüllt. 

§  3.     Die    bei    allen    Transformationen    einer    eingliedrigen    Gruppe 
der  Ebene  invarianten  Curven. 

Die  Bahncurven  haben  die  Eigentümlichkeit,  dass  eine  jede  für 
sich  als  Ganzes  aufgefasst  bei  allen  Trausformationen  der  eingliedrigen 
Gruppe  in  Ruhe  bleibt,  indem  alle  Punkte  der  Curve  wieder  in  Punkte 
derselben  übergeführt  werden. 

Fragt  man  andererseits  überhaupt  nach  einer  Curvc,  uclchc  als  i"\»ri»m« 
Ganzes  aufgefasst  hei  der  Gruj>pe  in  Ruhe  bleibt,  so  Hudet  man,  das.s 
dieselbe  eine  Bahncurve  ist,  sobald  es  wenigstens  einen  Punkt  auf  ihr 
giebt,  der  nicht  bei  allen  Transfurmatiünen  der  (Jrupjie  in  Huhe  bh'ibt. 
Denn  dieser  Punkt  geht  ja  bei  Ausführung  aller  Transfonnutiünen  der 
Gruppe  über  in  Punkte  seiner  Bahncurve,  während  er  doch  auf  lier 
gesuchten  Curve  verbleiben  soll. 

Es  ist  nun  aber  auch  möglich,  dass  Curven  existieren,  «ioren 
sämtliche  Punkte  bei  allen  Transformationen  der  eingliedrigen  (Jruppe, 
und  zwar  jeder  für  sich,  in  Kulie   bleiben.     Dami  ist  selbstverständlich 
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auch  die  ganze  Curve  invariant,  aber  sie  ist  doch  keine  Bahncurve. 
Dass  dies  wirklich  vorkommt,  haben  wir  in  §  3  des  1.  Kap.  bei  der  ein- 
gliedrigen Gruppe  der  affinen  Transformationen  gesehen.  Analytisch 
lassen  sich  leicht  die  Bedingungen  dafür  angeben  und  die  Mittel  zu 
ihrer  Bestimmung  finden:  Ein  Punkt,  der  bei  der  ganzen  Gruppe  in 
iiiTariautcr  Kulie  bleiben  soll,  bleibt  bei  der  infinitesimalen  Transformation 

Punkt.  ' 

der  Gruppe  invariant,   d.  h.  für  ihn   sind   |  und  y\  Null.     Die  Coordi- 

naten  x^  y  solcher  Punkte  bestimmen  sich  also  aus  dem  Gleichungenpaar 

i,{x,y)  =  0,     ri(x,y)  =  0. 

Es  liegt  nahe  zu  vermuten,  dass  jeder  solche  Punkt  bei  allen 
Transformationen  der  Gruppe  in  Ruhe  bleibt,  denn  er  bleibt  bei  der 
infinitesimalen  Transformation  ungeändert  und  eine  allgemeine  Trans- 
formation der  Gruppe  geht  durch  fortwährende  Ausführung  der  in- 
finitesimalen Transformation  hervor.  Analytisch  folgt  es  mit  voller 
Stringenz  aus  den  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe: 

\=x  +  lux-\-^^U{Ux)  +  .>., 


(3) 


V-^^Uy-{-:^-U(Uy)-i- 


denn   es   ist   für   den  Punkt  (x,  y)   sowohl    |  als  tj  Null,  mithin  auch 

jeder  Ausdruck  von  der  Form  Uo  =^  I  ö^ h  ^  5~  >  ^Iso  auch  U{Ux), 

U{Uy)  u.  s.  w.     Es  kommt  daher:   x^  =  x,  yi  =  y. 
Es  ist  nun  denkbar,  dass  die  beiden  Gleichungen 
i{x,y)  =  0,     r}{x,y)  =  0 

nicht  eine  discrete  Anzahl  von  Punkten  (x,  y),  sondern  eine  oder  einige 
continuierliche  Scharen  derselben  liefern.  Alsdann  sind  die  von  ihnen 
gebildeten  Curven  eben  invariante  Curven  der  besprochenen  zweiten  Art. 
Eine  Curve  kann  also  auf  zweierlei  Arten  bei  der  eingliedrigen 
Gruppe  invariant  sein,  entweder  als  Jßalmcurve  oder  als  eine  Curve 
Kriteriiun  i^qu   lauter  cinzeln   invarianten  Punkten.     Es    fragt    sich   nun,    ob   ein 

der  Inva-  _     "  ' 

rianz  einer  crem  einsames  analytisches  Kriterium  für   invariante  Curven  der  ersten 

Curve.      °  _  •' 

und  zweiten  Art  aufgestellt  werden  kann. 
Die  Curve 

(o{x^  y)  =  0 

ist  invariant,  wenn  die  Punkte  {x,  y)  derselben  bei  einer  beliebigen 
Transformation  der  Gruppe  in  Punkte  (.%,  ^i)  derselben  Curve  über- 
gehen, d.  h.  wenn 


It 
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ist  vermöge 

Nach  Theorem  4  (3.  Cap.  §  3)  muss  also 

«(^,  y)  +  1 1^«  +  r^  u{Uco)  +  . . .  =  0 

sein  vermöge  C3{x,ii)  =  0  und  zwar  für  jedes  t.     Dies   liefert  als  ein 
notwendiges  Kriterium,  dass 

oder  ausführlich  geschrieben: 


o* 


sein  muss  vermöge  co  =  0.  Dies  ist  nun  auf  zweierlei  Weisen  möglich: 
Entweder  sind  |  und  r},-die  Coefficienten,  einzeln  beide  Null.  Alsdann 
sind  alle  Punkte  (x,  y)  der  Curve  für  sich  invariant,  also  ist  es  auch 
die  ganze  Curve.  Oder  aber  zweitens  längs  der  ganzen  Curve  cd  =  0 
ist  die  Tangeutialneigung 

dy r] 

d.  h.  die  Curve  ist  Bahncurve.  Das  als  notwendig  erkannte  Kriterium: 
f/oj  =  0  vermöge  o)  ==  0  führt  also  gerade  nur  auf  invariante  Curven, 
ist  daher  auch  hinreichend. 

Allerdings    wäre   es   auch   drittens  möglich,   dass   -,^  und  ."  ein- 
°  °       '  dx  cif 

zeln   vermöge   cj  =  0  verschwinden.     Dies   tritt  z.  B.  ein,   wenn    man 

den  Kreis   mit   Radius   1    um    den  Anfangspunkt  durch   die   Gleichung 

{x^-\-y^ — 1)^  =  ö  darstellt.    Aber  wir  können  immer  voraussetzen,  dass 

die  Gleichung  der  Curve  so  geschrieben  sei,   dass  dies  nicht  der  Fall 

ist.    Denn  man  braucht  sie  nur  etwa  in  der  nach  y  aufgelösten  Form 

(o-.=  y  —  fix)  =  0 

anzunehmen,  in  der  ö— =^1,  also  nicht  Null  vermöge  w  =  <•  ist. 

Somit  hat  sich  ergeben: 

Theorem    6:     l'Js    (jicht    ztvcicrlci   Curven ^    ivclchc   bei   einer 
eingliedrigen  Gruppe 

Vf^iH  +  nli 

der  Ebene  invariant  sein  lunnen.  Die  einen,  stets  vorkonnnen- 
den,  sind  die  oo'  Bahneiirven  der  (irnppc;  sie  werden  erhalten, 
indem  man  die  Invariante  der  Liruppe  einer  Constanten  gleich 
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setzt.  Die  Curven  der  andern  Art  bestehen  ans  lauter  einzeln 
invarianten  Punkten,  für  ivelclie  i>{x,  y)  =  r]{x,  y)  =  0  ist. 

Für  beide  Curvenarten  gilt  das  Kriterium:  Die  Curve  oder 
die  Gleichung  G}{x,y)  =  0  ist  hei  der  eingliedrigen  Gruppe  dann 
und  nur  dann  invariant,  tvenn  Ua  =  0  ist  vermöge  oj  =  0, 
dabei    vorausgesetzt,    dass    die    Gleichung    co  =  0    in    solcher 

Form  angenommen  wird,  dass  nicht  etiva  ^  und  -k-  einzeln 
beide  vermöge  £0  =  0  verschwinden. 

Ttxx  unserem  Kriterium  machen  wir  noch  eine  Bemerkung:  Da 
das  Verschwinden  von  Leo  vermöge  o  =  0  die  rein  geometrische  Be- 
deutung hat,  dass  -  cj  =  0  eine  bei  der  Gruppe  Uf  invariante  Curve 
ist,  und  da  diese  geometrische  Bedeutung  unabhängig  von  der  Wahl 
der  Coordinaten  und  der  speciellen  analytischen  Darstellungsform  der 
Curve  ist,  so  folgt: 

Satz  8:  Ist  bei  einer  infinitesimalen  Transformation  Uf  in  zivei 
Veränderlichen  x,  y  der  Ausdruck  Ua){x,y)  =  0  vermöge  (o(x,y)  =  0, 
so  gilt  das  entsprechende  auch  bei  Einführung  von  anderen  Veränderlichen 
und  unabhängig  von  der  Darstellungsform  der  Gleichung  co  =  0,  wenn 

nur  nicht  73—  und  ^—  vermöge  03  =  0  beide  verschwinden, 
ox  cy  "^ 

Das  Kriterium  lässt  sich  noch  in  etwas  anderer  Weise  aussprechen. 
Es  liegt  ja  ausserordentlich  nahe,  sich  der  Redeweise  zu  bedienen, 
dass  die  Curve  (o{.v,y)  =  0  die  infinitesimale  Transformation  Uf  ge- 
stattet, d.  h.  bei  ihr  invariant  bleibt,  wenn  Uco  =  0  vermöge  co  =  0 
ist,  denn  die  durch   Uf  transformierten  Veränderlichen 

•'1  =  -f^  +  ^^i,   yi  =  y-\-  V^i 

müssen,  soll  co  =  0  die  infinitesimale  Transformation  Uf  gestatten, 
die  Gleichung  co(^i,  ?/,)=  0  vermöge  c){x,y)  =  0  erfüllen  und  dies 
liefert: 

a){x-{-ldt,     y-\-t]dt)  =  0 

^  ?lv  +  '^  ai/  =  ^' 

d.  h.   Uco  =  0  vermöge  co  =  0. 

Da  wir  sahen,  dass  dies  Kriterium  auch  liinreichend  dafür  ist, 
dass  die  Curve  bei  allen  Transformationen  der  Gruppe  invariant  bleibt 
oder,  wie  wir  auch  häufig  sagen  werden,  dass  sie  alle  Transformationen 
der  Gruppe  gestattet,  so  folgt: 

Satz  9 :  Eine  Curve  oder  Gleichung  co  {x,  y)  =  0  gestattet  alle  Trans- 
formationen der  eingliedrigen  Gruppe  Uf  der  Ebene,  sobald  sie  die  in- 
finitesimale Transformation  Uf  zulässt. 


Die  bei  allen  Transf,  einer  eingl.  Gruppe  der  Ebene  invarianten  Curv 


73 


Eine    Reihe    einfacher  Beispiele    soll    die    Eutwickelungen    dieses  BeUpiei, 
Kapitels  erläutern,  indem  wir  die  Curven  und  Punkte  aufsuchen,  welche 
bei    gewissen   durch   ihre   infinitesimale    Transfürmation    Uf  gegebenen 
eingliedrigen  Gruppen  invariant  bleiben. 

1.  Beisjnel:     Sei 

Die  von  Uf  erzeugte  eingliedrige  Gruppe  ist  die  der  affinen  Trans- 
formationen: 

Hier  ist  die  Invariante  Sl  zu  bestimmen  aus 

X  ^-  =  0. 

ox 

Daher  darf  Sl^y  angenommen  werden.  Die  Curven  y  =  Const.  sind 
also  die  Bahncurven.'  Um  die  eventuell  existierenden  Curven  mit 
lauter  einzeln  invarianten  Punkten  zu  finden,  haben  wir  |  =  »^  =  0 
zu  setzen.  Dies  giebt  hier  nur  x  =  0,  d.  h.  alle  Punkte  der  y-Axe 
sind  invariant.  Die  y-Axe  ist  folglich  auch  eine  invariante  Curve. 
Schematisch  deuten  wir  diesQ  Ergebnisse  durch  die  Fig.  5  an,  in 
welcher  die  Pfeile  längs  der  Bahncurven  y  =  Const.  die  Richtuncren 
angeben,  in  welchen  sich  die  Punkte  vermöge  der  infinitesimalen  Trans- 

formation  x  -^  bewegen.      Natürlich   würden   alle   Pfeile   umzukehren 

sein,  wenn  man  die  infinitesimale  Transformation  in  der  Form  —  x  J- 

ox 

angenommen  hätte. 


* 

t > 

3 

c 

■- 

; 
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1                             > 

I-ig.  5. 

2.  Beispiel:    S^i 
Uf  erzeugt  die  Gruppe 


Kig.  6. 
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Auch  hier  ist  die  Invariante  ü  ee  y  zu  setzen  und  die  Curven  y  =  Const. 
sind  die  Bahne urven.  Für  die  einzeln  invarianten  Punkte  haben  wir 
die  Bedingung  y  =  0,  d.  h.  alle  Puukte  der  a;-Axe  sind  einzeln  in- 
variant. Daher  vorstehendes  Schema  (Fig.  6).  Man  bemerke,  dass 
die  Gerade  y  =  0,  deren  Punkte  sämtlich  in  Ruhe  bleiben,  der  Schar 
der  Bahncurven  angehört. 

3.  Beispiel:     Die  infinitesimale  Transformation  der   eingliedrigen 
Gruppe  der  Rotationen  lautet: 


dy 


Die  Invariante  ii  bestimmt  sich  aus: 


Da 


oder 


dfl    ,       dSl 
^  ox    '        dy 

dx    dy 

—  y  X 


xäx  -\-  ydy  =  0 

die  zugehörige  gew.  Differentialgleichung  ist,  so  ist  die  Invariante 
Sl^x^-\-y^  zu  setzen.  Die  Bahncurven  sind,  wie  wir  ja  schon  wissen, 
die  Kreise  um  den  Anfangspunkt:  x^  -\-  y-  =  Const.  Setzen  wir  hier 
5  =  ?;  =  0,  so  kommt  nur  ein  einzelner  invarianter  Punkt,  nämlich 
der  Anfangspunkt.     Vgl.  die  Fig.  7. 


l-'ig.  7.  Fig.  8. 

i.  Beispiel:     Sei 

Uf=x^^-{-  xy^- 
'  dx    '       ^  dy 

Die  Invariante   Sl   der   von    Uf  erzeugten   eingliedrigen   Gruppe   muss 
die  Gleichung   Ufl  =  0  erfüllen  oder  also  die  Gleichung: 


dSl 


dSl 


a:.  +  2/  ä7  =  0- 
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Daher  ist  Sl  =i'.  -^  zu  setzen.  Die  Bahncurven  sind  uiso  die  <  lerüden 
^  =  Const.   Die  einzeln  invarianten  Punkte  ergeben  sich  aus  ^  =  j;  =0. 

Es    kommt    x^  =  xij  =  0    oder  x  =  0.     Also   ist    die  y-Axe   eine   in- 
variante  Gerade,   bestehend   aus   lauter   invarianten   Punkten   (Fig.  8). 
Die  endliehen  Gleichungen  der  Gruppe  siud,  wie  man  berechnen  möge: 
X  y 

Weitere  Beispiele  zur  Bearbeitung:     Uf  habe  eine  der  Formen: 
-'         öx     '    -^   cy  ' 
^        dx        "^  dy  ' 

'        ex     '    "^    cy 

Mau  bestimme  die  invarianten  Curven  und  Punkte  bei  den  betreffenden 
von  Uf  erzeugten  eingliedrigen  Gruppen  und  berechne  die  endlichen 
Gleichungen  dieser  Gruppen  entweder  durch  directe  Integration  des 
bekannten  simultanen  Systems  oder  durch  Benutzung  der  Reihen- 
entwickelung. 

Man  beweise,  dass  der  Kreis 

x'  +  if-=l 
bei  allen  Transformationen  der  von  der  infinitesimalen  Transformation 


r        2x)  dx  +  (^        27) 


erzeugten   eingliedrigen   Gruppe   invariant   bleibt,    und   zwar  ohne  die 
t  ndlichen  Gleichungen  dieser  Gruppe  zu  benutzen. 

§  4.     Einige  wichtige  Klassen   von   infinitesimalon  Transformationen 

der  Ebene. 

Im  Anschluss  an  die  in  den  bisherigen  Kapiteln  dargestellten 
Theorien  wollen  wir  in  diesem  Paragraphen  gewisse  interessante  (lat- 
tungen  von  infinitesimalen  Transformationen  besprechen. 

1)  Die  projcctiven  infhiitc^imale^i  Transformationen.  —   Untir  einer  rr..i«rti»« 
projectiven  Transformation  der  Ebene  versteht  man  eine  solclie,  welche  f..rm.uoo. 
alle  Punkte    einer    beliebig    «'ewählten  Geraden    wieder   in    die    Punkte 
einer   Geraden    iiberfiilirt.      Aus    der    ])r()jectiven    Geometrie   entlehnen 
wir  hier  die  Thatsache,  dass  eine  projective  Transfurnuition  der  Ebene 
iiligemein  dargestellt  winl  ilureh  zwei   (Jjeichungen  von  der  Forn>: 


=  0. 


76  Kapitel  4,  §  4. 

^^^  •*!         äx  ^  ey  -{-  g'     ^^        dx  +  ey  -^  g' 

in  denen  also  die  Nenner  beider  Brüche  dieselben  sind.  Dass  diese 
Transformation  alle  Punkte  einer  Geraden  wieder  in  die  einer  Ge- 
raden  verwandelt,  ist  leicht   zu   verificieren :    Die   Punkte   (jc,  y)   der 

Geraden 

y  =  XX  -\-  m 

werden  in  Punkte  (x\ ,  y,)  übergeführt,  für  die 

{a  -\-  b yi)  X  -\-  bm  -\-  c  {h  -\-  kW)  x  -^  km  -[-  l 

^  '^  {d  -^  e-n)  X  -\-  em  -\-  g  '      -^^         {d  -f  ex)  x  -\-  em  -f  g 

ist.  Durch  Elimination  von  x  folgt  hieraus  für  den  Ort  der  trans- 
formierten Punkte  (xyy  y^)  die  Gleichung: 

j  (jl  -\-  ex)Xy  —  («  +  &3<)     (ewi  -\-  g)x^  —  (hm  -\-  c) 
I  {d  -\-  ex)yi  —  (h  +  Jcx)     (em  +  g)  y^  —  (km  +  l) 
Dieselbe    ist    linear  in  x^,  y^,   denn   die   quadratischen   Glieder  j\,  y^ 
heben   sich   gerade   weg.     Sie   stellt  daher   ebenfalls   eine    Gerade   dar, 
auf  der  alle  transformierten  Punkte  (j\^  y^)  liegen. 

Andererseits  lehrt  diese  Betrachtung  aber  nicht,  dass  die  Trans- 
formation (4)  die  allgemeinste  ist,  welche  alle  Punkte  einer  beliebigen 
Geraden  wieder  in  die  Punkte  einer  Geraden  überführt.  Dies  entnehmen 
wir  vielmehr,   wie  gesagt,    aus    der  projectiven  Geometrie. 

Die  Transformation  (4)  ist  die  identische,  wenn  a,  y  und  Ic  gleich  1, 
alle  anderen  Constanten  gleich  0  sind.  Wünschen  wir  eine  infinitesi- 
male projective  Transformation  zu  erhalten,  so  haben  wir  also  den 
Constanten  a,  g  und  h  unendlich  wenig  von  1,  den  übrigen  Constanten 
unendlich   wenig   von  0  abweichende  Werte  zu   erteilen.     So   kommt: 

—  ^^_+_l"^  *  -\-  ob  ■  y  -[-8c  _  d/t  •  X-  -f  (l  -\-8k)  y -\- 81 

^'  ~  '8d~-'^~-\-~8e^-  y  -f  \  -f  8g'     ^^  ~~  8d-  x  -\-~8e-  y  +  T-fT^  ' 

Bis  auf  unendlich  kleine  Grössen  höherer  Ordnung  ist  aber  bekanntlich 

T-i j— T ,   ,    ,   ^    =\  —  Ödx  —  dc-y  —  dg 

Sd  •  X  -\-  8c  ■  y  -[-  \  -\-  8g  ^  "^ 

und  daher  kommt: 

-'i  =  [(1  +  da)x,  -f  öh  •  y  -\-  de]  [1  —  Öd  •  x  —  de  •  y  —  8g\, 
y,  =  [dA  . ./  -f  (1  -f  ÖA)  •  y  +  bl\  \\—bd'X  —  8ey  —  bg\, 

oder,  wenn  man  ausrechnet  und  die  unendlich  kleinen  Grössen  zweiter 
Ordnung  nicht  mehr  berücksichtigt, 

x^  =  (\  —  8d '  X  —  8e  ■  y  —  8g)x  -^  8a  ■  X  -\-  8h  -  y  -\-  8c, 

y^  =  (1  —  8d  ■  X  -  8c  ■  y  —  8g) y  -^  8h  ■  X  -\-  8Jc  ■  y  -\-  81, 

d.  h.  X  und  y  erhalten  die  Incremente: 
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dx  --  X,  —  r  =  de  -\-  (da  —  ö(j):r  -{-  öh  ■  y  —  dd  ■  x^  —  de  ■  xy , 

^y        yi  —  y  =  dl-j-dhx  +  {dk  —  d(j)  y—dd-  jy  —  de  ■  y- , 

oder,  wenn  man  die  infinitesimalen  Constanten  anders  bezeichnet: 

dx  =  (a  -\-  cx  +  dy  +  hx'  -\-  kry)  dt, 

^y  ={^  +  cx-^gy-\-  hxy  +  ky')  dt, 

sodass  die  gefundene  infinitesimale  projective  Transformation  der  Ebene 
das  Symbol  besitzt: 

Uf={a  +  ex  +  dy-\-hx'^kxy)  |^  +  {h  +  ex+gy  +  ^,.ry^kf)  f^  . 

Wir  werden  später  an  passender  Stelle  beweisen,  dass  hiermit  die 
allgemeinste  infinitesimale  projective  Transformation  der  Ebene  ge- 
funden ist*). 

Die  8  Constanten  a,  h,  c  •  ■  ■  k  können  irgendwie  angenommen 
werden.  Setzt  mau  sieben  derselben  gleich  0,  die  übrigbleibende 
gleich  1 ,   so   ergeben   sich   die   folgenden   8  infinitesimalen  projectiveu 
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und  die  oben  gefundene  infinitesimale  projective  Transformation  Uf 
kann  man  dadurch  herstellen,  dass  man  diese  8  speciellen  mit  Cou- 
stanten  multipliciert  und  addiert. 

Unter  den  infinitesimalen  projectiven  Transformationen  sind  offen- 
bar auch  einige  uns  schon  bekannte  enthalten:  die  infinitesimalen 
Translationen,  die  infinitesimale  Rotation  um  den  Anfangspunkt,  die 
infinitesimale  Ahnlichkeitstransformation  vom  Anfang>punkt  aus  und 
die  infinitesimale  affine  Transformation  längs  der  a;-Axe.  Es  ist  geo- 
metrisch einleuchtend,  dass  alle  diese  projectiv  sind,  d.  h.  alle  Punkte 
einer  beliebigen  Geraden  wieder  in  die  Punkte  einer  solchen  über- 
führen. 

Eine  gute  Übung  ist  es,  die  bei  den  oben  angegebenen  8  infini- 
tesimalen projectiven  Transformationen  invarianten  Punkte  uml  Ciirven 
zu  bestimmen.  Auch  ist  es  nicht  schwer,  die  endlichen  (Jieichungen 
der  von  diesen  8  infinitesimalen  Transformationen  erzeugten  eingliedrigen 
Gruppen  durch  Integration  der  betreflVnden  simultanen  Systeme  auf- 
zustellen. 


)  Man  bemerke,  diiss  tue  iiicreinente  ö x  iitnl  du,  wolriu«  iim-  liflniu^'r 
intiuitesimale  projective  Transformation  dm  Coordinaten  .r  ,  •/  erteilt,  ganze 
Functionen  (zweiten  Grades)  von  x,  y  nind. 
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Die  bei  der  infinitesimaleu  projectiven  Trausforihation 

Uf={a  +  er  -{-äy+  hx'  +  kxy)i^  -j- {h  +  ex  +  gy  +  hxy  +  Jcf)  |^ 

invarianten  Punkte  x,  y  ergeben  sich  durcb  Nullsetzen  der  beiden 
Coefficienten: 

a  -\-  ex  -\-  (hj  -\-  hx--{-  Txxy  =  0, 

b  -\-  ex-\-  (jy  -^  hxy  +  Icy-  =  0. 

Diese  beiden  quadratischen  Gleichungen  müssen  wir  durch  gemeinsame 

Wurzelpaare  x,  y  zu   befriedigen   suchen.     Die    erste  ist  linear  in  y 

und  giebt: 

a  -\-  ex  -\-  hx^ 

y  ~  d'^lcx 

Setzt  man  diesen  Wert  in  die  zweite  ein,  so  wird  sie  nicht  vom 
vierten,  sondern  nur  vom  dritten  Gerade  in  x,  d.  h.  es  giebt  (im  all- 
gemeinen) drei  Wertepaare  x,  y,  und  mithin  lässt  die  infinitesimale 
projective  Transformation  Uf  im  allgemeinen  drei  verschiedene  Punkte 
invariant.  Es  ist  dann  selbstverständlich,  dass  die  Seiten  des  von 
diesen  drei  Punkten  gebildeten  Dreiecks  invariante  Geraden  sein  müssen, 
denn  jede  dieser  Geraden  geht  ja  wieder  in  eine  Gerade  über,  während 
doch  zwei  Punkte  auf  ihr  fest  bleiben.  Wäre  noch  eine  vierte' Gerade 
invariant,  so  würden  ihre  Schnittpunkte  mit  den  drei  anderen  invariante 
Punkte  sein.  Da  es  aber  deren  nur  drei  giebt,  so  folgt,  dass  im  all- 
gemeinen keine  vierte  invariante  Gerade  existiert.  Das  invariante  Ge- 
bilde  von  Punkten  und  Geraden  ist  also  ein  Dreieck. 

Wohlbemerkt  können  für  specielle  projective  Transformationen 
(z.  B.  für  die  Translationen)  ganz  andere  Umstände  statthaben,  denn 
es  ist  möglich,  dass  die  obige  Auflösung  der  beiden  quadratischen 
Gleichungen  bei  besonderer  Wahl  der  Constanten  a,  h,  c  -  •  ■  k  zu  ganz 
anderen  Ergebnissen  führt.  Doch  wollen  wir  hier  nur  den  allgemeinen 
Fall  in  Betracht  ziehen.  Ein  tieferes  Eingehen  auf  diese  wichtige, 
wenn  auch  einfache  Frage  ist  hier  noch  nicht  am  Platze. 

Um  nun  die  Bahnairven  der  von  Uf  erzeugten  eingliedrigen  pro- 
jectiven Gruppe  zu  bestimmen,  wollen  wir  das  Coordinatensystem  so 
wählen,  dass  die  beiden  Axen  und  die  unendlich  ferne  Gerade  jenes 
invariante  Dreieck  bilden.  (Dies  lässt  sich  immer  durch  eine  projective 
Umformung  des  Coordinatensystems  erreichen.)  Alsdann  haben  die 
Constanten  a,  h,  c  •  ■  ■  k  in  Uf  specielle  Werte.  Da  zunächst  der  An- 
fangspunkt in  Ruhe  bleiben  soll,  so  muss  a  =  &  =  0  sein  (denn  für 
X  =  y  =  0  müssen  ^  und  y]  verschwinden).  Der  unendlich  ferne  Punkt 
der  a;-Axe  ist  invariant,  wenn  jede  Gerade,  die  ihn  enthält,  also  jede 


I 


Einige  wichtige  Klassen  von  infinitesimalen  Transformationen  der  Ebene.     79 

Gerade  ./  =  Const.,  in  eine  ebensolche  transformiert  wird.  Ist  also 
X  =  Const.  gesetzt,  so  muss  auch  x -\-  öx  =  Const.,  d.  h.  dx  muss  frei 
von  y  sein.  Demnach  ist  d  =  Jc  =  0.  Analog  ist  e  =  h  =  0,  sodass  bleibt: 

Die  endlichen  Gleichungen  der  von  Uf  erzeugten  eingliedrigen  Gruppe 
ergeben  sich  entweder  durch  Integration  des  simultanen  Systems 

in  der  Form 

-  lg  ^1  -  ^  =  ^  lg  X, 

d.  h.  aufgelöst  in  der  Form 

^\=xc^',     y^=ye^', 
oder  durch  Reihenentwickelung.    Es  ist  ja  hier 

üx  =  cx,     UUx  =  c-.ij      ••, 

^^y  =  9y,     VUy=o-y,    •■■, 
sodass  kommt: 

j\  =  x  +  ex  I  +  (^x  j^  H =  a:e^', 

Vi  =  y  +  oy  1  +  y-y  ~—^  -] —  =  y^^'. 

Die  Bahncurven  finden  wir,  indem  wir  aus 

X  =  x^e-',     y  =  //„e?' 
t  eliminieren.     Dies  giebt  als  Bahncurve 

(-)'  =  ( •")' 

oder,  wenn  ^  '  y»  =  7  {=  Const.)  gesetzt  wird: 

•'"■'  —  yif  =  0. 
Man  sieht,  dass  die  Bahncurven  algebraische  Curven  sind,  wenn  7  und  c 
m  rationalem  Verhältnis  stehen.    Für  c  =  1,  </  =  2  z.  B.  sind  sie  die 
Kegelschnitte: 

•'■"  -  yy  =  o, 

d.  h.  alle  Kegelschnitte,   welche   zwei  Seiten  dos  invarianten  Dreiecks, 
nämlich  die  x-A\e  und  die  unendlich  ferne  Gerade,   in  ihren  Schnitt- 
punkten mit  der  dritten  Seite,  der  f/-Axe,  berühren. 
Ist  c  :  g  nicht  rational,  so  sind  die  Bahncurven 

./*  —  yi/  =  0 
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transcendent.   Um  uns  eine  Vorstellung  von  ihrem  Verlaufe  zu  machen, 
bemerken  wir,  dass  ihre  Differentialgleichung  lautet: 

dx        dy  ^ 

ex  gy  ' 

also  die  Differentialgleichung  ihrer  orthogonalen  Trajectorien  diese  ist: 


dx    f^  dy  ^ 

gy  "i     ex  ~ 


oder: 


cxdx  +  gydy  =  0, 
deren  Integralcurven  die  Kegelschnitte 

cx^  -\-  (J]r  =  Const. 
sind.     Mithin   sind    die  Bahncurven   von   Uf  die   orthogonalen  Trajec- 
torien *)    einer    Schar    von    ähnlichen    und    ähnlich    gelegenen    Kegel- 
schnitten, deren  Axen  in 
den  Coordinatenaxen  lie- 
gen. (Siehe  Fig.  9.) 

2)  Die  conformen 
oder  winkeltreuen  infini- 
tesimalen Transformatio- 
nen. —  Eine  Punkttrans- 
formation heisst  conform, 
wenn  sie  zwei  beliebige 
sich  in  einem  Punkte  p 
schneidende  Curven  in 
Curven  überführt,  die  sich 
in  dem  aus  p  nach  p^  transformierten  Punkte  unter  demselben  Winkel 
schneiden  wie  die  ursprünglichen  Curven  in  p. 

Wir  wollen  aus  der  Functionentheorie  entnehmen,  dass  jede  solche 
Transformation  dadurch  dargestellt  wird,  dass  man  die  transformierten 
Coordinaten  a", ,  y^  dem  reellen  Teile  und  dem  Factor  des  mit  i=y —  1 
behafteten  Teiles  einer  beliebigen  Function  von  x  +  iy  gleich  setzt, 
also  annimmt: 

^"i  +  iyi  =  9>  (^-  +  ^y)' 

Soll  diese  Transformation  infinitesimal,  etwa  t  ^ 1-  ri  -tt—  ,    sein  ,    so 

'  ^  dx     '     '  dy  '  ' 

muss  Xi  -j-  iiji   unendlich  wenig  von  x  -j-  iy   verschieden  sein.     Es  ist 


Fig.  0. 


*)  Ein  geometrisches  Studium  aller  Curven,  die  eine  infinitesimale  projectivc 
Transformation  gestatten,  wurde  zuerst  ausgeführt  von  Klein  und  Lie  in  den 
Math.  Annalen  Bd.  3.  Die  im  Texte  gegebene  geometrische  Definition  der 
Curven  x^  —  yy"^  =  O  rührt  von  Sehe f fers  her. 
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also  dann  nur  das  obere  Vorzeichen  zu  berücksichtigen  und  zu  setzen: 

^1  +  ^>i  =  x+  i'!/  +  i'(x  +  itj)  dt. 
^  und  fj  sind  also  der  reelle  Teil  und  der  Factor  des  mit  i  behafteten 
Teiles  der  Function  ^(a;  +  iy\  d.  h.  es  ist 

!  +  «>?  =  i'{x  +  iy). 
4>  erfüllt  als  complexe  Function  die  Bedincruno- 

dtp    ,    .  dip 


und  diese  ist  auch  hinreichend  für  ip.   Also  folgt*):  Die  infinitesimale 
Transformation  * 

ii^  +  v^ 

^  cx^^  dy 
ist  dann  und  nur  dann  conform,  wenn  ^  und  ri  die  Bedingung  erfüllen: 

ex    '       dx    '       cij         cy 
Z.  B.   die  infinitesimale  projective  Transformation 

Uf=  {a  +  CX  +  ihj  +  ha-'-  +  l-xy)  4^  + 

+  (&  +  ex  -]-gy  +  hxy  +  hy^  |^ 
ist  conform,  wenn: 

(c  +  2hx  +  hy)  +  i{e  +  hy)  +  i{d  +  /j,r)  -  {g -\-  Jix  +  2]cy)  =  0, 
d.  h.   —  da  dies  für  alle  x,  y  gelten  soll  —  wenn: 

c  -\-  ie  +  id  —  g  =  0,     h  -{-  ilc  =  0 
ist.     Soll  sie  insbesondere  auch  reell  sein,  so  muss  also  einzeln 

(^  =  9j     e-\-d  =  0,     h  =  0,    k  =  0 
sein,  und  somit  hat  die  allgemeine  reelle  conforme  und  infinitesimale 
projective  Transformation  das  Symbol: 

(a  +  er  ^dy)^  +  (b-  dx  +  cy)^- 

j     Dasselbe  setzt  sich  linear  mit  Constanten  zusammen  aus  den  vier  ein- 
zelnen conformen  und  projectiven  Transformationssymboleu: 

IL     ^       IL  j^    IL       IL  _    IL 

dx'       cy'     ^  dx  ~^y  d>j'     y  ex        ^'  dy  ' 
t    Diese    stellen    die  Translationen,    die  Ähnlichkeitstransformation   vom 

I*)  An  einer  anderen  Stelle  werden  wir  zeijjen,  dass  eben  die  Gruppentheorio 
die   einfachste  Bestimmung   der   grüssten   continuiorlichen   Gruppe    von  conformen 
Transformationen  des  n-fach  ausgedehnten  Raumes  liefert. 
Li«,  Diflereutialgleicliungou.  G 
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Anfangspunkt  aus  und  die  Rotationen  um  den  Anfangspunkt  dar,  die 
auch  geometrisch  sich  sofort  als  conform  erweisen. 

Flächen-  3)  Die  flächentreuen  infinitesimalen  Transformationen.  —  Wir  nennen 

^forma^tloreine  Transformation  flächentreu,  wenn  sie  eine  behebige  geschlossene 
Curve  stets  in  eine  geschlossene  Curve  überführt,  welche  denselben 
Flächeninhalt  hat  wie  jene.     Insbesondere  sei 

eine    infinitesimale   flächentreue    Transformation.     Man    kann    zeigen, 
dass  für  eine  solche 

dx     '    oy 
ist. 

Zu    dem    Ende    betrachten    wir    das    Dreieck    J,    das    von    den    drei 
Punkten  mit  den  Coordinaten 

«,  y, 

x-]ra,     tj-\-l, 

«  +  «,    y  -\-  ß 

gebildet  wird.     Der  doppelte  Inhalt  desselben  ist  bekanntlich 

7  =  a/3  —  al. 
Der  Punkt  {x,  y)  wird  nun  durch   Uf  übergeführt  in: 
(5)  oc^  =  x-{-h,öt,    yi  =  y-\-v^t- 

'       Ferner   geht   der   Punkt   (x  +  a,  y  -{- h)   über   in   einen   Punkt   {x^  +  «i, 
Vi  +  h\  ^ür  den: 

Xj_  +  a^  =  X  -{-  a  -\-  ^(x  -{-  a,  y  -\-  h)  8t, 

2/1  +  ^1  =2/  +  ö  +  ^Ca^H-  «'2/  +  ^)^^ 
ist  oder,  wenn  man  nach  a  und  &  entwickelt: 

x,  +  a,  =  x  +  a  +  iix,  y)öt  +  (|i  a  +  |i  i.)  d(  +  ■  ■  ■, 

Werden  a,  b  und  a,  ß  infinitesimal  angenommen,  d.  b.  wird  das  Dreieck  J 
unendlich  klein,  so  können  wir  diese  Entwickelungen  mit  den  in  a,  & 
linearen  Gliedern  abbrechen  und  erhalten: 

^x  +  ^'1  =  ^  +  ^'  +  '^^i  +  (H  «  +  H-O  ^^' 
?/,  +  &,  =  2/  +  ^>  +  nSt  +  (||-  a  +  1^  ft)  öt, 
oder  wegen  (ö): 
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^       Analog  geht  der  Punkt  (.r  +  «,  y  -f  ß)  bei   Uf  in  einen  Punkt  {x,  +  «, , 
1       Pi  +  Pi)  über,  für  den 


(7) 

ist.     Nun  war 

F-=  rt/3  —  ab 

der  (jetzt  von  zweiter  Ordnung  unendlich  kleine)  doppelte  Inhalt  des  in- 
finitesimalen Dreiecks  J.     Analog  ist 

der  doppelte  Inhalt  des  infinitesimalen  Dreiecks  z/j,  in  welches  z/  durch 
Uf  übergeführt  wird.  Die  infinitesimale  Transformation  üf  soll  flächen- 
treu, d.  h. 

I     sein.     Dies  giebt  nach  (6)  und  (7): 

oder,  wenn  man  ausrechnet,  wobei  sich  die  Glieder  2.  Ordnung  fortheben, 
und  die  Glieder  von  höherer  als  3.   Ordnung  vernachlässigt: 

-«(Ä«+if^)-(i«+i^)^=o. 

Hierin  heben  sich  einige  Glieder  fort.    Da  diese  Bedingung  für  alle  infini- 
tesimalen Dreiecke  J,   d.  h.  für   alle  infinitesimalen  Werte  von  a,  «,  6,  ß 
I    erfüllt  sein  muss,  so  kommt  einfach 

1^+^  =  0- 

dx     '     dy 

Diese  Gleichung  müssen  also   alle  flächentreuen  infinitesimalen  Trans- 
formationen erfüllen. 

Mau   kann   auch  beweisen,   dass,  weün  umgekehrt  §  und  >;  diese 
Bedingung  erfüllen,  alsdann  die  infinitesimale  Transformation 

'  dx    '     '  dij 

»!   flächentreu  ist.     Wir  wollen  jedoch  hierauf  nicht  weiter  eingehen. 
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Die    flächentreue    Transformation    IJf    können    wir    noch    etwas 
anders  schreiben:    Wegen 

dx  dy 

lassen    sich    |  und  —  ri   als   die  Differentialquotienten  einer    einzigen 
Function  q  (x,  y)  auffassen : 

^  __  ^ dq 

sodass    die    infinitesimale    flächentreue    Transformation    allgemein    die 
Form  hat: 

TTf=  ^  ^  _  ^^    ^  . 
'         dy  dx        dx  dy 

Hierbei  bedeutet  q  eine  irgendwie  gewählte  Function  von  x  und  y. 

So  z.  B.  giebt 

cc^  -\-  y^ 

?=— i— 

die  infinitesimale  Rotation 

dl  _      dl 
y  dx       ^  dy' 

die  selbstverständlich  flächentreu  ist.     q  =  ax  -{-  ly  giebt  eine  infini- 
tesimale Translation. 
Setzt  mau  ferner: 

so  ergjebt  sich  die  flächentreue  Transformation 

y   dx~^  X  dy 
Die  endlichen  Gleichungen  der  von  ihr  erzeugten  eingliedrigen  Gruppe 
lauten:  ■_ 

X,  =  |/|-  {xy  +  20,  y.  =  ]/ 1  ^^y  +  20 

u.  s.  w. 

Die    Bahncurven    der    von    unserer    infinitesimalen    flächeutreuen 

Transformation 

77/'=  a^  a/  _  ap    a/" 
'  —  dy  dx        dx  dy 

erzeugten  eijigliedrigen  Gruppe  erfüllen  die  Differentialgleichung 

dx  __  dy 
dg  dg 

dy  dx 

oder: 

^^dx-\-^/-dy==0, 
dx  '    £^2/ 
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deren  Integral  ist: 

^Q(x,y)  =  Consi 

Soll  die  infinitesimale  projective  Transformation 
Uf=  {a  +  ex  +  dy  +  hx'  +  kxy)  |^  + 

+  {h  +  ex-j-f/y-\-hxy-^kf)^^ 

flächentreu  sein,  so  müssen  die  Constanten  die  Bedingung  erfüllen: 

c  +  2hx  +  Jcy  +  </  +  hx  +  2Jcy  =  0 
uud  zwar  für  alle  Werte  von  x  und  ?/,  d.  h.  es  muss  sein: 

g  =  —  c,     h  ==  k  ==  0, 
und  die  Transformation  lautet: 

(a  +  ex  +  chj)  ^^{h  +  ex-  ey)U-^, 

setzt  sich  also  linear  mit  constanten  Coefficienten  zusammen  aus  den 
fünf  en : 

£l     IL       K  ^    £l       K       K. 

dx'      dy '         dx  0 y'      ^  d x'         dy 

Um  das  zugehörige  q  zu  finden,  haben  wir  zu  setzen: 

^  =  —  'b-ex-]rey,     ||  =  a  +  ca;  +  fZ?/. 

Es  ist  also  anzunehmen: 

Q^  —  hx-\ray  —  ^x'-\-  cxy  -\-  ^  y\ 

d.  h.  die  Bahncurven  q  =  Const.  sind  Kegelschnitte  uud  zwar  alle  oo^ 
Kegelschnitte,  welche  sich  in  zwei  bestimmten  unendlich  fernen  (even- 
tuell imaginären)  Punkten  berühren,  oder  anders  ausgesprochen:  welche 
gemeinsamen  Mittelpunkt  und  gemeinsame  Axenrichtungeu  haben,  sowie 
einander  ähnlich  sind. 

Erinnern  wir  uns  an  die  kinematische  Auffassung  des  §  4,  2.  Ka- 
pitel, so  sehen  wir,  dass  eine  infinitesimale  fläehentreue  Transfor- 
mation Uf  der  Ebene  eine  stationäre  Betvegimg  eines  incompressihclen 
Fluidiims  definiert. 


t 
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Abteilung  IL 

Verwertung  des  Begriffes   der  iiiflnitesimaleii  Transformation   für 

Differentialgleicliungen  erster  Ordnung  zwischen  zwei 

Veränderliclien, 

Nachdem  wir  in  der  ersten  Abteilung  die  Begriffe  „eingliedrige 
Gruppe"  und  „infinitesimale  Transformation"  im  Bereiche  der  Ebene 
eingeführt  haben,  wenden  wir  uns  jetzt  zur  Anwendung  dieser  Begriffe 
auf  gewöhnliche  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  zwischen  zwei 
Veränderlichen.  Unter  anderem  entwickeln  wir  den  Zusammenhang 
zwischen  dem  Begriff  des  Euler'schcn  Midtiplicators  einer  solchen 
Differentialgleichung  und  dem  allgemeinen  Begriff'  der  infinitesimalen 
Transformation  in  der  Ebene. 


Kapitel   5. 
Invariante  Cnrvenscliareu. 

Im  letzten  Kapitel  der  1.  Abteilung  haben  wir  unter  anderem 
Curven  betrachtet,  welche  bei  einer  Transformation  invariant  blieben, 
insofern  als  alle  Punkte  einer  solchen  Curve  durch  die  Transformation 
wieder  in  Punkte  ebenderselben  übergehen. 

Nunmehr  wollen  wir  zu  Curvenscharen  übergehen,  welche  bei 
einer  Transformation  invariant  bleiben.  Es  wird  sich  darum  handeln, 
zunächst  zu  definieren,  was  unter  einer  invarianten  Schar  von  Curven 
verstanden  werden  soll,  alsdann  ein  analytisches  Kriterium  für  die 
Invarianz  einer  Curvenschar  bei  Ausführung  einer  Transformation  zu 
gewinnen  und  endlich  zu  untersuchen,  wann  eine  Curvenschar  bei 
allen  Transformationen    einer   eingliedrigen  Gruppe  ungeändert  bleibt. 

§   1.     Kriterium  dafür,   dass  eine  Schar  von  oo^  Curven  der  Ebene 
eine  Transformation  gestattet. 

V\^ir  sagen,  dass  eine  Transformation  eine  Curve 

in  eine  andere  Curve 

überführt,  wenn   sie  die  Punkte  (x,  y)  der  ersten  Curve  in  die  Punkte 
(Xi,  «/i)  der  zweiten  Curve  überführt. 
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Wir  sagen  ferner,  dass  eine  Transformation  eine  Oiirvenschar         invariant« 

Cunreu- 

(o(x,y)  =  Const  "'^" 

invariant  lässt,  wenn  sie  jede  Curve  der  Schar  in  eine  Curve  der 
Schar  überführt.  Alsdann  benutzen  wir  auch  häufig  die  Redeweise, 
dass  die  Curvenschar  co  {x,  y)  =  Const.  die  Transformation  gestattet 
oder  sxdässt,  oder  dass  sie  durch  die  Transformation  in  sich  übergeführt 
ivird,  indem  ihre  einzelnen  Curven  durch  die  Transformation  unter 
einander  vertauscht  werden. 

So  z.  B.  wird  jede  Gerade  der  Schar  von  Parallelgeraden 
y  -^  XX  =  Const. 
bei  einer  Translation  (Verschiebung)  der  Ebene  wieder  in  eine  Gerade 
dieser  Schar  übergeführt.  Die  Schar  bleibt  also  bei  einer  Translation 
der  Ebene  invariant,  sie  gestattet  dieselbe.  Im  allgemeinen  wird  diese 
Translation  jede  Gerade  der  Schar  in  eine  andere  Gerade  derselben 
verwandeln;  wenn  jedoch  die  Richtung  der  Translation  mit  der  Rich- 
tung der  Geraden  zusammenfällt,  so  wird  jede  einzelne  Gerade  in  sich 
verschoben,  bleibt  also   auch  für  sich  invariant. 

Ferner    sieht    man    z.    B.,   -dass    die    Schar    der  oo^    Kreise    mit 
gleichem  Radius  r,  deren  Mittelpunkte  auf  der  a;-Axe  liegen: 

(x  -  cf  +  y^  =  r^ 
(mit  dem  Parameter  c)  bei  der  Translation  längs  der  x-Axe 

x^  =  x-{-t,  yi  =  y 
invariant  bleibt.  Diese  Translation  führt  nämlich  den  Kreis  mit 
Mittelpunktsabscisse  c  in  den  Kreis  mit  Mittelpunktsabscisse  c  -{-  ^ 
über,  was  geometrisch  selbstverständlich  erscheint,  aber  sich  auch 
analytisch  ergiebt,  da  durch  Einführung  von  x^  und  y^  in  die  Kreis- 
gleichung diese  übergeht  in 

(^\  -  c  -  tf  +  y,'  =  r^, 
also  in  die  Gleichung  des  Kreises  der  Schar,  dessen  Mittelpunkt  die 
Abscisse  c  -\-  t  hat.  Jeder  Punkt  des  ersteren  Kreises  (c)  wird  um 
die  Strecke  t  längs  der  x-Axe  verschoben,  sodass  er  in  einen  Punkt 
des  Kreises  (c  -j-  t)  übergeht.  Und  das  gilt  von  allen  Kreisen  (c) 
der  Schar. 

Wir    wollen    nun    eine    kurze    Bemerkung    aus    der    analytischen 

Geometrie   einschalten,   welche   wir   nachher  gebrauchen.     Wenn  zwei 

Gleichungen 

Ä{x,  y)  =  Const,     JB{x,  y)  =  Const. 

dieselbe  Schar  von  oo^  Curven  darstellen  sollen,  so  muss  eine  jede 
Curve     der    ersten    Schar    Ä{x,  y)  =  a    mit    einer    gewissen    Curve 
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B{x,  y)  =  h  der  zweiten  Schar  identisch  sein.  Zwischen  den  Con- 
stanten a  und  b  besteht  also  die  Beziehung,  dass  zu  jedem  a  ein 
bestimmtes  b  gehört,  d.  h.  b  ist  eine  Function  von  a: 

b  =  Sl(a). 
Liegt  nun   ein  beliebiger  Punkt  (x,  y)  der  Ebene  etwa  auf  der  Curve 

A{x,y)  =  a„ 

so  liegt  er  selbstverständlich  gleichzeitig  auf  der  Curve  B(x,  y)  =  Slia^) 
und  daher  besteht  identisch  die  Gleichung: 

B(x,y)  =  Sl{Ä{x,y)), 
in  Worten: 

Zwei  Gleichungen 

A{x,  y)  =  Const.,     B{x,  y)  =  Const. 

stellen  dieselbe  Schar  von  oo^  Curven  dar  dann  und  nur  dann,  wenn  B 
eine  Function  von  Ä  allein  ist: 

B(x,y)  =  £l{Ä{x,y)). 

Von  diesem  Hülfssatz  aus  der  analytischen  Geometrie  werden  wir 
sogleich  Gebrauch  machen. 
^liTirJ"  ^^  ^^^  nämlich 

Invarianz  (o{x,  y)  =  Const. 

einer  Cur- 

venschar.  ^.^^  Schar  von  oo^  Curvcn.     Wir  fragen  nach  einem  analytischen  Kri- 
terium dafür,  dass  dieselbe  die  Transformation 

(1)  x,=(p{x,y),    yi  =  t(x,y) 
gestattet. 

Jede  Curve  a)(x,  y)  =  Const.  soll  durch  die  Transformation  (1) 
wieder  in  eine  solche  Curve  übergehen.  Um  dies  auszudrücken,  haben 
wir  zunächst  die  Gleichung  der  Curve  aufzustellen,*  in  welche  eine 
Curve  G)(x,  y)  =  Const.  durch  die  Transformation  (1)  übergeführt  wird, 
und  dazu  bedarf  es  der  Auflösung  der  Gleichungen  (1)  nach  x,  y.    Ist: 

(2)  x=^(x^,y,),    y='Pix„y,) 

diese  Auflösung,  so  lautet  die  Gleichung  der  Curve,  in  welche 
^(^j  y)  ^^  Const.  transformiert  wird: 

co{0{x^,  2/i),  '-P'C^i,  ^i))  =  Const., 

allerdings  geschrieben  in-  den  Coordinaten  x^,  y^.  Diese  Gleichung 
soll  also  wieder  die  gegebene  Curvenschar  vorstellen,  die  wir,  wenn 
wir  auch  darin  die  Coordinaten  mit  x^,  y^  bezeichnen,  so  schieben 
können : 

üj  (x^ ,  ^i)  =  Const. 
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Nach   unserem   vorausgeschickten  Hülfssatze   besteht  daher  eine  Rela- 
tion von  der  Form 

oder  also  es  muss 

G>{x,y)=  W{G){x^,y,)) 

sein  vermöge  (2)  oder,  was  dasselbe  ist,  vermöge  (1). 

Dies  notwendige  und  hinreichende  Kriterium  lässt  sich  auch  durch 
Auflösung  nach  (o(x^,y^  so  aussprechen:  Es  muss  vermöge  der  Trans- 
formation (1)  co{x^,y^)  eine  Function  von  c}(x,y)  allein  sein: 

Dass  dies  Kriterium  auch  hinreicht,  ist  augenscheinlich,  denn  vermöge 
der  Transformation  geht  hiernach  die  Curve  co{x,  y)  =  c  in  die  Curve 
»(a^i,  i/i)  =  iß(c)  über,  welche  ebenfalls  der  Schar  angehört. 
Satz  1:  Die  Schar  von  oo^  Curven 

Cd  {x,  y)  =  Const. 
gestattet  dann  und  nur  dann  die  Transformation 

x^  =  (p{x,y),     yi  =  ip(x,y), 
ivenn  vermöge  dieser  Transformation  ci{x^jy^  eine  Function  von  03{x,y) 
allein  ist: 

cy{x,,y;)  =  ^{(o(x,y)). 

Beispiel:  Die  oben  betrachtete  Schar  von  oo^  Kreisen  mit  gleichem 
I    Eadius  r: 

(x  —  cY  -\-  y'^  =  r^ 

gestattet,  wie  wir  sahen,  die  Translation 

Xi=x-{-t,    yi=y. 
Um  dies  durch  unseren  Satz  zu  verificieren,  müssen  wir  die  Gleichung 
der  Kreisschar  erst  nach  ihrem  Parameter  c  auflösen: 


(o  ^  X  —  ]/>•-  —  y-^  =  c. 
In  der  That  ist  nun 

co(x„  y^)  =  x^—  Yr^^'y^  =  x -{- t  —  ]/?  —  y^  =  g){x,  y)  -f  t, 

d.  h.  eine  Function  von  a  (x,  y)  allein. 

§  2.     Kriterium  dafür,  dass  eine  Schar  von  oo^  Curven  alle 
Transformationen  einer  eingliedrigen  Gruppe  gestattet. 

Nunmehr  wollen  wir  untersuchen,  wann  eine  Schar  von  oo*  Curven  s','h,7'bii 

cinor  cin- 

COiX.li)  =  Const.  Slicdrigrn 

^     '  ^^  ...  Gruppe. 

uicht    nur    eine,    sondern    alle   Transformationen    einer    eingliedrigen 
Gruppe    Uf^i^^  +  K]  |J  gestattet. 


l 
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Die  Gleichungen  einer  beliebigen  Transformation  der  Gruppe,  die 
jetzt  an  die  Stelle  der  Gleichungen  (1)  des  vorigen  Paragraphen  treten, 
lauten  nach  Theorem  4  (3.  Kap.,  §  3): 


(3) 


t  t^ 

x^  =  X  -{-  Y  Ux  -f  Y~9,  UJJx  -\- 

^1  =  2/  +  T  ^^  +  1T2  ^^y  + 


Unser  Verlangen  kommt  nach  Satz  1  darauf  hinaus,  dass  für  jedes  t 
(nämlich  für  jede  Transformation  der  Gruppe  Uf)  vermöge  (3)  eine 
Relation  bestehen  muss  von  der  Form 

(4)  .         (a(x„y,)=^W{(o(x,y)). 

Die  Substitution  der  Werte  (3)  in  eine  beliebige  Function  ist  schon 
in  dem  citierten  Theorem  angegeben.     Danach  ist: 

t  t^ 

(5)  G}{xj^,  </i)  =  co{x,  y)  +  Y  U(o-\-  y:^  UUo  -\ . 

Dies  soll  nach  (4)  eine  Function  von  c){x,y)  allein  sein  und  zwar  für 
alle  Werte  von  t.  Es  müssen  demnach  die  Coefficienten  der  verschie- 
denen Potenzen  von  t  einzeln  Functionen  von  (d(x,  y)  allein  sein,  ins- 
besondere der  Coefficient  von  t^.  Als  eine  erste  notwendige  Bedingung 
ergiebt  sich  folglich,  dass  eine  Relation  bestehen  muss  von  der  Form 

(6)  U(o(x,  y)^^^f^  +  rjj^  =  Slico{x,  y)) 

und  zwar  identisch  für  alle  Werte  von  x  und  y.  Aber  diese  Be- 
dingung ist  auch  völlig  hinreichend,  denn  nun  ist  identisch 

TTTT  Trrt/'    \         y  ^^    \         ^^         dSl/^dco     .        d (o\ 

UUa^  =  USlico)  =  ^Sx+'id^  =  d^{^d-^  +  '^  dy) 

dSl  TT  dSl  r\  f    \ 

=  3—  c/oj  =  -j—  i5i(a)), 
d(ü  dm        ^    ^' 

also  auch  eine  Function  von  a  allein,  ebenso  UUUca  u.  s.  w.  In  (5) 
sind  also  wirklich  alle  Coefficienten  nur  Functionen  von  G}(x,y),  so- 
bald (6)  erfüllt  ist. 

Wir  haben  hier  wie  in  §  1  immer  nur  die  Forderung  gestellt, 
dass  jede  Curve  der  Schar  a  (x,  y)  =  Const.  vermöge  der  betreffenden 
Transformationen  wieder  in  irgend  eine  Curve  der  Schar  übergehe.  '■ 
Es  ist  nun  insbesondere  denkbar,  dass  jede  Curve  der  Schar  in  sich 
ühergefülirt  ivird,  also  einzeln  invariant  bleibt.  Offenbar  ist  dies  nur 
ein  Specialfall  des  Obigen  und  das  Kriterium  (6)  bleibt  auch  dann 
noch  richtig.  In  diesem  Falle  ist  aix,  y)  eine  Invariante  der  ein- 
gliedrigen Gruppe  und  demgemäss  hat  dann  (6)  die  speciellere  Form 
U(o  =  0.     (Vgl.  §§  1,  2  des  4.  Kap.) 
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Theorem  7:  Die  Schar  von  oo^  Curven 

CO  (x,  y)  =  Const. 

gestattet   dann    und  nur  dann  alle   Transformationen  der  ein- 
gliedrigen Gruppe  Uf,  wenn  Ua  eine  Function  von  co  allein  ist: 

Uco  =  Slici). 

Inshesondere    bleibt  jede    Curve    der   Schar    einzeln    bei    allen 
Transformationen  der  Gruppe  invariant,  ivenn  UcoeeO  ist*). 

Wir  forderten,  dass  die  Curvenschar.ö(a;,  ?/)  =  Const.  alle  Trans- 
formationen der  von  Uf  erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  gestatte.    Wir 
wollen   jetzt    einmal   nur  verlangen,    dass  die   Schar  die  infinitesimale  inT»"»"»? 
Transformation   Uf  der  Gruppe  gestatte.     Dieselbe  führt  alle  Punkte""". '"""'■ 
einer  Curve  Trans- 

,  ^  lormatit'U. 

CO (x,  y)  =  c 

in  ihnen  unendlich  benachbarte  Punkte 

x^  =  x-\-ldt,     ij^=y-\-ijdt 

über,  und  diese  sollen  wieder  auf  einer  solchen  Curve  liegen.    Es  soll 
also  der  Ausdruck: 

oder,   wenn    man   von  unendlich  kleinen  Grössen  2.  Ordnung  absieht: 

U  da     ,  di 


«(^,2/)  +  (^al  +  ^äi)'^^ 


eine  Function   von  co(x,y)   allein  sein.     Daraus  folgt,  dass  eine  Rela- 
tion von  der  Form 

bestehen  muss. 

Satz  2:  Die  Schar  von  oo^  Curven  oo{x,y)  =  Const.  gestattet  die 
infinitesimale  Transformation  Uf,  sobald  Ua  eine  Function  von  co 
allein  ist: 

Uco  =  5i(cD). 

Die  Übereinstimmung  dieses  Kriteriums  mit  dem  im  Theorem  7 
aufgestellten  lehrt  ferner: 

Satz  3:  Gestattet  eine  Schar  von  c»^  Curven  der  Ebern  ei)w  infini- 
tesimale Transformation,  so  gestattet  sie  auch  alle  Transformationen  der 
von  dieser  infinitesimalen  Transformation  erzeugten  eingliedrigen  Gruppe. 


*)  Lie,  Gesell,  d.  W.  zu  Cbristiania  1874. 
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§  3.     Beispiele. 
Wir  erläutern  das  Vorhergehende  an  einigen  einfachen  Beispielen. 
1.  Beispiel:  Die  Schar  von  oo^  Parallelgeraden 
ci{x,ij)  ^y  —  yix  =  Const. 
gestattet    alle  Translationen    der  Ebene,    wie    schon   in  §    1   bemerkt 
wurde.     Insbesondere    gestattet    sie    auch   alle   Translationen  der  ein- 
gliedrigen Gruppe 

x^  =  x-\-  at,  y^=y  +  bt, 
in  der  a  und  h  gegebene  Zahlen  bedeuten  und  t  der  Parameter  der 
Gruppe  ist.  Wir  wollen  dies  mit  Hülfe  unseres  Theorems  verificieren: 
Die  identische  Transformation  der  Gruppe  ergiebt  sich  für  ^  =  0,  die 
infinitesimale  also  für  t==dt.  Es  kommt  für  dieselbe  dx  =  adt, 
öy  ==hdt,  sodass  das  Symbol  der  infinitesimalen  Transformation  der 
Gruppe  lautet: 

ilf  z=  a  ^ \-  0  3— • 

'  ex    ' ,     ay 

Für  die  Geradenschar 

(0  ^y  —  jcx  =  Const. 


ist  nun 


ox  '  cy  ' 


Uca  ist  also  bloss  eine  Constante.     Eine  Constante  ist  aber  auch  als 
Function  von  co  allein  aufzufassen,  sodass  das  Kriterium  stimmt. 

3.  Beispiel:    Wir   fanden  in   §    1    auch,    dass   die   Schar  von  00^ 
Kreisen 

aix,  y)  ^  X  —  ]/r^  —  y^  ==  Const. 

alle    Transformationen    der    eingliedrigen    Gruppe    der    Translationen 
längs  der  :c -Achse: 

^1  =x  +  t,    y^  =  y 

gestattet.     Die    infinitesimale   Transformation    dieser   Gruppe    hat  das 
Symbol 

und  es  ist  daher: 

ox  ' 

d.  h.    in    der  That    eine   Function    von   a    allein,    nämlich   bloss   eine 
Constante. 

3.  Beispiel:    Die  Schar  von  00^  Geraden 

CO  ^  -  =  Const. 

X 
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durch    den   Anfangspunkt   gestattet,    wie   schon   geometrisch    klar   ist 
alle  Rotationen  um  denselben: 

Xi  =  X  cos  t  —  y  sin  t,     y^  =  x  sin  t  -\-  y  cos  t. 

Um  dies  analytisch  zu  beweisen,  bilden  wir  die  infinitesimale  Rotation: 

welche  die  Gruppe  jener  endlichen  Rotationen  erzeugt,  und  berechnen 
Uco.     Es  kommt: 

Uco  ist  also  wirklich  nur  eine  Function  von  co. 

4.  Beispiel:  Die  Schar  der  concentrischen  Kreise  um  den  An- 
fangspunkt 

a^x^  -\-  y-  =  Const. 

gestattet  offenbar  auch  die  soeben  betrachtete  eingliedrige  Gruppe 
von  Rotationen.  Um  diese  geometrisch  augenscheinliche  Thatsache 
analytisch  zu  beweisen,  haben  wir  zu  bilden: 

Hier  tritt  der  besondere  Fall  Uca  ^0  ein,  der  aussagt,  dass  jeder 
Kreis  x^  +  y^  =  Const.  einzeln  bei  allen  Rotationen  der  Gruppe  in- 
variant bleibt,  was  ebenfalls  geometrisch  einleuchtet,  weil  diese  Kreise 
die  Bahncurven  der  Gruppe  sind. 

5.  Beispiel:  Die  vorhergehenden  Beispiele  waren  nur  Verificationeu 
des  Theorems  7.  Jetzt  wollen  wir  an  einem  Beispiel  zeigen,  wie  mau 
dies  Theorem  benutzen  kann,  um  alle  Scharen  von  oc'  Curven  zu 
finden,  welche  bei  einer  vorgelegten  Gruppe  TJf  invariant  bleiben,  und 
zwar  unter  der  Voraussetzung,  dass  nur  die  infinitesimale  Transfor- 
mation der  Gruppe  gegeben  sei.  Wir  wählen  die  eingliedrige  Gruppe 
der  Rotationen: 

jir cf    .         df 

Uf^-y.^-^x-^- 

Soll  die  Curvenschar  w U,  ?/)  =  Const.  diese  Rotationen  gestatten,  so 
muss   Uco  eine  Function  von  co  allein  sein: 

TT      doa     .         dco  f^/     \ 

Uc  =  -y^~-{-x^^  =  Sl{co). 

Entweder  istü^HiO,  dies  liefert  natürlich  die  Bahncurven  .r--|-f/-==  Const. 
Oder  aber  ß  ist  verschieden  von  Null.    Es  kann  immer  erreicht  werden, 
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dass  dann  Sl  ^  1  wird.  Denn  die  Curvenschar  ta  =  Coust.  kann  ja 
in  jeder  Form  1^(0)  =  Const.  geschrieben  werden  und  es  ist: 

^    ^         d(o  aco       ^    ^ 

Wählt  man  also  die  Function  t^(ö)  so,  dass 

^"^  i^(«)  =  1 

rfco  ^    ■' 

wird,  so  wird  Z7i/^(aj)  ^E  1.  Wir  dürfen  also  annehmen,  die  Curven- 
schar o  =  Cons{.  sei  so  geschrieben,  dass   JJco  =  1  wird  oder: 

3ca     ,         da»  ^ 

—  y^ — r^ä—  =  !• 

^  ox    '       oy 

Zur  Integration   dieser   Gleichung  bemerken   wir,   dass   sie   äquivalent 

ist  dem  simultanen  System 

dx  äy d(a 

—  y         X  1  ' 

und  dies  besitzt  ausser  x^  ■\-  y^  noch  ein  Integral,  das  03  enthält  und 
sich  leicht  berechnen  lässt.     Es  ist  ja: 

xdy — ydx         , 
a;«  +  y 
oder: 

arc  tg  —  —  CO  =  Const. 

°     X 

Die  allgemeinste  Curvenschar  a  =  Const.,  welche  alle  Rotationen 
um  den  Anfangspunkt  gestattet,  ergiebt  sich  demnach  aus  der  Gleichung 

F(rr2-f3/^,arctg-^  -«)  =  0 

durch  Auflösung  nach  co  in  der  Form: 

a{x,  y)  =  arctg  |-  +  f{x^  +  ?/')  =  Const. 

Hierin  ist  f  eine  beliebig  annehmbare  Function  von  x^  -\-  y^.  Ins- 
besondere ergiebt  sich  für  f  =  a  XgY x^ -\- y^  die  Schar  von  logarith- 
mischen Spiralen: 

arctg  --  +  «  lg  Vx^  ■\-y^  =  Const. 

Weitere  Beispiele  zur  Behandlung: 

1)  Zu  beweisen,  dass  die  Schar  der  00^  Kreise  x^  +  ?/^  =  Const. 
bei  allen  Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe 

^1  =  xi,    Vi  =  yi 
invariant  bleibt. 

2)  Zu   beweisen,   dass   dieselbe  Kreisschar   auch  alle  Transforma- 
tionen der  eingliedrigen  Gruppe 


I 
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x^  =  (x  COS  t  —  y  sin  t)e' ,     y^  =  (x  sin  t  -{-  y  cos  t)c' 
gestattet. 

3)   Zu    beweisen,    dass    die   soeben   angegebene   Gruppe   auch   die 
Schar  von  oo^  logarithmischen  Spiralen: 


arct 


rrl. 


Yx'  -\-  y^  —  ae     °  ^  =  Const. 
invariant  lässt. 

Natürlich  soll  jedesmal  das  Theorem  7  angewandt  werden.  Man 
verificiere  aber,  wo  es  nicht  evident  ist,  die  Invarianz  immer  noch 
nachträglich,  indem  man  vermöge  der  endlichen  Gleichungen  der  be- 
treffenden Gruppen  die  neuen  Veränderlichen  Xi,  t/^  einführt  und  sich 
davon  überzeugt,  dass  die  neue  Gleichung  der  Curvenschar  sich  mit 
der  ursprünglichen  deckt. 


Kapitel  6. 

Gewölinliclie  Differeiitialgleichnngeu  1.  Ordnung  in  x,  y,  welche  eine 
eingliedrige  Crruppe  gestatten. 

In  den  bisherigen  Kapiteln  hat  sich  noch  keine  Gelegenheit  ge- 
zeigt, die  Theorie  der  eingliedrigen  Gruppen  für  die  Differential- 
gleichungen zu  verwerten.  In  diesem  Kapitel  machen  wir  einen  ersten 
Schritt  in  dieser  Richtung. 

§   1.    Zusammenliang  zwischen  einer  infinitesimalen  Transformation 
und  einem  Integrabilitätsfactor. 

Wir  betrachteten  im  vorigen  Kapitel  eine  Schar  von  oo^  Curveu, 
welche  alle  Transformationen  einer  eingliedrigen  Gruppe  gestattete. 
Analytisch  werden  oo^  Curven  entweder,  wie  dort  geschehen,  durch 
eine  Gleichung  mit  einer  willkürlichen  Constanten 

a  {er,  y)  =  Const. 
oder    aber    als    die    Integralcurveu    einer    gewöhnlichen    DitVerential- 
gleichung  zwischen  x  und  y 
(1)  X(u;y)dy~Yix,y)clr  =  0 

definiert.  Von  jetzt  ab  wollen  wir  uns  an  die  letztere  Doiinition 
halten,  also  annehmen,  die  endliche  Gleichung  der  Curvenschar  sei 
nicht  bekannt,  sondern  nur  ihre  Differentialgleichung  (1)  sei  vorgelegt. 

Andererseits  nehmen  wir  an,  dass  wir  zufälliger  Weise  wissen, 
dass  die  durch  (1)  dargestellte  unbekannte  Schar  von  oo'  Curven  eine 
gewisse  bekannte  infinitesimale  Transformation 
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gestatte. 

Das  unbekannte  Integral  co{a:,y)  der  Differentialgleichung  (1) 
erfüllt  identisch  die  lineare  partielle  Differentialgleichung 

(2)  xl^  +  r|^  =  o. 

^  ■'  ex    '         cy 

(Vgl.  §  5  des  1.  Kap.)  Überdies  muss  für  dasselbe,  da  die  Curven- 
schar  o  =  Const.  die  infinitesimale  Transformation  üf  gestattet,  nach 
Theorem  7  (5.  Kap.,  §  2)   Uco  eine  Function  von  a  allein  sein 

(3)  C7«  =  ||^  +  o;|^  =  ß(«(a;,2/)). 

Wie  bekannt  ist  mit  a  jede  Function  0  von  o  allein  ebenfalls  Integral 
der  Differentialgleichung  (1),  denn  es  ist  ja: 

(4)  X 1^  +  r  f-  =  ^p^ .  (x  1^  +  r  1^)  =  0, 

^  ^  ox     '         öy  ao3        \      ox    '         oyi  ' 

sobald   (2)   erfüllt  ist.     Auch  ist    U0{g))   als   Function  von    0   allein 

darstellbar,  denn  es  ist: 

(5)  U0{co)  =  -^  .  Uco  =  ^-^  •  Sl(co). 

Wenn  hieraus  co  vermöge  0  =  0(w)  fortgeschafft  wird,  stellt  sich 
UO  als  Function  von  0  allein  dar. 

Setzen  wir  voraus,  dass  in  (3)  Sl(G))ä=0  sei,  d.  h.  dass  nicltt 
einzeln  jede  Integralciirve  a  =  Const.  für  sich  hei  der  infinitesimalen 
Transformation  Uf  invariant  bleibe  (vgl.  Theorem  7),  so  können  wir 
uns  offenbar  die  Function  0  von  co  so  gewählt  denken,  dass  C/C^^eI 
wird.  Denn  nach  (5)  haben  wir  zu  diesem  Zwecke  0  nur  so  zu  be- 
stimmen, dass 

^.ß(co)  =  l 

wird,  also  zu  setzen 

"  d 


1 


I 


-ii 


0—  . 

Folglich  dürfen  wir  voraussetzen,  für  das  unbekannte  (soeben  mit  0, 
von  jetzt  ab  mit  co  bezeichnete)  Integral  cx)(x,y)  sei: 

ex    '         öy 
und 

TT  y  d(o    ,        dco         ^ 

^^  ^  ^  ä^  +  '^  ä^  =  1- 

Aus  diesen  beiden  Gleichungen  lassen  sich  ö—  und  -^-    berechne:! 

°  ox  öy 

dco  Y  dco  X 

dx^~  Xri-YV      Ty^  Xii-Yi 
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Von  der  unbekannten  Function  a  sind  also  die  partiellen  Diüereutial- 

quotienteu    nach    x    und    y    bekannt.     Daher    ist    auch   a   selbst   uach 

einem  Satze  aus  der  Theorie  der  Differentialgleichungen  durch  blosse 

Quadratur  zu  bestimmen,  denn  es  ist  jetzt 

7  d(o   j       .    3(0   -j  Xdy  —  Ydx 

da  =  ö-  c/ä;  +  -ö-  dy  ==  —^ — :- 

dx  ^     dy    -^  Xri  —  Y^ 

notwendig   ein   vollständiges  Differential,   mit  anderen  Worten:  es  ist 

1 

ein  Integrabilitätsfactor  oder  Etüer' scher  3Iidtiplicator  der  gewöhnlichen^'^''"''?''»' 
Differentialgleichung  pucator. 

•  Xdy  -  Ydx  =  0. 

Theorem  8*):    Weiss  man,  dass  die  Schar  der  Inteyralcurven 
einer  vorgelegten  Differentialgleichung 

Xdy  —  Ydx  =  0 
eine  helcannte  infinitesimale  Transformation 

^  dx    ^     '  dy 
gestattet,   ivelche  jedoch   nicht  jede  Integralcurvc  für  sich  in- 
variant lässt,  so  ist 


Xr,  -  Y^ 

ein  Integrabilitätsfactor   der   Differentialgleichung   und  diese 
also  durch  eine  Quadratur  integrierhar  in  der  Form: 


J 


Xdy  —  Ydx        ^,        , 


Dieses  wichtige  Theorem  lehrt  also,  wie  die  Kenntnis  einer  in- 
fiuitesimalen  Transformation,  welche  die  Schar  der  Integralcurven 
invariant  lässt,  für  das  Integrationsproblem  verwertbar  ist. 

Doch  hatten  wir  ausgeschlossen,  dass  die  infinitesimale  Trans- 
formation jede  Integralcurvc  für  sich  invariant  Hesse.  Dies  darf  nicht 
überraschen:  Man  -kann  nämlich  von  vornherein  jede  infinitesimale 
Transformation  augeben,  welche  jede  Integralcurve  der  Ditfereutiul- 
gleichung 

Xdy  -  Ydx  =  0 

einzeln   invariant  lässt.     Denn   die  Differentialgleichung   ordnet  jedem 
Punkte  {x,  y)  die  Tangentialrichtung 

*)  Dieses  merkwürdige  Theorem  wurde  zuerst  1871:  voröfifeutlicht  in  den 
Verhandlungen  der  Gesellschaft  d.  Wiss.  zu  Cbristiania:  „Zur  Theorie  dos  lute- 
grabilitiltsfactors"  von  Sophus  Lie. 

Liü,  Diflcroutiulgluichmiguu.  • 
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dx        X 

der  durch  ihn  gehenden  Integralcurve  zu.  Soll  aber  die  infinitesimale 
Transformation  die  Integralcurven  einzeln  stehen  lassen,  so  muss  sie 
jeden  Punkt  {x,  y)  längs  seiner  Integralcurve  fortbewegen.  Die  Rich- 
tung   ?  ,   welche   die  infinitesimale  Transformation   |  ^ \-  rj  -^   dem 

Punkte    (x,  y)    zuordnet,    muss    also    gleich    der    Tangentialrichtung 

Y 

™r  sein.     Es  ist  also: 

l^Q{x,y)X,     ri  =  Q{x,y)Y 

zu  setzen.  Umgekehrt  lässt  jede  infinitesimale  Transformation,  deren 
I  und  rj  solche  Werte  haben,  die  also  das  Symbol 

p(.,,)(x|^+r|jO 

hat  —  und  zwar  bei  beliebiger  Wahl  der  Function  Q{x,y)  — ,  eine 
jede  Integralcurve  oj (a;, «/)  =  Const.  der  Differentialgleichung 

Xdy  —  Ydx  =  0 

invariant.  Diese  begrifflich  einleuchtende  Umkehrung  erhellt  auch 
analytisch:  Es  ist  ja 

ox    '         dy 


und  daher  auch  ^9 

d.  h.  diese  infinitesimale  Transformation  giebt  auf  co  ausgeführt  Null, 
was    aber    nach    dem   früheren  Theorem   7   aussagt,    dass  jede  Curve      ' 
oj  =  Const.  einzeln  die  infinitesimale  Transformation  gestattet. 

Da  wir  also  von  vornherein  alle  infinitesimalen  Transformationen 
kennen,  welche  jede  Integralcurve  der  Differentialgleichung 

Xdy  —  Ydx  =  0 

in  sich  transformieren,  so  kann  auch  nicht  überraschen,  dass  eine 
solche  infinitesimale  Transformation,  die  nichts  neues  aussagt,  auch 
nichts  für  die  Integration  -  der  Differentialgleichung  nützen  kann. 
Sonst  wäre  ja  jede  beliebige  Differentialgleichung  Xdy  —  Ydx  =  0 
durch  unsere  Methode  integrabel. 
Trluiflfr-  ^h^Q  derartige  infinitesimale  Transformation 

niatiou  einer  ^    ,  ^ 

Uifferontial-  /         \  Iv    ^t      i      xr^^A 

Rleichung.  Q{X,  y)yj^^-\-lj^j 

nennen  wir  daher  eine  für  die  vorgelegte  Differentialgleichung 


I 
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Xdy  —  Ydx  =  0 


oder 
triviale. 


ex     ^  Cy 


Um  einen  anderen  Ausdruck  unseres  Theorems  zu  finden,  maclien 
wir  auf  Folgendes  aufmerksam. 
Zunächst  gilt  der  Satz: 
Satz  1:  Führt  man  in  dne  Differentialgleichung 

X(x,y)dy—  Y(x,y)dx  =  0 

und  in   ihr   Integral  ci{x,  y)  gleichmtig  neue   Veränderliche  x^,  y,   ein 
ver7nöge  einer  Transformation: 

so  hat  die  neue  Bifferentialgleichnng  wieder  die  transformierte  Function 
CO  zum  Integral. 

Führt  man  nämlich  in  das  Integral  co{x,y)  die  neuen  Veränder- 
lichen x^,  y^  ein,  so  geht  es  etwa  in  a{x^,y^)  über.  Dann  ist  ver- 
möge der  Substitution 

Cfo  Cbi  CXi     1^  oä  cyi 

dx        dx^  dx    '    diji  dx  ' 

dfo d(ö  dxi    ^^  ccj  ct/i 

dy        dx^  cy  "*"  dy^  dy  ' 

Da  0)  die  Identität  erfüllt 

ex*         c  y  ' 

weil    es   nämlich   Integral   der  Differentialgleichung  Xdy  -~  Ydx  =  0 
ist,  so  ist  folglich 

X/^—  ^j£i  _L  f^  hh\  j_  t/^«ö  cx^    .    da  dyÄ  _ 
^  \dx,  dx  "T"  dy,  dx)  '^  ^  \d^,  cy  "^  Wx  dyl  ~  ^ 

oder  geordnet: 

(x|^  +  Y'-^) I"-  +  (x '.'-'^  -h y '/') ""  =  0. 

\      ex    ^         dy/cx,    '    \      y  x    '         dy/ ey. 

Wenn   man   in   den  Klammern  überall  ic,,  f/j  einführt,   so  stellt  also 
die  Gleichuns 

(^!:;+i't:)''!'.-(^f';?+>-i)'''-.=o 

diejenige   gew.   Differentialgleichung   dar,   deren   Intogral  io^x^^yi)  ist 


also: 


i 
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i 

Andererseits  folgt^  da  ^ 

dx,  =  If  dx  +  "/^  dy, 

^y^-^^'^-^jy^y^        ...        I 

ist,  wo 

ex   dy         ox   dy 
sein   soll,  dass  die ' Differentialgleichung  Xdy  —  Ydx  ==  0  durch  Ein 
führung  der  neuen  Veränderlichen  übergeht  in 

und  dies  ist  bis  auf  den  Factor  — ,   der  gestrichen  werden  kann,   die 
soeben  schon  erhaltene  Differentialgleichung,  deren  Integral  ö»  (rCi ,  «/J  ist. 

Damit  aber  ist  der  Satz  1  bewiesen. 

Noch    kürzer    ist    dieser    Beweis:    Ist    G){x,y)    ein    Integral    der 

Gleichung 

X{x,  y)dy  —  Y{x,  tj)dx  =  0, 

so    existiert    eine    Function    31{x,  y)    (ein    Euler'scher   Multiplicator), 

sodass 

dGi{x,  y)  "EE  M{X{x,  y)dy  —  Y{x,  y)dx) 

ist    für    alle    Werte   von   x,   y    und    ^-     Erhalten    nun    o,    M  und 
Xdy  —  Ydx  durch  Einführung  der  neuen  Veränderlichen: 

x^  =  cp{x,y),    yi  =  t{^,y) 

die  Formen:  

"(^;  y)  =  ^(^'1,2/1);   -^C^;  y)  =  -^^(fi;  2/1); 

X{x,  y)dy  —  Y{x,  y)dx  =  X(x„  yi)dy,  —  Y{xi,  yi)dx^, 
so  bestehen  diese  drei  letzten  Gleichungen  identisch  vermöge  unserer 
Transformation.     Aus  der  Identität 

dco{x,  y)  =  M{x,  y) .  {X{x,  y)dy  -  Y{x,  y)dx) 
folgt  daher  die  andere  Identität: 

dä{x^,  2/1)  =  M(x„y,)  .  {X(x„y,)dy,  -  Y(xi,  yi)dx,), 
und    diese    sagt    aus,    dass    das    transformierte    Integral  ^{Xi,yj)   ein 
Integral  der  transformierten  Differentialgleichung 

ICdy,  —  Ydx,  =  0 
ist,  wie  behauptet  wurde. 


1 
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Zugleich  ergiebt  sich  hieraus  ohne  weiteres  der 
Satz  2:    Eine  vorgelegte  Differentialgleichung: 
^(a;,  y)dy  —  Y{x,  y)dx  =  0 
hetvahrt  bei  Einführung  neuer   Veränderlicher: 

dann  und  nur  dann  his  auf  einen  unwesentlichen  Factor  ihre  Form, 
tvenn  jedes  Integral  (o(x,  y)  derselben  in  den  neuen  Veränderlichen  x^,  y^ 
eine  solche  Form  ä^x^,  y^)  annimmt,  dass  ä^x,  y)  eine  Function  von 
(o{x,y)  allein  ist,  anders  ausgesprochen,  ivenn  ä(x,  y)  ein  Integral  der 
ursprünglichen  Differentialgleichung  darstellt. 

Sagen  wir,  dass  eine  Differentialqleichunn  DiiTerentiÄi- 

X(x,  y)dy  -  Y{x,  y)dx  =  0  rtustr- 

inatinii 

eine  Transformation  gestattet,   sobald  sie  bei  Ausführung  derselben  bis  gestattet. 
auf  einen  unwesentlichen  Factor  ihre  Form  bewahrt,  also  etwa  über- 
geht in 

q{x„  y^)  {X{x„  y,)dy,  —  Y^x^,  yj)dx,)  =  0, 

so  können  wir  Satz  2  auch  so  aussprechen: 
Satz  3:    Eine  Differentialgleichung 

Xdy  —Ydx  =  0 
gestattet  eine  Transformation  dann  und  nur  dann,  tvenn  die  Schar  ihrer 
Integralcurven  diese  Transformation  zulässt,  anders  ausgesprochen,  tvenn 
jede  Integralcurve  bei  der  Transformaiion  in  eine  Integralcurve  übergeht. 

Kehren  wir  nach  diesen  notwendigen  Auseinandersetzungen  zu 
unserem  Theorem  8  zurück. 

Es  war  damals  nur  die  Rede  davon,  dass  die  Schar  der  Integral- 
curven eine  infinitesimale  Transformation  Uf  gestatte.  Aber  nach 
Satz  3  des  §  2,  5.  Kap.,  gestattet  sie  dann  auch  alle  endlichen  Trans- 
formationen der  von  Uf  erzeugten  eingliedrigen  Gruppe.  Dann  ge- 
stattet aber  auch  nach  dem  jetzigen  Satz  3  die  Differentialgleichung 
Xdy—  Ydx^O  alle  Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe  oder, 
sagen  wir  kurz,  die  eingliedrige  Gruppe  selbst. 

Daher  können  wir  jetzt  unser  Theorem  8  kürzer  so  aussprechen: 

Satz  4:    Wenn  eine  vorgelegte  Differentialgleichung 
Xdy  -  Ydx  =  0 

eine  vorgelegte  eingliedrige  Grtippie  Uf^^^--\-  r}  ^-  gestattet,  so  ist 

1 

ein  Integrabilitätsfactor  der  Differentialgleichung,  sobald  Xtj  —  Y^ZpO  ist. 
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Anders  ausgesprochen,  es  ist  dann 

Xdy  —  Ydx 

Xri  -  Yl, 

ein  vollständiges  Differential  und  demnach 

'Xdy—  Ydx 


J 


Xri-Yk 

ein  Integral  der  Differentialgleichung*). 

Im   Falle   Xri  —  Y|  ^  0    wäre    Uf  eine   triviale  Transformation 
der  Differentialgleichung. 

Am  bequemsten  merkt  mau  sich  das  Integral  in  Determinanteuform : 

'~*\  dx-  dy 
X      Y 


X      Y 


§  2.     Kriterium  dafür,   dass  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung 
1.  Ordnung  in  x,  y  eine  eingliedrige  Gruppe   Uf  gestattet. 

Nun  fragt  es  sich,  wie  wir  praJctiscJt  entscheiden  werden,  oh  eine 
vorgelegte  Differentialgleichung  Xdy  —  Ydx  =  0  eine  vorgelegte  eingliedrige 
Gruppe  Uf  gestattet.  Unser  im  vorigen  Kapitel  gegebenes  Kriterium 
setzte  ja  die  Kenntnis  der  Integralcurven  voraus.  Es  liegt  aber  in 
der  Natur  der  Sache,  dass  es  möglich  sein  muss,  ein  Kriterium  an- 
zugeben, welches  sich  auf  die  Kenntnis  der  Differentialgleichung  und 
der  infinitesimalen  Transformation  der  eingliedrigen  Gruppe  allein  stützt. 

Diese  Behauptung  wollen  wir  dadurch  erhärten,  dass  wir  ein 
solches  Kriterium  wirklich  ableiten.  Dazu  bedarf  es  einiger  Vor- 
bereitungen. 

Wir  betrachten  zwei  in  t^-  und   J-  lineare   und  homogene  Aus- 

ox  dy  ° 

drücke  von  der  Form: 


und 


Uf^  i{x,  tj)  1^  +  rj{x,  y)  ^J 
Af=X(x,y)l^^-{-Y(x,y)l^^ 


Es    sollen    also    Uf  und  Äf  nur    abkürzende   Bezeichnungen    für   die 
beiden  rechts  stehenden  Differentialausdrücke  sein. 
Ausdruck  Alsdauu  hat  der  Ausdruck 

U{A/)  — 

-Mm  U{Äf)  —  A{Uf) 

*)  Lie,  Gesell,  d.  W.  zu  Christiania,   1874. 
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einen  ganz  bestimmten  Sinn,  denn  U{Af)  bedeutet,  es  soll  in  Uf 
an  Stelle  von  f  der  Ausdruck  Äf  gesetzt  werden,  während  umgekehrt 
zur  Bildung  von  Ä(üf)  in  Äf  das  allgemeine  Functionenzeichen  f 
durch   Uf  zu  ersetzen  ist*).     Demnach  kommt 

dx\  ^  ex    *     '  cy/  cy\     ex    '     '  eyl 

Führt  man  die  hierin  angedeuteten  Differentiationen  aus,  so  findet 
mau,  dass  alle  zweiten  partiellen  t)iflFerentialquotienten  der  allgemeinen 
Function  f  sich  gerade  wegheben;   so  liefert  z.  B.  die  erste  Klammer 

ein  Glied  |X^  „,  das  auch  aus  der  dritten  Klammer,  aber  mit  ent- 
gegengesetztem Vorzeichen,  hervorgeht.  Es  ergiebt  sich  also  die  be- 
merkenswerte Thatsache,  dass  der  Ausdruck 

u{An  -  A{Uf)  =  (l  II  +  .,  11  -  X  %  -  r  D  |/  + 

'    \'  ex     '     '  cy  ex  cyl  cy 

auch,  wie  TJf  und  Af  selbst,  nur  die  ersten  partiellen  DiflFerential- 
quotienten  -J- ^  -J^  linear  und  homogen  enthält.  Kürzer  lässt  sich  die 
Formel  schreiben,  wenn  man  bedenkt,  dass 


7-7V fc^-^r           ^-^ 

i^^-«ll+4f 

A%—X^}-^  yI^~, 
*               ex     ^         cy  ^ 

^^-^fe  +  ^H 

Es  kommt  danach 

ist. 

(6)       V{Af)  -  A{TJf)  =  (UX  -  ^^)  1^  +  (ÜY-  Au)  |^  • 

Diese  wichtige  Formel,  die  von  Jacohi  für  n  Veränderliche  auf- 
gestellt worden  ist,  liefert  nun  leicht  das  gewünschte  Kriterium  dafür, 
dass  die  Difi'erentialgleichung 

Xdy  -  Y(Lv  =  0 

die  eingliedrige  Gruppe   Uf  gestattet. 

Die  Difi'erentialgleichung  Xdy—  Y(l.r  =  0  ist  nämlich  der  linearen 
partiellen  Difi'erentialgleichuug 


I  *)  Im   allgemeinen    schreiben   wir  Uf  und   nicht   U{f).     Nur  wenn  für  /  ein 

1      längerer  Ausdruck  steht,  wie  oben,  setzen  wir,  um  Zweideutigkeiten  und  Irrtumer 
I      zu  vermeiden,  die  Klammer. 
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ox    '         cy 
äquivalent,  deren  linke  Seite  eben  der  oben  mit  Af  bezeichnete  Aus- 
druck   ist,    sodass    diese    lineare    partielle    Differentialgleichung    auch 
kürzer  so  geschrieben  werden  kann: 

Af=0. 
Jedes  Integral  aipc^y)  der  Differentialgleichung 

Xdy  —  Yäx  =  0 
erfüllt  diese  lineare  partielle    Differentialgleichung  identisch,  d.  h.  es 
besteht  für  dasselbe  die  Identität; 

A(o  =  A  ^5 \-  1  -^-  z=^. 

ox    '         oy 

Damit  die  Curvenschar  co  (a;,  ^)  =  Const.  die  eingliedrige  Gruppe  Uf 
gestatte,  ist  nach  unserem  Theorem  7  (§  2  des  5.  Kap.)  notwendig 
und  hinreichend,  dass   U(o  eine  Function  von  co  allein  sei: 

Nun  ist: 

U{AGi)  =  U{0)  =  0 

A(TJa>)  =  A{^{co))  =  ^^-Aio  =  0. 
Die  oben  abgeleitete  Formel  (6)  giebt  daher,  sobald  f^a  gesetzt  wird: 

0^{UX-A^)  ll  +  (UY-  Arj)  1^. 
Es  ist  aber  Aco^O  oder  ausführlich  geschrieben: 

o  =  x^  +  r|^. 

ex    '        dy 
Die  beiden  letzten  Identitäten   ziehen   nach  sich,   dass   notwendig  die 
Proportion  besteht : 
n\  UX-  A^  ^  UY-Ät] 

v<;  X      —       Y      ' 

Bezeichnen  wir  dies  Verhältnis  mit  kioc^y),  so  ergiebt  sich  also: 
UX  -  Ai  ?-  kX,     UY-  A7)  =  lY 
und  daher  ist  auch  bei  beliebig  gewähltem  /': 

Kriterium 

Yrf^"!l  yrf*:^  o<^Gr  mit  Benutzung  der  Formel  (6): 

^mSfor  '  (8)  VW)  -A{JJf)^^k'Af, 

mivtiou  üf 
gestattet. 

Wenn  nun   umgekehrt  bei  beliebigem  f  eine  solche  Identität  be- 
steht,  also   U{Af)  —  A(Uf)  sich  nur  um   einen  Factor  K{x,  y)  von 
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Af  unterscheidet,  so  ergiebt  dieselbe,  wenn  co  ein  Integral  der  Dif- 
ferentialgleichung Xchj  —  Ydx  =  0,  also  ^o  ^  0  und  demnach  auch 
JJ^Aci)  ^  0  ist,  sobald  f^co  gesetzt  wird: 

ä(Ug))  =  0 
oder  ausführlich  geschrieben 

ox      '  dy  ' 

d.  b.  Uco  ist  ein  Integral  unserer  Differentialgleichung,  also  eine 
Function  des  Integrals  a  derselben: 

Ucü  =  ß(co) 

und  mithin  gestattet  die  Schar  der  Integralcurven  a  =  Const.  nach 
Theorem  7  (§  2,  5.  KajD.)  die  eingliedrige  Gruppe   TJf. 

Hiermit  ist  bewiesen: 

Theorem  9:    Die  gewöhnliche  Differentialgleichung 
Xdy  —  Ydx  =  0 

gestattet  dann  und  nur  dann  die  eingliedrige  Gruppe  Uf,  tvcnn 
Uf  und  der  Ausdruck 

für  alle  Werte  von  x,  y  und  für  alle  Functionen  f{x,  y)  identisch 
eine  Relation  von  der  Form  erfüllen: 

U{Af)  -  Ä(Uf)  ==  X  ■  Af, 
in  der  k  eine  Function  von  x  und  y  allein  hedeutef^). 

Dass  dies  Kriterium  notwendig  ist,  hätten  wir  auch  so  iu  ele- 
mentarerer Weise  einsehen  können.  Nach  unserer  in  §  1  eingeführten 
Terminologie  gestattet  die  Differentialgleichung 

Xdy  —  Ydx  =  0 
alle  Transformationen 

X^  =  X-{-ti-\ ,     y^  =  y-\-  tr}  -h  ■'  ■ 

der  eingliedrigen  Gruppe  Uf,  sobald  für  jedes  t  identisch  eine  Kolution 
besteht  von  der  Form: 

X{x  +  /|  +  .  .  .,^  +  hy  +  •  ■  ■)d{y  +  /,;  +  ...)- 

-Yix-\-n  +  ---,  y  +  />/  +  ••  ■)d{x  +  /^  _|_  .  .  .)  _ 
=  Q  {X{x,  y)dy  -  Y{x,  y)dx). 
Durch  Entwickelunff  nach  den   Potenzen   von   /  kommt: 


*)  Lie,  Gesell,  d.  W.  zu  Christiania,  1874. 
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X(x,y)dy  —  Y(x,y)dx-\r 

=  Q{Xdy  —  Ydx). 
Der  Coefficient  von  t^  giebt  also  insbesondere 

\     oy  Cy    *    ox  ^    ^     oy    '/     ^ 

(       v^^     \    -vf^i    ,    cY  y        dY    \    ^ 
\  dx    ^        ox    *    ex        ^     cy    '/ 

=  QiXdy  ~  Ydx) 

oder,  da  diese  Relation  in  zwei  einzelne  zerfällt  und  aus  denselben  q 
zu  eliminieren  ist; 

X  ^"^  -  Y  |i  +  ?7X        _  X  ?^  +  r  |i  +  t/r 
cy  oy  ex  ex 

_  _  _ 

Wir  haben  hierin  davon  Gebrauch  gemacht,  dass 

^  ox     '     '  oy  '      ^  ex     '     '  oy 

ist.     Indem  wir  nun  beiderseits  ^     +  -r^  subtrahieren,   nimmt    unser 

ox    *    cy  ' 

Kriterium  die  Form  an 


oder,  da 

ist: 

—  Äj 

~^  X  ~  Y 

Dies  ist  wieder  die  frühere  Formel  (7).  Also  sind  wir  auch  auf  dem 
jetzigen  Wege  zu  dem  im  Theorem  9  angegebenen  Kriterium  gelangt; 
freilich  lehrt  unser  jetziges  Verfahren  nur,  dass  es  notwendig,  nicht 
aber,  wie  das  frühere,  dass  es  auch  hinreichend  ist. 

Jedenfalls  lassen  es  die  letzten  Entwickelungen,  in  denen  wir  die 
Transformationen  der  Gruppe  direct  auf  die  Differentialgleichung  aus- 
übten, dann  aber  nur  die  Glieder  niederster  Ordnung  berücksichtigten, 
naturgemäss    erscheinen,    zu     sagen,    dass    die    Differentialgleichung 

Xdy  —  Ydx  =  0  die  infinitesimale  Transformation   Uf^^7^^-{-r}  '[ 

gestattet,  wenn  die  Relation  (7)  oder,  was  ja  dasselbe  ist,  eine  Rela- 
tion von  der  Form 


_x|J_r|J+  UX 

dx           dy 

_x?-'^-y|^+  UY 

ex           oy 

X 

~                       Y 

ex    '         cy             ' 

^ll+^ll-^^n 

-Ä^-\-  UX 

—  Ari+  UY 
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U{An-A{Uf)  =  ^-Af 

besteht,  wo  Äf=xl^4-Y  ^^  ist. 
'  '  ex     ^         cy 

Wir  können  danach  unser  Theorem  9  kürzer  so  aussprechen: 

Satz  5:    Die  Differentialgleichung 

Xdij  —  Ydx  =  0 

gestattet  alle  Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe  Uf  dann  und 
nur  dann,  wenn  sie  die  infinitesimale  Transformation  Uf  zidässt. 

§  3.     Beispiele. 

Es  wird  an  der  Zeit  sein,  diese  Theorien  durch  Beispiele  und 
zwar  zunächst  durch  möglichst  einfache  Beispiele  zu  erläutern. 

1.  Beispiel.  In  einem  früheren  Beispiele  (vgl.  §§  1  und  3  des 
5.  Kap.)  fanden  wir,  dass  die  Schar  der   co^  Parallelgeradeu 

y  —  KX  =  Const. 

die  eingliedrige  Gruppe  von  Translationen: 

x^  =  x  +  at,    yi=y  +  ht 

gestattet,  wo  a  und  h  bestimmte  Constanten  bedeuten  und  t  der  Para- 
meter der  Gruppe  ist.  Das  Symbol  der  infinitesimalen  Transformation 
dieser  Gruppe  ist: 

Uf=a^-i-h^, 

'  ex  '      cir 

während  die  Geradenschar  die  Differentialgleichung 

dy  —  xdx  =  0 
hat.     Wir  haben  hier  also  zu  setzen: 

'         ex    '        cy 
Prüfen  wir,  ob  eine  Relation 

ü(Af)  -  A{üf)  =  lAf 
auch   wirklich  besteht.     Offenbar   ist   hier  in  der  That  im  besonderen 

V{Af)-A{Uf):-0. 

2.  Beispiel,  das  wir  ebenfalls  früher  (§§  1  und  3  dos  ö.  Kap.) 
betrachteten:  Die  Schar  der  co^  Kreise  mit  gleichem  IJadius  ;•.  deren 
Mittelpunkte  auf  der  Abscissenaxe  liegen: 

{x  -  ay  +  y=^  -  r=^  =  0 
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gestattet  alle  Translationen  längs  der  x-Axe,  d.h.  die  eingliedrige  Gruppe 

■J-'     Es  ist  hier  also 

ex 


^f^%-  \ 


Um  die  DiflFerentialgleichung  erster  Ordnung  aufzustellen,  der  die  Kreis- 
schar genügt,  suchen  wir  zunächst  das  oben  mit  a  bezeichnete  Integral 
durch  Auflösung  der  Gleichung 

[x  —  af  +  2/2  -  r^  =  0 

nach  a.     Es  kommt 

Gi{x,y)-^x  —  yr^  —  if 

und  also 

d(a ^         dta y 


dx  ^     dy        Yr^  _  yi 

Daher  genügt  o  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung 


und  die  gew.  Differentialgleichung,  deren  Integral  a  ist,  lautet 


I 


ydy  -\-  Yr''  —  y'^  dx  =  0. 
Es  ist,  wie  sich  durch  Ausführung  ergiebt: 

UiÄf)-A{Un  =  0, 
d.  h.  das  Kriterium  stimmt. 

Unbequem  ist  hier  das  Auflösen  der  Gleichung  der  Kreisschar  ; 
nach  o.  Wir  hätten  allerdings  auch  ohne  Auflösen  die  Differential-  | 
gleichung  finden  können ,  deren  Integralcurven  diese  Kreise  sind.  ^ 
Denn  aus 

(x  -  a)2  -\-i/  —  r'  =  0 

folgt  durch  Differentiation 

X  —  a  -\-  yy  =  0 
oder  X  —  a  =  —  yy,  sodass 

y'y'^  -{-  y^  —  r^  =  0 

die  gesuchte  Differentialgleichung  ist.  Aber  um  Af  zu  bilden,  müssen 
wir  diese  Gleichung  in  der  Form  Xdy  —  Ydx  =  0  schreiben,  also 
doch  nach  y    auflösen,  wodurch  eben  die  obige  Form 


ydy  +  Yr^  —  y^  dx  =  0 

hervorgeht.     Wir  werden  späterhin  ein  Kriterium  dafür,  dass  eine  ge- 
wöhnliche Differentialgleichung 

F(x,  y,  y)  =  0 
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eine  eingliedrige  Gruppe    gestatte,  kennen  lernen,  das  sich  direct  an- 
wenden lässt,  ohne  dass  man  erst  nötig  hat,  nacli  y    aufzulösen. 
3.  Beispiel:  Die  Schar  der  Geraden  vom  Anfangspunkt  aus : 

—  =  Coust. 

X 

gestattet  die  eingliedrige  Gruppe  der  Rotationen 

Xj^  =  X  cos  t  —  y  sin  t,     «/^  =  ic  sin  ^  -j-  ?/  cos  ^ 
oder  also  die  eingliedrige  Gruppe: 

'  "^  ex    '       cy 

Die  Geradenschar  genügt  der  Differentialgleichung: 

^(ly  —  y(l^-  =  0- 


Es  ist  hier  also 
und  es  kommt 


l\Af)-A(,üf)  =  0, 
sodass  auch  hier  die  Verification  ausgeführt  ist. 

In  allen  drei  Beispielen  hat  sich  die  allgemeine  Bedingungsgleichung 

ü{Äf)  -  A{Uf)  =  X  ■  Af 
auf 

U{Af)-A{Uf)  =  0 

reduciert.  Sie  ist  symmetrisch  in  J./und  Uf.  Wir  bemerkten  schon,  dass 

Af^xU-^yU- 

'  ex     '        cy 

die  Form  des  Symbols  einer  infinitesimalen  Transformation  hat.    Fassen 
wir  also  Af  als  eine  infinitesimale  Transformation  auf  und  betrachten 

wir   üf^^  ^  -^  -\-  rj  ~  =  0  als  lineare  partielle  Differentialgleichung, 
0  X  c  y 

die  der  gewöhnlichen  Differentialgleichung 

i,dij  —  ridx  =  0 
zugehört,  so  folgt  aus  der  Symmetrie  der  Gleichmig 

U{Af)-A{Uf)  =  0, 

dass  die   letztere  Differentialgleichung    i,dy  —  7]dx  =  0  die   infinitesi- 
male Transformation  Af  gestattet. 

Prüfen  wir  dies  am    letzten  Beispiel.     Hier  ist  die  neue  Differen- 
tialgleichung  Uf=0  diese : 

'  "^  ex    ^        cy 
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und  die  zugehörige  gewöhnliche  Differentialgleichung: 

ydy  -\-  xdx  =  0. 
Ihre  Integralcurven  sind  die  concentrischen  Kreise 

x"^  +  y^  =  Const. 

Andererseits  ist  Afz^x-K^-\-yY~   ^^^   Symbol    der    infinitesimalen 
Transformation    der    eingliedrigen    Gruppe    von    Ahnlichkeitstransfor- 

mationen : 

x^  =  xt,     y^  =  yt. 

In  der  That  führt  jede  solche  Ähnlichkeitstransformation  jeden  Kreis 

der  Schar 

x^  -f  xf  =■  Const. 

wieder  in  einen  Kreis  dieser  Schar  über,  wie  wir  wissen  (vgl.  §  3,  5.  Kap.). 
Die  Relation 

U{Af)~A{Uf)^0 

lässt   also   zweierlei  geometrische  Deutungen   zu.     Wir  wollen  dies  in 
einem  Satze  aussprechen  und  dabei,  weil  Af  und  üf  ganz  symmetrisch 
auftreten,  auch  die  Bezeichnung  gleichartig  wählen: 
^  f\  Satz  6:    Ist 

Detitung  der  ^  ^    ,  , 

Relation  jj    ,■ fc      ^/       r  ^/  jt  r ■  k     ^' f      i  ^f 

tmd  ist  identisch 

u,{u,r)-  u,(uj)^o, 

so  gestattet  einerseits  die  Differentialgleichung 

lE,idy  —  rjj^dx  =  0 
die  eingliedrige  Gruppe  ü^fj  andererseits  die  Differentialgldchung 

i^dy  —  ri^dx  =  0 
die  eingVedrige  Gruppe  Uif. 

Wir  werden   später,  eine  neue   schöne   Deutung  dieser   wichtigen 
Relation 

u,{u,n  -  U.iUJ)  =  0 

geben.  — 

Nun  sei  noch  zu  unseren  Sätzen  ein  Beispiel  angeführt,  in  welchem 
U{Af)  —  A{Uf)  nicht  identisch  verschwindet: 

4.  Beispiel:  Die  Schar  der  oo^  Parallelgeraden 

X  —  ?/  =  Const. 

gestattet  jede  Ähnlichkeitstransformation: 

■'*i  =  •''^,    Vv  =  yt, 
denn  diese  führt  eine  Gerade 


I 
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X  —  y  =  c 
der  Schar  in  eine  andere 

*'i  —  Vi^fc 
derselben  über.     Die  Differentialgleichung  der  Geradenschar  lautet 

dy  —  (]j  =  0 


und  es  ist  also 


Af^ll  +  IL, 


während  jene  Ähnlichkeitstransformationen  die  der  eingliedrigen  Gruppe: 

^r^-li  +  y^ 

sind.     Hier  ist  nun 

d.  h.  es  besteht  in  That  eine  Relation  von  der  Form 

üiAr)~Äiun  =  k-Af, 

indem  hier  A  =  — 1  ist. 

Noch  eiuige  geometrische  Beispiele  mögen  hier  Platz  finden. 

5.  Beispiel:  Man  sucht  die  Curveu,  deren  Taugenten,  gemessen 
vom  Berührungspunkt  bis  zum  Schnittpunkt  mit  der  .i;-Axe,  die  cou- 
stante  Länge  a  haben  (die  sogen.  Tractriceti).  Ofienbar  wird  jede 
solche  Curve  durch  eine  Translation  längs  der  A-Axe  in  eine  eben- 
solche  übergeführt.     Die   Schar   der  Curven   gestattet   also   die    iufiui- 

tesimale    Translation    ^^-,    ihre    Differentialgleichung    ist    also    durch 
ex  ^  o  o 

Quadratur  integrierbar.     In  der  That,  diese  lautet 

oder: 

yd^  —  y^  dy  —  ydx  =  0 . 


Sit 


e  gestattet  ö—  und  hat  den  Multiplicator  —  • 


6.  Beispiel:  Man  sucht  die  orthogonalen  Trajectorien  der  ■x:' 
Kreise,  welche  die  /  -  und  die  y-Axe  berühren.  Diese  Kreise  werden 
durch  die  infinitesimale  Ahnlichkeitstransformation 

untereinander  vertauscht.  Da  diese  Transformation  sich  senkrecht 
schneidende  Curven  in  ebensolche  überführt,  so  erhellt,  dass  diese 
Ahnlichkeitstransformation  auch  die  Schar  der  gesuchten  '>rn.,Mrnnulen 
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Trajectorien    invariant    lässt   und    die    Differential gleicluing    derselben 

einen  bekannten  Multiplicator  hat.     Es  ist 

x^  —  2ax  -\-y^  —  2ay  -{-  a-  =  0 
die  Gleichung  der  Kreisschar.     Die  Differentialgleichung  dieser  Schar 
von  Kreisen  ergiebt  sich  durch  Differentiation: 
X  —  a  -]-  yy  —  ay  =  0 
und  Elimination  von  a  in  der  Form: 

oder:  

Hieraus  ergiebt  sich  die  Differentialgleichung  der  orthogonalen   Tra- 
jectorien, wenn  y'  durch  -  ^  ersetzt  wird,  also  hat  sie  die  Form 
^-JZJL  =  x  +  y-^V2Ty 

y   —  1 

oder  

{y  +  y2xy)  y  -X-  i2xy  =  0. 

Sie  gestattet,  wie  wir  wissen,   f//'=^|^  +  ^|^    "^^    besitzt    dem- 

nach  das  Integral 

äx  dy         I 

V  4^2x1/  X  +  V'ixy  1  _ 

y  +  y¥xy  X  -f  y2xy  1 

\       X  y        \ 

§  4.     Neuer  Beweis  und  Umkehrung  des  Theorems  8. 
Unser  unabhängig  von  Theorem  8  (§  1  dieses  Kapitels)  abgeleitetes 
Th^oxoir«. Theorem  9  (in  §  2)  giebt  einen  neuen  Beweis  für  das  erstere.     Wir 
fanden  nämlich,  dass  die  Differentialgleichung 

Xdy—  Ydx  =  ^ 
die  eingliedrige  Gruppe   ^Jf^l^^n^^j    ^ann    und   nur  dann  ge- 
stattet, wenn  die  mit  (7)  bezeichnete  Relation  (in  §  2): 

UX-Äk        UY  -  Ar] 
{V  X—  = Y— 


(O  = 


Neuer  Beweis  und  Umkehrung  des  Theorems  8.  ll;i 

oder,  ausführlich  geschrieben,  die  Relation 

,(y.     ex  €y  ox  öy  ex  rv  it.  /u 

[J)  ^  —  ^ 

erfüllt  ist.   Diese  Bedingung  kann  aber  in  der  Foriu  geschrieben  werden: 

(10)  1 - U  -^ - =  0 

^^^^  ex  Xt]  -  y|  ^  dy   Xri—  Yl 

Wir  erinnern  nun  daran,  wie  man  in  der  Theorie  der  Differential- 
gleichungen einen  Integrabilitätsfactor  M  der  Gleichung 

Xdy  —  Ydx  =  0 
definieren  kann.  Es  soll  ]a,M(Xdy  —  Ydx)  ein  vollständiges  Differential 
sein  und  dazu  ist,  wie  bekannt,  notwendig  und  hinreichend,  dass 

....  dMX    .    dMY        „ 

^     ^  ex      '       cy 

ist,    denn  MX.   und    —  MY  sind   die  partiellen    Differentialquotienten 
eines  Integrals  nach  y  und  x. 

Vergleichen  wir  (10)  mit  (11),  so  erhellt,  dass 

ein  Integrabilitätsfactor  ist,  und  dies  war  die  in  Theorem  8  aufgestellte 
Behauptung. 

Diese   Folgerung   lässt    sich    auch    umkehren:    Ist   M  irgend   ein  '  "'*;;_'^"'"'' 
Multiplicator  unserer  Differentialgleichung  ih.-.,rrmi« 

Xdy  —  Ydx  =  0 
I     und  bestimmt  man  |  und  ti  in  irgend  welcher  Weise  so,  dass  wie  in 
j    (12)  der  Bruch 


Xri-  Yl 

gerade    gleich   M   wird,    so    folgt    aus    (11)    rückwärts   (lU),   (JM,   \6) 
und   (7),    d.   h.   die    Differentialgleichung    Xdy  —  Ydx  =  0    gestattet 

die  eingliedrige  Gruppe   Vf  —T-  ^  -r^  +  ^  p     '     Daher  konnnt: 

Satz  7:   Ist  M  ein  Integrabilitätsfactor  dn  Differcntinh/hirhiiin, 
Xdy—  Ydx  =  (), 
•so  gestattet  diese  Gleichung  die  eingliedrige  Gruppe 


sobald  nur 
ist. 

1<  i  >! ,  DifTerontialgleichuiigun. 


Uf= 

+ 

ZXri 

1 

= 

M 
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Durch  die  Gleichung  (12)  werden  |  und  rj  nicht  vollständig  be- 
stimmt. Zu  einem  bekannten  Multiplicator  M  lassen  sich  also  un- 
endlich viele  infinitesimale  Transformationen  (oder  eingliedrige  Gruppen) 
angeben,  welche  die  Differentialgleichung  gestattet,  während  sich  aus 
einer  solchen  infinitesimalen  Transformation  nur  ein  Multiplicator  ab- 
leiten lässt. 

Bekanntlich  besitzt  jede  gewöhnliche  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  zwischen  x  und  y  einen  Integrabilitätsfactor  (ja  sogar  un- 
endlich viele),  und  daher  ergiebt  sich  der  Satz: 

Satz  8 :  Jede  gewöhnliche  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
zwischen  zwei  Veränderlichen  gestattet  unendlich  viele  infinitesimale  Trans- 
'^      formationen  oder  eingliedrige  Grujipen. 

Für  Differentialgleichungen  höherer  Ordnung  gilt  ein  ähnlicher 
Satz  nicht. 

Wir  werden  in  den  folgenden  Kapiteln  auf  den  Zusammenhang 
zwischen  infinitesimalen  Transformationen  und  Multiplicatoren  einer 
gewöhnlichen  Differentialgleichung  in  x  und  y  zurückkommen  und 
insbesondere  die  Wichtigkeit  unserer  Theoreme  durch  viele  Beispiele 
illustrieren. 

§   5.     Integration    der    gewöhnliehen    Differentialgleichungen    erster 
Ordnung  durch  Einführung  canonischer  Veränderlicher. 

Wie  wir  gesehen  haben,  lässt  sich  für  eine  vorgelegte  Differential- 
gleichung 

Xdy  —  Ydx  =  0 

ein  Multiplicator  angeben  und  also  ihre  Integration  durch  eine  Qua- 
dratur leisten,  sobald  man  eine  infinitesimale  Transformation  Uf  kennt, 
welche  sie  gestattet.  Es  giebt  nun  noch  eine  andere  sehr  bemerkens- 
werte Methode,  durch  welche  eine  bekannte  infinitesimale  Transfor- 
mation Uff  welche  die  Differentialgleichung  gestattet,  zur  Integration 
derselben  verwertet  werden  kann,  und  von  dieser  wollen  wir  zum 
Schluss  des  vorliegenden  Kapitels  noch  kurz  sprechen.  Doch  heben 
wir  sogleich  hervor,  dass  diese  neue  Methode  nur  dann  zum  Ziele 
führt,  wenn  die  Bahncurven  der  von  der  bekannten  infinitesimalen 
Transformation  erzeugten  Gruppe  schon  gegeben  sind. 
Kii.fühninf?  Das   Verfahren   besteht  darin,    dass   wir    an   Stelle   von  x  und  y 

v.rän.ior-  ncuc  Veränderliche  r  und  ti  einführen,  sodass  die  bekannte   infinitesi- 

male  Transformation   Uf  die  canonische  Form   ^  annimmt.     In  §  2 


des  3.  Kapitels  erkannten  wir,  dass  wenn  die  Bahncurven 


I 
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a  {x,  y)  =  Const. 
der  Gruppe   t//"  bekannt  sind,   alsdann   einfach  x.  ^  ci{x,y)   zu  setzen 
ist,  und  dass  sich  darauf  t),  das  die  Gleichung 

^  ^  ex  *  '  dy 
erfüllen  muss,  durch  eine  Quadratur  bestimmen  lässt.  Die  Curven- 
schar  \)  =  Const.  ist  hiernach  eine  von  den  Scharen,  welche  die  ein- 
gliedrige Gruppe  Uf  gestattet  (nach  Theorem  7,  §  2  des  5.  Kap.j, 
und  zwar  eine  beliebige  solche  Schar,  denn  wir  sahen  früher  (S.  94 
u.  96)  gelegentlich,  dass  jede  invariante  Schar,  die  nicht  aus  lauter  in- 
varianten Curven  besteht,  eine  solche  Form  (p  {x,  y)  ==  Const.  erhalten 
kann,  dass   U(p  gerade  gleich   1  wird. 

Die  vorgelegte  Differentialgleichung  XfZy  —  Ydx  =  0  möge  nun 
in  den  neuen  Veränderlichen  j:,  t),  aufgelöst  nach  ch),  die  Form  haben: 

dt)  -d{h^)dic  =  0. 
Sie  gestattet  die  infinitesimale  Transformation   üf,  die  in   den  neuen 
Variabein  lautet: 

K 

dt) 

Wir  werden  zeigen,  dass  hieraus  folgt,  dass  ^  frei  von  t)  ist.  Ob- 
gleich dies  auch  auf  andere  Weise  direct  eingesehen  werden  kann, 
wollen  wir  diese  Behauptung  durch  Benutzung  des  Theorems  9  (§  2) 
zur  Einübung  desselben  beweisen.  Wir  haben  statt  des  dortigen  Af 
und   Uf  zu  benutzen : 

v=f +sf'  "^^f 

und  es  kommt: 

Dies  soll  die  Form  A  •  5t/'  haben.  Das  geht  aber  offenbar  nur  so  au, 
dass  A  =  0  ist  und 

et)  ' 

.  d.  h.  die  transformierte  Differentialgleichung 

ih)  -  g(E)  di  =  o 

ist  ganz  frei  von  t),  und  ihre  Integration  ist  durch  eine  blosse  Qua- 
dratur zu  leisten: 

\)-Jh(lc)dl  =  Const 
I'        Satz  9:     Gestattet  die  Differentialgleichung 

Xdy  -  Ydx  =  0 
die  eingliedrige  Gruppe  Uf,  und  ketud  man  die  Bahncurrcn  der  Gruppt^  so 


I 
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Tcann  man  durcli  eine  Quadratur  solche  neue  Veränderliche  y,  t)  angehen, 
dass  die  Differentialgleichung  dadurch  die  Form  annimmt: 

also  durch  eine  ziveite  Quadratur  integrdbcl  tvird. 

Übrigens  braucht  nicht  notwendig  die  Curvenschar  )i)(x,  y)  =  Const. 
so  gewählt  zu  werden,  dass  Z7^  gerade  gleicli  1  wird.  Wenn  diese 
invariante  Schar  t)  allgemein  so  genommen  wird,  dass  ü\)  nur  nicht 
gleich  Null  ist  (denn  sonst  wäre  t)  =  Const.  die  Schar  der  Bahncurven 
j:  =  Const.),  also  etwa: 

U\)  =--  %{\)), 
so  ist  die  in  j  und  l)  geschriebene  Differentialgleichung,  die  zunächst 
die  Form 

hat,  auch  integrierbar.     Denn  sie  gestattet  ja 
und  es  ist  bei  ihr 

sodass  sich  ergiebt: 

U(«/-)-3((U/)  =  (|2;f-/(l,)5)|/. 
Es  soll  dies  die  Form  A  •  ?(/"  haben,  d.  h.  es  muss  X  =  0  und 

sein.     Es  ist  also 

a  lg  g      a  lg  z 


dt)  dt) 

9  lg  ?r 

-  öT —  enthält  demnach  kein  j  und  es  kommt: 

oder 

%  =  exW  .  e^(£). 

Die  Differentialgleichung  nimmt  also  die  Form  an: 

C-/01)  dt)  —  e^'^(£)  dl  =  0, 
d.  h.  sie  ist  separiert  und  durch  eine  Quadratur  integrierbar. 
Satz  10:     Gestattet  die  Diff'ercntialgleichung 
Xdy  —  Ydx  =  0 

eine  eingliedrige  Gruppe  Uf  und  kennt  man  die  Bahncurven  i{x,y)  =  Const. 
derselben,  so  bestimmt  man  eunächst  durch  eine  Quadratur  eine  beliebige 
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bei  Uf  invariante  Curvenschar  i){x,  y)  =  Const.  Führt,  man  alsdann  f 
und  \)  an  Stelle  von  x  und  y  als  Veränderliche  in  die  Differential- 
gleichung ein,  so  erscheint  sie  unter  separierter  Form,  ist  also  durch 
Quadratur  m  integrieren. 

Man  sieht,  dass  die  in  diesem  Paragraphen  entwickelte  lute- 
grationsmethode  nicht  so  viel  leistet  als  die  früher  in  Theorem  8  des 
§  1  gegebene,  denn  sie  setzt  die  Kenntnis  der  Bahncurven  der  ein- 
gliedrige)! Gruppe  Uf  voraus.  Insbesondere  ist  sie  aber  immer  an- 
wendbar, wenn  die  endlichen  Gleichuagen  dieser  Gruppe  Uf  bekannt 
sind  (vgl.  Satz  7  des  §  2,  4.  Kap.). 

Diese  im  Jahre  1869  von  Lie  entdeckte  Integrationsmethode 
dürfte  wohl  die  erste  sein,  bei  welcher  Invarianten  einer  continuier- 
lichen  Gruppe  in  hewusster  Weise  zur  Integration  von  Differential- 
gleichungen angewandt  wurden.  Wir  werden  an  einer  späteren  Stelle 
eine  dieser  Methode  analoge,  aber  allgemeinere  lutegrationstheorie 
entwickeln,  welche  Anwendung  auf  partielle  Differentialgleichungen  findet. 

Diese  Methode  giebt  das  allgemeinste  System  von  Veränderlichen, 
durch  deren  Einführung  alle  Differentialgleichungen,  welche  Uf  ge- 
statten, separiert  werden.  Unter  den  unendlich  vielen  Systemen  solcher 
Veränderlicher  kann  man  sodann  auch  nach  demjenigen  suchen,  welches 
der  transformierten  Differentialgleichung  die  einfachste  Form  erteilt 
und  dann  wird  man  im  allgemeinen  zu  eben  dem  neuen  Variiibeln- 
paar  geführt,  durch  dessen  Benutzung  die  betreffenden  Differential- 
gleichungen in  den  gebräuchlichen  älteren  Lehrbüchern  integriert  zu 
werden  pflegen. 

1.  Beispiel:    Will  man  die  sogen,  homogene  Differentialgleichung 

y  =  f  (!■) 

integrieren,   so  führt  man  bekanntlich   -  neben  x  als   neue  Veründer- 

X 

liehe  ein.  Dies  findet  seine  Begründung  durch  unsere  Methode.  Denn 
bei  der  vorstehenden  Differentialgleichung  ist  die  zugehörige  lineare 
partielle  Differentialgleichung 

und  die  Differentialgleichung  gestattet  die  eingliedrige  Gruppe  von 
Ahnlichkeitstransformationen : 


denn  es  ist  hier: 


'  ex    '    ^  cy 
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df    ,    l     dtp    ,        d(p  \  df 

U(Äf)-Ä(Uf)  =  -j^  +  {x-^  +  y^-9>)j^ 

und  dies  ist,  da  g)  homogen  in  x,  y  und  also  nach  dem  Euler'schen 
Satze  über  homogene  Functionen 

rr  ^-^  j_  .,  i£  =  0 
^  dx^y  dy  —^ 

ist,  gleich  —  Äf.  Nach  unserem  Theorem  9  gestattet  also  die  vor- 
gelegte homogene  Differentialgleichung  die  eingliedrige  Gruppe  der 
Ähnlichkeitstransformationen   Uf.     Die  Bahncurven  derselben  sind 

IL  =  Const., 

während  die  Schar  x  =  Const.  eine  invariante  Geradenschar  ist,  welche 
die  Gleichung  Ux  =  x  erfüllt.  Bei  Benutzung  der  Variabeln  -  und  x 
wird  also  die  homogene  Differentialgleichung  nach  Satz  10  in  der  That 
durch  Quadratur  integrabel. 

Dies  ist  die  Art,  in  der  man  die  homogene  Differentialgleichung 
gewöhnlich  zu  integrieren  pflegt.  Unsere  Methode  leistet  aber  noch 
mehr,  wir  können  das  allgemeinste  Variabeinpaar  angeben,  welches 
alle  homogenen  Differentialgleichungen  separiert.  Zu  dem  Ende  be- 
stimmen wir  J  so,  dass 

wird.     Diese  Gleichung  hat  das  allgemeine  Integral 

wo  X  eine  beliebige  Function  von  |    bezeichnet.      Ferner   bestimmen 
wir  t)  zunächst  so,  dass 

^  ex    '    ^  Cy 

wird.   Die  Function  t),  welche  dieselbe  erfüllt,  wird  einer  Gleichung 

fi^,  y)  =  o 

genügen,  und  diese  Function  /  erfüllt  die  lineare  Differentialgleichung: 

df    ,       dl    .dl  _  f. 
^  dx'^y  dy^  dV)~  ^' 

die  dem  simultanen  Systeme 

dx        dy dt) 

x   ^   y  1 

äquivalent  ist,  welches  -  und  lg  x  —  l)  zu  Integralen  hat,  sodass 
oder  also 
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t)  =  lg  :.  +  ^  (^^) 

ZU   setzen  ist,   wo  }i  eine  beliebige  Function  von  —   bedeutet.     Noch 

allgemeiner  dürfen  wir  als  t)  jede  Function  des  gefundenen  Ausdruckes 
benutzen,  wie  oben  bemerkt  wurde,  so  dass  wir  als  allgemeinstes 
Variabeinpaar,  welches  alle  homogenen  Diiferentialgleichungen  separiert, 
dieses  finden: 

worin  X,  [i,  v  arbiträre  Functionen  ihrer  Argumente  sind.  Von  allen 
diesen  Variabeinpaaren  ist  das  gebräuchliche 

im  allgemeinen  das  bequemste. 

2.  Beispiel:     Die  Differentialgleichung 
y  =^  <p{x -\- %y) 
gestattet  die  eingliedrige  Gruppe  von  Translationen: 

welche  von  der  infinitesimalen  Transformation 

'  dx    ^    dy 

erzeugt  wird.     Denn  hier  ist 

also 

U{Af)-A{Vf)  =  0. 

Die  Bahncurven  J  =  Const.  der  eingliedrigen  Gruppe  sind  die  Geraden 
X  -\-  y.y  =  Const.  Ferner  bleibt  bei  den  Translationen  natürlich  jede 
Schar  von  Parallelgeraden,  z.  B.  die  Schar  y  =  Const.,  invariant.  Es 
ist  auch   Uy  ^  1.     Wir  werden  also  nach  Satz  9  setzen : 

l=x-\-Ky,     t)  =  y 
und  erhalten: 

dTß  =  dx  -{-  Jcdy, 

d\)  =  dy, 

oder,  in  unsere  Differentialgleichung 

dy  —  ^(a;  -{-  xy)dx  =  0 
eingesetzt: 

d\)  —  (fiK)  (d^  -  xd\))  =  0 
oder 

(1  +  x(p{]c))d\)  -  (fit'd^  =  0. 
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Diese  Gleichung  ist,  wie  es  sein  muss,  frei  von  i)  und  giebt  durch 
eine  Quadratur  das  Integral 

oder  also  als  Integral  der  ursprünglichen  Differentialgleichung 

^  t  l  -]-  y.cp{x  -f-  -ny)     ^       '       "^^ 

3.  Beispiel:     Zur   Durchrechnung    empfehlen  wir    dem   Leser   die 
Differentialgleichung 

X  -\-  yy  '  ^        \    J  jy 

welche  die  infinitesimale  Rotation 

7-T-/. df     ,  cf 

gestattet.  Dies  weise  man  mit  Hülfe  des  Theorems  9  nach  und  führe 
dann  die  neuen  Variabein  ein.  Die  Bahncurven  sind  die  Kreise 
^  +  y^  =  Const.    und    eine    invariante   Curvenschar  ist  z.  B.  die   der 

Geraden  durch  den  Anfangspunkt:  -  =  Const.  Es  ist  f/  — :^1  +  (  — ) 
und  wir  werden  statt        lieber  arc  tg  —  wählen,  denn  es  ist 


J^(arctgf)  =  l. 


Demnach  wird   die  Differentialgleichung  durch  Einführung  der  Polar- 
coordinaten 

r  =  yx^  -\rif,     (p  =  arc  tg  |- 

frei    von   q),    also    durch    eine   Quadratur    integrabel.     Man   verificiere 

dies.     Hätte   man   als  neue  Veränderliche   ausser   j:  =  y'x'^  +  V^  nicht    jj 

arctg— ,    sondern  -^   selbst    als   l)   eingeführt,    so   wäre   der   Fall   dos 

Satzes   10  da:    die   Gleichung  würde   in   den   neuen  Veränderlichen   j: 
und  t)  separiert  sein. 
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Beziehungen  zwischen  den  infinitesimalen  Transformationen,   welche 
eine  gewöhnliche  Differentialgleichnng  erster  Ordnung  in  jc,  y 

gestattet. 

In  diesem  Kapitel  werden  wir  untersuchen,  welcher  Zusammen- 
hang zwischen  den  infinitesimalen  Transformationen  Uf  besteht,  die 
eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  gestattet.  Wir  werden  sehen, 
dass,  wenn  man  zwei  derselben  kennt,  sofort  ein  Integral  angegeben 
werden  kann  und  umgekehrt  die  allgemeine  Form  einer  infinitesimalen 
Transformation,  welche  die  Differentialgleichung  gestattet,  aus  einer 
beliebigen  derselben  und  einem  Integral  sehr  leicht  abzuleiten  ist. 

Vorher  müssen  wir  jedoch  noch  einige  Bemerkungen  über  das 
Rechnen  mit  den  Symbolen   Uf  machen. 

§  1.    Bemerkungen  über  das  Rechnen  mit  Symbolen  infinitesimaler 

Transformationen. 

Es  sei 

'  ^  dx  '  '  cy 
das  Symbol  einer  infinitesimalen  Transformation.  Wird  ganz  von 
seiner  Deutung  als  infinitesimale  Transformation  abgesehen,  so  stellt 
es  einen  Differeutiationsprocess  dar,  ausgeführt  auf  eine  beliebige 
P'unction  f  von  x  und  y.  Deshalb  gelten  hier  Regeln  für  die  Aus- 
führung dieses  Processes  auf  Summen,  Producte  u.  s.  w.  genau  in  der 
Weise,  wie  in  der  Differentialrechnung.     So  ist 

U{(p  •  i/;)  rr:  ^  •  Ucp  -\-  <p  •  Uil^ 

u.  s.  w.     Uc  ist  natürlich  Null,  wenn  c  eine  Constante  bedeutet. 
Seien  nun 

zwei  Symbole,  so  lässt  sich  aus  ihnen  der  Ausdruck 

ihiuj)  -  U,(UJ) 

runstruieren.  Derselbe  entiiält,  wie  schon  im  vorigen  Kapitel  gelegent- 
lich gezeigt  wurde  (in  §  2),  bemerkenswerter  Weise  keine  zweiten 
Differentialquotienten  von  /'  da  diese  sich  sämtlich  paarweis  fortheben. 
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Er  ist  also  auch  ein  Symbol  wie  TJyf  und  U^f.  Wir  werden  ihn  ab- 
kürzend mit  {U^  U2)  oder,  um  hervorzuheben,  dass  er  ein  auf  f  aus- 
geführter Process  ist,  mit  {U^f,  U^f)  bezeichnen: 

(u,  u,)  =  (uj,  u,f)  =  u,iu,n  -  U-AVj). 

Den   Ausdruck   {U1U2)  nennen   wir  den   mit    U^f  und   C/g/"  gebildeten 
auadl-uck'  Klammerimsclrucli.     Auf  seine  begriffliche  Bedeutung  können  wir  hier 
noch  nicht  eingehen. 

Insbesondere  ist  offenbar 

Bedeutet  ferner  oj  eine  Function  von  x  und  y  allein,  so  ist 

((D  C/i,  U,)  =  (o{U,  U,)  -  U.CO  .  UJ, 
wovon  man  sich  durch  Ausrechnung  überzeugen  möge. 

Überhaupt  empfehlen  wir  dem  Leser,  sich  mit  der  Bildung  des 
Klammerausdruckes,  der  eine  überaus  wichtige  Rolle  in  unseren  Theorien 
spielen  wird,  durch  mannigfache  Übung  recht  vertraut  zu  macheu.  Je 
gewandter  man  in  seiner  Ausrechnung  ist,  um  so  besser  übersieht 
man  die  theoretischen  und  praktischen  Entwickelungen  der  späteren 
Kapitel. 

Bei   solchen  Rechnungen  ist  es  recht  bequem,   die  umständlichen 

Zeichen   o—  und  -tt-  ,  solange  f  eine  beliebige  Function  bedeutet,  durch 

ox  dy  '  ^    '  °  ' 

kürzere,  nämlich  durch  p  und  q,  zu  ersetzen.  So  lautet  das  Symbol 
der  infinitesimalen  Rotation  um  den  Anfangspunkt  kurz  —  VP  -\-  ^ü 
oder,  da  es  mit  einer  beliebigen  Constanten  multipliciert  werden  darf, 
yp  —  xq.  Die  infinitesimale  Ahnliehkeitstransformation  vom  Anfangs- 
punkt aus  hat  das  Symbol  xp  -f-  yq,  die  infinitesimale  Translation 
längs  der  x-A.'s.q  das  Symbol  p,  die  längs  der  y-Axe  q,  eine  beliebige 
infinitesimale  Translation  das  Symbol  ap-\-hq,  wo  a  und  h  Constanten 
sind.  Das  Symbol  der  in  §  3  des  1.  Kap.  betrachteten  infinitesimalen 
affinen  Transformation  ist  xp,  u.  s.  w. 

Doch   wollen  wir  in  den  folgenden  theoretischen  Entwickelungen 

df 
zum  besseren   Verständnis   derselben   die   umständlicheren   Zeichen  -„— 

öx 

o  f 

und  ^—  beibehalten  und  erst  auf  einer  späteren  Stufe  die  Abkürzungen 

p  und  q  dafür  gebrauchen.  Immerhin  mag  der  Leser  sich  schon  jetzt 
damit  bekannt  machen. 

Schliesslich  heben  wir  noch  hervor,  dass  zwischen  drei  infinitesi- 
malen Transformationen  der  Ebene  {x,  y): 
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stets  eine  Gleichung 

identisch    besteht    für    alle   Werte   von  x^   y   und  f.     Eliminiert    man 

nämlich   die  Grössen  ^—  und  —-    aus    den    drei    obenstehenden    Glei- 
ox  cy 

chungen,  so  kommt: 


=  0 


oder 

(^2^3  -  ^Zn,)   UJ+  (13^1   -   ll^3)    U2f+  ai'?2   -   l2^l)    U,f  =  0 

df 

und  diese  Identität  zwischen  U^f,  JJ^f  und  U^f  besteht  für  jedes  ^— 
und   „— ,  d.  h.  für  jede  Function  f.     Ist  hierin 

unterscheiden  sich  also  U^f  und  TJ-^f  nicht  nur  um  einen  (von  x  und 
y  abhängigen)  Factor,  so  kömnen  Avir  durch  i,^i]^  —  ^37^2  dividieren 
und  erhalten  eine  Relation  von  der  Form 

üxf=  i^iix,  y)  UJ-{-  iL^ix,  y)  UJ. 
Das  Symbol  einer  beliebigen  infinitesimalen  Transformation  in  x,  y  lässt 
sich  also  linear  (niit  Coefficienten,  die  von  x  und  y  abhängen)  aus  den 
Symbolen  irgend  zweier  solcher  zusammensetzen,  vorausgesetzt  dass  die 
Symbole  der  beiden  letzteren  sich  nicht  bloss  um  einen  Factor  unter- 
scheiden, geometrisch  ausgesprochen:  vorausgesetzt,  dass  die  beiden 
letzteren  infinitesimalen  Transformationen  einem  beliebigen  Punkte  ver- 
schiedene Fortschreitungsrichtungen  zuerteilen. 

Nach   diesen   Vorbemerkungen   kehren   wir   zu    den   Multiplicator- 
sätzen  des  vorigen  Kapitels  zurück. 

§   2.      BeziehTing    zwischen    zwei    infinitesimalen    Transformationen, 
welche  eine  gew.  Differentialgleichung  erster  Ordnung  gestattet. 


¥ 


Wir  wollen  annehmen,  die  Differentialgleichung  /usammpn- 

Xdy  -  Ydx  ==  0  ^^ 

gestatte  zwei  bekannte  infinitesimale  Transformationen  Difronnt»«!- 

TT  j-          y      Sf      I              ^f  ""''  •*»"<•"• 

jr  r t      ^f       \     ^       ^f 
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und  dabei  voraussetzen,  dass  keine  derselben  trivial,  d.  h.  von  der  Form 

oder  kurz  QÄf  ist,  wenn  nämlich  wie  früher  gesetzt  wird: 

'  ex    '         oy 

Nach  Theorem  8  (§  1  des  6.  Kap.)  sind  nun 

1 


I 


-^1  v-_, YÜ    '       -^2 


Integrabilitätsfactoren  der  vorgelegten  Differentialgleichung.  Bekannt- 
lich ist  der  Quotient  zweier  solcher,,  wie  in  der  Theorie  der  Differen- 
tialgleichungen gelehrt  ^\Hrd,  ein  Integral  oder  eine  Constante.  Wir 
wollen  den  Beweis  dafür  zum  Überfluss  kurz  andeuten:  J/j  und  J/, 
erfüllen  die  Definitionsgleichung  eines  Euler'schen  Multiplicators,  d.  h. 

es  ist 

dM,X    ■    dM,Y_Q 

dx  dy  ' 

dM^X       dM^Y  __^ 

dx     "^     dy 

oder,  etwas  umgeformt: 

j^d\gM,       ^aigitf,   ■  dx     ar_Q. 

dx        '  dy      ~^  dx  ~^  dy  ' 

^  dlgM,         Y  c  lg  M,     ,    ?^    ,    ^^  ^  0. 
dx        '  cy        '    dx    *    dy 

Subtrahiert  man  beide  Identitäten  von  einander,  so  kommt 

d.  h.  lg  T7^  oder  also      '   selbst  ist  ein  Integral  der  vorgelegten  Dif- 

ferentialgleichung  oder  aber  nur  eine  Constante. 
Mithin  ergiebt  sich 
Satz  1:    Sind 

zivei  nicht  triviale  infinitesimale  Transformationen,  welche  die  gewöhnlicJie 

Differentialgleichung 

Xdy  —  Ydx  =  0 
gestattet,  so  ist 

Xy,  -  Y^, 

Xr,,  -  n, 

ein  Integral  derselben  oder  aber  eine  Constante. 
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I  Setzen  wir  zunächst  voraus,  dieser  Quotient  sei  ein  Integral.    Ist  Beziehung 

to{x,y)   wie   früher    ein  Integral    der  Differentialgleichung,    so  ist  also  zw"'"""'" 


I 


zwiechen 
,j  f-,^      -  - -;wei  infin. 

der  Quotient  allgemein  eine  Function  ß(a)  desselben:  J'S;^': 

■y  -rrt  tial({Iei- 

d.  h. 

g^  -  -Q^i   —rj,  —Sit], 


X      —       r 

sodass  I2  und  »^g  die  Formen  haben:       * 

wo  p  eine  gewisse  Function  von  x,  y  bedeutet.     Mithin  ist 

oder  also 

(1)  ü,f=Sl{io).UJ+Q(x,y).Af. 

Wenn  jener  im  obigen  Satze  erwähnte  Quotient  nur  eine  Con- 
stante  x  ist,  so  folgt,  indem  x  an  Stelle  von  i^  tritt,  ganz  analog,  dass 

(2)  ^2f=^-U,f+Q{x,y).Af 

ist.  Es  ist  hier  keine  wesentliche  Beschränkung  der  Allgemeinheit, 
wenn  wir  insbesondere  die  Coustante  x  (die  sicher  nicht  Null  ist,  da 
sonst  nach  (2)  gegen  die  Voraussetzung  l\f  eine  triviale  Transfor- 
mation der  Differentialgleichung  wäre)  gleich  1  annehmen,  denn  mit 
UJ  ist  ja  auch  x-  UJ  eine  infinitesimale  Transformation,  welche 
unsere  Differentialgleichung  gestattet.  Demnach  können  wir  statt  (2) 
auch  schreiben 

(2')  U,f=UJ+Q{x,y).Af. 

Alsdann  transformieren  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen 
UJ  und  UJ  die  Integralcurven  co{x,  y)  =  Const.  beide  in  genau  der- 
selben Weise.     Denn:  die  Curve 

a{x,y)  =  c 
geht  bei   UJ  über  in  eine  unendlich  benachbarte  Curve  der  Schar 

o'C^i>2/i)  =  c  +  de,. 
Die  Transformation   UJ  lautet: 

X,=X-\-idt-] ,      y,  =y-^^J/_| 

und  es  ist  also 

oj(x  +  |ö^-| ,     y-\-y]St-\ )  =  c-\-öc. 


I 
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oder  bis  auf  unendlicli  kleine  Grössen  höherer  Ordnung 

oder  endlich,  da  c}{x,  y)  =  c  ist: 

?7jC0  .  dt  =  dc^. 

Nun  aber  wissen  wir,  dass  die  Curvenschar  g>(x,  y)  =  c  die  infinitesi- 
male Transformation  U^f  gestattet  und  dass  infolge  dessen  eine  Glei- 
chung von  der  Form 

Ü,G)  =  F{g>)  =  F{c) 

besteht.  Daher  führt  die  infinitesimale  Transformation  8x  =  i,dty 
dy  =  rjdt  jede  Curve  der  invarianten  Schar  o{x,y)  =  c  in  die  be- 
nachbarte Curve 

a(Xi,  ^i)  =  c  -f-  F{c)öt  =  c  -\-  Uica  .  dt 
über. 

In    entsprechender   Weise    geht    die    Curve    (o{x,  y)  ^  c    bei    der 
infinitesimalen  Transformation   U^f  in  eine  benachbarte  Curve 

über,  wo  analog 

U^G)  .  df  =  de, 
ist.     Nach  (2')  aber  ist: 

weil  Äco  ^0  ist,  und  also  auch 

dc^  =  dCi, 

d.  h.   die   beiden   Curven,    in   welche   co  =  c  durch   die  infinitesimalen 
Transformationen    U^f  und   C/g/"  übergeführt  wird,  sind  dieselben,  wie* 
behauptet  wurde. 

Auch   auf  mehr   anschaulichem  Wege   geht  dies   aus  (2')  hervor: 
Fasst  man  nämlich 

als   infinitesimale   Transformation   auf,   so   ordnet  sie  einem  Punkte  p 
einer   Integralcurve  a  =  c   eine   Fortschreitungsstrecke  zu,  deren  Pro-  ! 
jectionen   auf  die  Axen  gleich  Xdt  und  Ydf  sind,  und  führt  ihn  also  ' 
auf  der  Integralcurve  selbst  weiter,  während  U^f  und  U^f  ihm  gewisse 
Fortschreitungsstrecken    zuordnen,    die    ihn    aus    dieser   Integralcurve 
hinausführen.     Die   Gleichung  (2)   aber   giebt  für  f:^x  und  f^^y- 
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(jü'C 


Fig.  10. 


Demnach  ist  die  Fortschreitungsstrecke  «^^T^la^  +  »?./,  welche  ZJg/'dem 
Punkte  'p  erteilt,  nach  dem  Parallelogramm  der  Bewegungen  aus  den 
Strecken  d^>/|7"+^  und  pd^|/XM^'',  welche  der  Punkt;)  durch 
TJJ  und  Af  erfährt,  zu  construieren.  UJ  führt  alle  Punkte  einer 
Integralcurve  «  =  c  in  die  Punkte 
einer  benachbarten  Integralcurve 
über,  und  bis  auf  unendlich  kleine 
Grössen  zweiter  Ordnung  liegen 
daher  auch  die  vierten  Ecken  jener 
Parallelogramme  der  Bewegungen, 
welche  für  die  Punkte  -p  der  Inte- 
gralcurve a  =  c  construiert  wer- 
den können,  auf  derselben  benach- 
barten Integralcurve.  (Fig.  10.) 
Wenn  ü^f  und  TJ^f  in  der  Be- 
ziehung (2')  zu  einander  stehen, 
so  werden  wir  daher  U2f  gar 
nicht  als  eine  wesentlich  von  JJ^^f 
abweichende  infinitesimale  Transformation  der  Differentialgleichung 
Xdij  —  Ydx  =  0  auffassen.  Man  kann  ja  alle  solche  Transforma- 
tionen TJ^f  sofort  angeben,  sobald  üj  gegeben  ist,  und  für  das  Inte- 
grationsgeschäft bringt   TJ^f  keinen  Nutzen,  da 

Xn.  -  r^i 

kein  Integral,  sondern  nur  eine  Constante  ist. 

\  Deshalb  wollen  wir,  wenn  von  zivei  infinitesimalen  Transforma- 
tionen UJ  und  U^f  die  Rede  ist,  welche  die  Differentialgleichung 
Xdy  —  Ydx  =  0  gestattet,  dabei  im  allgemeinen  stillschweigend 
voraussetzen,  dass  UJ  und  U-if  ivescntUch  von  einander  in  Hinsicht 
dieser  Differentialgleichung  verschieden  seien,  also  keine  Relation  von 
der  Form  (2')  oder  noch  allgemeiner  von  der  Form: 

UJ::^xUJ+QÄf 
bestehe,  in  der  x  eine  Constante  bedeutet. 

Unsere  Formeln  (1)  und  (2)  können  wir  in  dem  Satze  zusammen- 
fassen : 

Satz  2:  Zwei  nicht  triviale  infinitesimale  Transformationen  Uj  und 
l'if  einer  Differentialgleichung 

Xdy  —  Ydx  =  0, 
deren  zugehörige  lineare  partielle  Differentialgleidmng  lautet: 
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erfüllen  immer  eine  Belatlon  von  der  Form 

U,f=Sl{a>)UJ-{-Q{x,y)Äf, 
ICO  C3  ein  Integral  der  Differentialgleichung  hedeutet. 

Wir  können  zu  demselben  Ergebnis  auch  auf  mehreren  anderen 
Wegen  gelangen,  welche  erwähnt  zu  werden  verdienen,  da  die  be- 
treffenden Methoden  an  sich  Interesse  darbieten. 

§  3.    Andere  Ableitiingen  derselben  Ergebnisse  und  ihre  Umkehrung. 

Zweite  Um  auf  einem-  anderen  Wege  zu  unserer  Formel  (1)  zu  kommen, 

'  'joner"*^  denken  wir  uns  an  Stelle  von  x  und  y  neue  Veränderliche  eingeführt, 

Beziehiing. 

etwa  J  und  l),  für  welche 

ist,  also  sogenannte  canonische  Veränderliche  des  Ausdrucks  Äf,  der 
dadurch  übergeht  in 

(Vgl.  Satz  4  des  §  2,  3.  Cap.)  Dabei  geht  UJ  (nach  Satz  2  desselben 
Paragraphen)  über  in 

während 

U,f=lhl'/^+U,r)^^ 

wird.  Da  jetzt  Äf  die  einfache  Form  |^  hat,  so  lautet  die  Differen- 
tialgleichung Xdy  —  Ydx  =  0  in  den  neuen  Veränderlichen  einfach 
^j  ^^  0,  d.  h.  die  Integralcurveu  sind  die  Curven  j  =  Const.  Diese 
Schar  gestattet  aber  eine  infinitesimale  Transformation  Uf  nur  dann, 
wenn  diese  dem  j:  ein  nur  von  J  abhängiges  Increment  erteilt,  also 
die  Form  hat: 

f7/'=ß(j)|^  +  >f(E,^)|^^- 

Da  UJ  und  Uif  infinitesimale  Transformationen  der  Differential- 
gleichung sein  sollen,  so  müssen  sie  folglich  die  Formen  haben: 

u,f=sUi)%+w,{i,t))^- 
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Hiernach  ist  eine  Relation  vorhanden: 

die  sich  auch  so  schreiben  lässt: 

U,f-a{i)ÜJ=W{i,X))Af, 
da  Af  ^ -Jr  ist,  oder: 

Kehren  wir  nun  zu  den  ursprünglichen  Veränderlichen  x,  y  zurück, 
so  ist  j  wegen  J.j  =  0  ein  Integral  a  der  Differentialgleichung  ^/'^  0, 
während    Tr(j,  t))  eine  Function  Q(x,y)  wird,  sodass  sich  ergiebt: 

UJ^Si{<o)UJ+Q(x,y)Af, 
was  zu  beweisen  war. 

Wir   können    zu    demselben    Ergebnis    auch    durch    das    folgende  ..^^"® 
Vorgehen  gelangen:  '  „  j?«^' 

o  OD  Beziehung. 

Da    Ulf  sich    nicht   nur   um   einen   Factor   von   Af  unterscheidet 
(sonst    wäre    ja    üif   eine    triviale    Transformation    der    Differential- 
gleichung),   so    ist    nach    dem    in   §   1    Gesagten  klar,    dass    U^f  sich 
linear  durch   Uif  und  Af  ausdrücken  lassen  muss: 
(3)  UJ,=  6UJ+QAf 

Hier  sind  6  und  q  gewisse  Functionen  von  x  und  y.  Sollen  nun  V^f 
und  ü.jf  infinitesimale  Transformationen  sein,  welche  die  Differential- 
gleichung Xdy  —  Ydx  =  0  oder  also  die  Schar  ©  =  Const.  der  zu- 
gehörigen Integralcurven  invariant  lassen,  so  müssen  Z7, o  und  U^a 
Functionen  von  o  allein  sein  (siehe  Satz  2,  §  2,  Kap.  5): 

während  Aca^^O  ist.  Setzen  wir  also  in  der  sicher  vorhandenen  Re- 
lation (3)  /"^i  (o,  so  reduciert  sie  sich  auf: 

^.y(G))  ^6  Sil  (gj), 
d.  h.  6  ist  eine  Function  ß(ö),  sodass  sich  ergiebt: 

UJ=£l{a>)ÜJ-{-QAf 
Dies  ist  wieder  unsere  Formel  (1\ 


Vierte 
VhloituuK 


Complicierter    ist    die    Ableitung    unserer   Formel   aus   der   Rela 
tion  (3),  wenn  wir  das  Theorem  9  (§  2  des  6.  Kap.)  benutzen.    Datiach  |.,.,^-'"'',[n 
müssen   nämlich,   wenn    U^f  und    V^f  infinitesimale   Transformationen 
sein  sollen,  welche  die  Differentialgleichung  Xdy  —  Ydx  =^  0  gestattet, 
Relationen  bestehen  von  der  Form 
(4)  {UiA)  -^kiix,y)Af,     {U,A)^X,{x,y)AJ. 

Ijie,  DifTereotialgleichuugeu.  9 


I 
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Nach  (3)  aber  ist: 

{U,ä)  =  {6U,,ä)  +  {qä,ä). 
Hieraus  folgt,  wenn  wir  an  die  Bemerkungen  in  §  1  erinnern: 
{U,A)  =  6{U,Ä)  -  Ä0  .  UJ-\-  q{ÄA)  -  ÄQ  .  Af, 

wo  noch  {AÄ)^0  ist.     Substituieren  wir  hierin  die  Werte  (4),   so 

kommt: 

X^Af=  öA,  .Af—Aa.  UJ—  Aq  .  Af 
oder: 

(öA,  —  A,  —  AQ)Af=  Aö  .  ÜJ. 

Hierin  sind  aX^  —  Ag  —  Aq  und  Aö  Functionen  von  x,  y.  Nach 
Voraussetzung  soll  sich  U^f  nicht  nur  um  einen  Factor  von  Af  unter- 
scheiden. Es  ist  also  notwendig  einzeln  jeder  dieser  beiden  Coeffi- 
cienten  Null,  insbesondere  der  zweite: 

A6~0,  M 

woraus   folgt,  dass  6  ein  Integral  Sl{(o)   unserer  Differentialgleichung 
ist.     Danach  giebt  (3)  wieder  unsere  gesuchte  Formel: 
(5)  U,f=Sl{a>)UJ+QAf. 

inikehrung.  Nehmen  wir  nun  umgekehrt  an,  U^f  sei  eine  infinitesimale  Trans-  i 
formation,  welche  die  Differentialgleichung  gestattet,  Sl{ci)  sei  eine  ' 
beliebig  gewählte  Function  des  Integrals  to  und  g  eine  beliebige 
Function  von  x  und  y,  so  ist  leicht  zu  zeigen,  dass  alsdann  auch  die 
durch  (5)  bestimmte  infinitesimale  Transformation  U^f  die  DiÄrential- 
gleichung  invariant  lässt.  In  der  That  giebt  ja  die  Formel  (5)  für 
f^aj,  da  Aco  ^  0  und  nach  Voraussetzung  üiO  eine  Function 
ßi(co)  ist: 

d.  h.  auch  C/aO  ist  eine  Function  von  to  allein.  Die  Schar  co  =  Const. 
gestattet  also  die  infinitesimale  Transformation   U^f. 

Daher  werden  wir  unseren  Satz  jetzt  so  aussprechen: 
Theorem  10:  Ist  Uif  eine  nicht  triviale  infinitesimale  Trans- 
formation, welche  die  Differentialgleichung 

Xcly  —  Ydx  =  0 
gestattet,  und  setzt  man 

so  gestattet  die  D ifferentialgleichung  auch  jede  infinitesimale 
Transformation  von  der  Form 

U,f=£lito)UJ-\-Qix,y)Af, 
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WO  Si{ca)  eine  beliebige  Function  des  Integrals  w  der  Differen- 
tialgleichung und  Q  eine  beliebige  Function  von  x  und  y  be- 
deutet. Andererseits  ist  dies  die  allgemeinste  infinitesimale 
Transformation  in  x,  y,  welche  die  Differentialgleichung  zulässf. 

Dies  Resultat  lässt  sich  auch  in  eleganter  Weise  rein  geometrisch     ♦^®'^- 

,  1     .,  (^    .  .       1  •    1      TT   /•  1     TT    /-  metrische 

ableiten,    beien  namlich  Uj  und  U^f  irgend  zwei  infinitesimale  Trans-  AWeitang. 
formationen,  welche  die  Schar  der  Integralcurven  oj  =  Const.  invariant 
lassen.    Eine  beliebige,  aber  bestimmte  Curve  dieser  Schar  sei  ci{x,y)^=c. 
Sie   wird   von   U^f  in  eine  infinitesimal  benachbarte  Curve  der  Schar, 
etwa  in 

Übergeführt.     Alsdann  ist,  wie  wir  früher  schon   (in  §  2)  fanden: 

(6)  I\c3-Öt=dc, 

und  hierin  hat  die  linke  Seite  ebenso  wie  die  rechte  denselben  Wert 
längs  der  Curve  a  =  c.     Dies  gilt  für  jede  Curve  o  =  c. 


Betrachten  wir  nun  den  Ausdruck 


yxf: 


El 


UJ-, 


derselbe    stellt    eine   infinitesimale  Transformation   dar,    die   sich   von 

UJ  nur  um  einen  Factor  y/— ,    der   eine  Function   von   a  allein    ist, 

unterscheidet.  Diese  infinitesimale  Transformation  Uf  lässt  auch  die 
Schar  a  =  Const.  invariant,  es  ist  ja  Uo 
eine  Function  von  a  allein,  nämlich  gleich 
ü^aj.  Nach  (6)  führt  mithin  II f  die 
beliebige  Curve  w  =  c  in  genau  dieselbe 
Curve  (o  =  c  -\-  dc.^  über,  in  die  sie 
durch  U2f  verwandelt  wird.  Die  beiden 
infinitesimalen  Transformationen  ZJ,/' und 
U/  führen  aber  nicht  notwendig  die 
Punkte  der  Curve  o  =  c  in  dieselben 
Punkte  der  benachbarten  Curve  a  =  c  +  dc^  über,  vielmehr  im  all- 
gemeinen in  verschiedene.     (S.  Fig.  11.) 

Wenn  ]Xf  die  beliebige  Curve  o  =  c  in  die  Curve  co  =  c -{-  dc^ 
transformiert,  so  wird  die  infinitesimale  Transformation  —  Wf  alle 
Punkte  der  letzteren  Curve  in  die  der  ersteren  zurückbringen  (wenn, 
wie  überhaupt  bei  dieser  Betrachtung,  von  unendlich  kleinen  Grössen 
zweiter  Ordnung  abgesehen  wird),  denn  sie  erteilt  den  Coordinateu 
gerade   entgegengesetzte   Incremente   wie  \\f     Führen    wir  nun  zuerst 


Fig.   11. 


y 
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TJ^f  und  darauf  —  U/'  aus,  so  ist  dies  dasselbe,  als  ob  wir  die  infini- 
tesimale Transformation   U^f  —  Vif  ausgeführt  hätten.     U^f  führt  die 

Curve  CO  =  c  in  die  Curve  a  =  c  -\-  dc^  über, 
und  —  U/'  führt  diese  zurück.  (Fig.  12.) 
Dabei  gelangen  zwar  die  Punkte  wieder  auf 
ihre  ursprüngliche  Curve,  aber  nicht  gerade 
notwendig  auf  ihre  ursprünglichen  Plätze 
zurück.  Sie  können  vielmehr  längs  der 
Curve  infinitesimal  verschoben  sein.  Aber 
jede   solche    infinitesimale   Transformation    hat 


Fig.   12. 


die  Fortschreitunjisrichtung 


8y 
6x 


r 

X 


(die   von   der  Differentialgleichung  Xdy  —  Ydx  =  0  bestimmt   wird), 
also  ein  Symbol  von  der  Form 

p(.,j,)(xg+r|) 

oder  Q  •  Af.     Demnach  ist: 

U,f-Vif=Q'Af 
oder: 

U,f=a{co)UJ-\-QAf 

und  dies  ist  unsere  obige  Formel  (5). 

Das  wichtigste  Ergebnis  dieses  Kapitels,  das  in  Satz  1  ebenso  wie 
in  der  Formel  (5)  seinen  Ausdruck  findet,  ist,  dass  die  Kenntnis  ziveier 
in  Hinsicht  auf  die  Differentialgleichung  Xdy  —  Ydx  =  0  wesentlich 
verschiedener  infnitesimnlcr  Transformationen  U^f  und  TJ^f  der  Diffe- 
rentialgleichung die  Kenntnis  eines  Integrals  nach  sich  zieht,  das  in  dem 
Satz  1   in  der  Form 

in  (J))  in  der  Form  ilico)  geschrieben  wurde. 

Da  die  Formel  (5)  wieder  zu  jenem  ersten  Satze  zurückführt, 
denn  aus  (5)  folgt 

i?2  ^  ^ni  -\-  qY, 


i 


also: 


Sl{(o) 


^_  xt,,  -  n, 


so  können  wir  sagen,  dass  wir  die  Möglichkeit  der  Verwertung  von 
JJ^f  und  [/o/  zur  Bestimmung  des  Integrals  von  zwei  verschiedenen 
Punkten  ausgehend  bewiesen  haben,  einmal  mit  Hülfe  der  im  vorigen 
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Kapitel  entwickelten  Multiplicatortheorie  (in  §  2)  und  dann  auf  mehr 
begrifllichem ,  von  früheren  Entwickelungen  unabhängigeren  Wege 
(in  §  8).  Letztere  Methode  ist  deshalb  bemerkenswert,  weil  sie  auf 
partielle  Differentialgleichungen  ausgedehnt  werden  kann,  wie  wir 
später  sehen  werden. 

§  4.     Beispiele. 

Wir  erläutern  unsere  Theorien  durch  mehrere  einfache  Beispiele. 
1.  Beispiel:  Die  Differentialgleichung: 
dy  —  xdx  =  0 
gestattet  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen: 


denn  es  ist  hier 


UJ^H,    U,f^.ll  +  y%, 


Af  ^  ~-  4-  X  ^ 

und 

{U,Ä)  =  0,     {U,A)  =  -Af. 

(Vgl.  Theorem  9,  §  2  des  6.  Kap.)     Mithin  ist  Ü.J'  von  der  Form 

ü,f==Sl{a>)UJ+QAf, 

also  (für  f  =  x  und  ^y): 

X  =  Sl  ■  1  -{-  Q 

y  =  ^  ■  0  -j-  Qx, 
daher    p  ^  — ,    Sl  =  x  —  g  =  x  —  -   •      Es     ist    also    x —    oder 

XX  —  y   ein  Integral.     In   der  That  giebt  dies  differenziert  sofort  die 

Differentialgleichung    wieder.     Kürzer    hätten    wir    das    Integral    nach 

Satz  1  gefunden  durch  Bildung  des  Quotienten: 

^Vi  —  y^s  _^  1  ■  y  —  K  •  X y  —  KX 

Xt/i  —  Y^^  1  •  0  —  X  •  1     ~  X 

,2.  Beispiel:  Die  Differentialgleichung 

xdy  —  (y  —  x^)dx  =  0 
gestattet  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen 

denn  es  ist 

(c;^)-o,  {v,A)  =  o, 

wie  die  Ausrechnung  lehrt.     Mithin  hat   U^f  die  Form: 


I 


134  Kapitel  7,  §  4,  Kapitel  8,  §  1. 

Dies  liefert  die  beiden  einzelnen  Gleichungen: 
X  ==  Sl  •  0  -{-  Q  '  X, 
2y  =  £l'X-\-  Q{y  —  x'), 
d.  h.  p  ^  1,  also 

X 

Es  ist  somit  —^ —    ein    Integral.     In    der    That    folgt   daraus    durch 

Differentiation  wieder  die  Differentialgleichung.    Schneller  ergiebt  sich 

das  Integral  durch  Bildung  des  Quotienten: 

Xt?^  —  ygg  ^  x-'i.y  —  {y  —  x^)-  X  __  y-\-  x^  _ 
Xtji  — .r^i  X  '  X  —  {y  —  x^)  -^  X 

3.  Beispiel:    Die  Differentialgleichung 

dy  —  {x—  Yx^  —  2y)  dx  =  0 
gestattet  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen 

denn  es  ist 

und  also 

(U,Ä)  =  0,    {U,Ä)  =  -Äf. 

Folglich  ist  der  Quotient: 

1-2«  —  (x  —  Vx-  —  2y)  •  X  ,/-9 ^r- 

^ — -, , \^ —  ^x  —  yx^  —  2y 

1  ■  X  —  {x —  Yx^  —  2y)  ■  1 
ein  Integral. 

Weitere  Beispiele,  die  der  Leser  selbst  durchführen  möge,  sind  diese 

4.  Beispiel:    Die  Differentialgleichung 

x^  dy  —  2y^  dx  =  0 
gestattet  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen 

Man  verificiere  dies  und  bestimme  das  Integral. 
6.  Beispiel:    Die  Differentialgleichung 

xydy  —  {y^  -\-  x)dx  =  0 
gestattet  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen 

Man  verificiere  dies  und  bestimme  das  Integral. 


Ausführung  aller  Transform,  einer  eingl.  Gruppe  auf  eine  beliebige  Curve.     135 


Kapitel  8. 

über  die  Hestimmung  der  Scharen  vou  cc'  Curveu  uud  der 

Diflereiitialgleiehuiigen  erster  Ordnung,  welche  eine  vorgelegte 

eingliedrige  Gruppe  gestatten. 

In  dem  vorletzten  Kapitel  war  davon  die  Rede,  wann  eine  vor- 
gelegte Curvenschar  «(a:,  y)  =  Const.  oder  eine  vorgelegte  Differential- 
gleichung Xrfy  —  Ydx  =  0  eine  eingliedrige  Gruppe  oder,  was  auf 
dasselbe  hinauskommt,  eine  infinitesimale  Transformation  IJf  gestattet. 
Nunmehr  wollen  wir  in  diesem  Kapitel  zu  einer  bekannten  eingliedrigen 
Gruppe  alle  invarianten  Curvenscharen  und  Differentialgleichungen  be- 
stimmen. 

§   1.     Ausführung  aller  Transformationen  einer  eingliedrigen 
Gruppe  auf  eine  beliebige  Curve. 

Wir  stellen  uns  also  jetzt  die  Frage: 

Gesetzt,  es  sei  eine  eingliedrige  Gruppe  vorgelegt,  ivie  findet  man 
alsdann  alle  Scharen  von  oo^  Curven,  welche  diese  Gi-uppe  gestatten':' 

Dabei   wollen  wir  annehmen,   die  endlichen  Gleichungen  der  ein- 
gliedrigen Gruppe  seien  vorgelegt: 
(1)  x^  =  cp{x,^j,a),     yi=ip(oc,y,a), 

wo  a  den  Parameter  der  Gruppe  bezeichnet.  Um  uns  später  recht 
knapp  ausdrücken  zu  können,  schicken  wir  einige  nicht  nur  für  die 
vorliegende  Frage,  sondern  für  die  ganze  Gruppentheorie  wichtige 
formelle  Bemerkungen  voraus. 

Wie  schon  früher  gelegentlich  (vgl.  §  2  des  4.  Kap.)  bezeichnen *)syniboiiscbe 
wir    die   Transformation    der    Gruppe,    welche    dem    Parameter  wert    a    uungeu. 
zugehört,   mit  Ta.     Die  Aufeinanderfolge  zweier  Transformationen  Ta 
und  Tb  ist   einer  gewissen  Transformation  Tc  der  Gruppe  äquivalent: 

WO  dann  c  eine  gewisse  Function  von  a  und  h  ist: 

c  =  l{a,  6). 

Führen  wir  insbesondere  die  Transformationen  auf  einen  Punkt  p 
oder  auf  eine  Curve  k  aus,  so  schreiben  wir  die  Äquivalenz  sym- 
bolisch so: 


•)  Die  im  Text  eingeführte  Symbolik  ist,  wie  der  Leser  bemerken  wird,  von 
der  Substitutiotistheorie  herühergenommen. 
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{p)TaT,={p)T,, 

Es  hat  jeder  Ausdruck  {p)TaToTc...  und  Oc)TaT/,T, .  .  .  einen  ganz 
bestimmten  Sinn.  Der  erste  z.  B.  bezeichnet  den  Punkt,  in  welchen 
p  übergeht,  wenn  man  auf  p  nacheinander  die  Transformationen 
Ta,  To,  Tc .  .  .  der  Gruppe  anwendet.  Führen  wir  dieselbe  Transfor- 
mation 2'a  zweimal  nach  einander  aus,  so  werden  wir  TaTa  kürzer 
mit  TJ  bezeichnen  können,  ebenso  TaTaTa  kürzer  mit  Tc^  u.  s.  w. 
Alsdann  gewinnt  der  Ausdruck  TaT^Tc...  der  Reihenfolge  mehrer 
Transformationen  grosse  Ähnlichkeit  mit  den  Producten  der  gewöhn- 
lichen Arithmetik.  ,  Um  diese  für  die  Anwendungen  recht  erwünschte 
Analogie  noch  vollständiger  zu  machen,  werden  wir  die  identische 
Transformation  mit  T„^  =  7.\'^  =  .  .  .  =  1  und  die  zu  Ta  inverse 
Transformation,  welche  ja  nach  der  Definition  der  Gruppe  (vgl.  §  1 
des  2.  Kap:)  in  ihr  vorhanden  ist,  mit  T,~  bezeichnen.  Dann  ist 
nämlich: 

rp    rp  —  l    /TTO   ^ 

-*  a  ■'-  a         -* «     -i 

und  (vgl.  denselben  §)  auch: 

rp  —  ^  m     rp  0  1 

-^  a        -*-n  -*-a     —   ■••  > 

während 

rp         1    rp  \       rp  0  rp 

-La  '   ^   -*•  a     ■   -*•  (f     -L  a 

ist.  T(~  würde  natürlich  die  Reihenfolge  T^  T^  bedeuten  u.  s.  w. 
Wenn  Ta  den  Punkt  ^  oder  die  Curve  /v  nach  p^  resp.  \  führt: 

(2)  (P)^«   =  Ü>0,       (/^)^a  =  (/4), 

SO  führt  T^  ,  die  inverse  Transformation,  p^  resp.  7;^  nach  p  resp.  /• 
zurück: 

(3)  OV)^r^  =  (i^),     {\)T-'  =  {]i). 

Wir  hätten  dies  auch  rein  rechnerisch  aus  (2)  ableiten  können,   denn 

führen  wir  auf  beide  Seiten  von  (2j  die  Transformation  T~  aus,  so 
kommt: 

{v)TaT-'  =  ip,)T-' ,     (Jc)TaT-'  =  (Jc,)T-' 

oder,  da  T^T^  =  TJ^  =  1  die  identische  Transformation  und  also 
(2>)1  =  (p),  (/t)l  =  Qc)  zu  setzen  ist: 

(p)  =  (lh)Ta-\     {k)  =  i1c,)T-\ 
Diese  Gleichungen  sind  aber  dieselben  wie  (3). 

Nach  diesen  Vorbemerkungen  wollen  wir  jetzt  nach  allen  Scharen 
von    oo'    Curven    fragen,    welche    bei    der    eingliedrigen    Gruppe    (1) 
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invariant  bleiben.  Eine  solche  Schar  ist  die  der  Bahncurven,  dena 
es  bleibt  ja  jede  Bahncurve  bei  der  Gruppe  einzeln  invariant,  also 
auch  die  Schar  derselben. 

Wollen  wir  eine  andere  invariante  Schar  von  oc^  Curven  k  finden, 
so   haben    wir   anzunehmen,   dass   wenigstens   eine  Curve  Ä^   derselben 
keine   Bahncurve    sei.     Führen   wir   auf  diese   Curve  k^   alle   Transfor--^"^^"''""*' 
mationen    der   Gruppe    ans,    so    sollen    dieselben  /.\  in   Curven  k  Jer '^;"'"'="''>'"'" 

i^  i-  '  I'  iler  druppe 

gesuchten   Schar    überführen.     Durch   Airsführuns    aller  oo^   Transfor-   »"/ t"'"e 

o  o  Curve. 

mationen  der  Gruppe  geht  aber  /.^  gerade  in  oo^  Curven  über; 
denn  ist 

(4)  si(x>y)  =  o 

die  Gleichung  von  ä^,  so  findet  mau  die  Curven,  in  welche  /.•(,  durch 
die  Transformationen  der  Gruppe  verwandelt  wird,  durch  Elimination 
von  X  und  y  aus  (1)  und  (4)  ausgedrückt  in  3\  und  y^,  und  die  sich 
ergebende  Gleichung  enthält  einen  Parameter  a.  (Derselbe  würde  nur 
dann  wegfallen,  wenn  k^  gegen  die  Voraussetzung  Bahncurve  wäre.) 
Die  oo^  Curven,  in  welche  somit  Ä^  bei  allen  Transformationen  der 
Gruppe  übergeht,  bilden  nun  offenbar  eine  invariante  Schar.  Denn 
sei  k  eine  beliebige  dieser  oo^  Curven,  die  aus  /i:^  etwa  durch  Aus- 
führung von   Ta  hervorgegangen  ist,  so  ist: 

(5)  (Ä-„)T„  =  (/0. 

Führen  wir  auf  k  eine  beliebige  Transformation  T,,  der  Gruppe  aus, 
so  geht  k  über  in  die  Curve  [k)  To  oder  nach  (5)  in  die  Curve 
(Ji^TaTb  oder  (k^Tc,  also  in  eine  Curve,  die  aus  Ä'^  durch  Ausführung 
einer  Transformation  Tc  der  Gruppe  hervorgeht  und  daher  jener  Schar 
angehört. 

Es  ist  offenbar  gleichgültig,  wie  die  ursprüngliche  Curve  k^  in 
der  Ebene  gewählt  ist,  wenn  sie  nur  nicht  Bahncurve  ist.  Immer 
erzeugt  sie  bei  den  Transformationen  der  Gruppe  eine  invariante 
Schar  von  oo^  Curven. 

Dass  diese  Schar  keine  Bahncurve  enthält,  ist  leicht  zu  sehen. 
Sei  nämlich  angenommen,  eine  Curve  k^  der  Schar  sei  doch  Bahn- 
curve.    Sie  gehe  aus  /•„  etwa  durch  die  Transformation  T„  hervor: 

{k^)Z,  =  {k,\ 
Führen  wir  rechts  und  links  T~     aus,  so  kommt: 

(Äo)  =  (/.-,)^:r\ 

•1.  h.  die  zu  T„  inverse  Transformation  T~  führt  k^  in  die  Lage  k^^ 
/.urück.  Wenn  aber  k^  Bahncurve  ist,  so  ist  dies  unmöglich,  da  jede 
liahncurve  bei  allen  Transformationen  der  Gruppe,  also  auch  bei  Ta     , 
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invariant  bleibt,  d.  h.  (Jci)T~^  =  (^J  und  nicht  =  (/.'o)  ist.  Wir  haben 
also  gefunden: 

Theorem  11:  Liegt  eine  eingliedrige  Gruppe  der  Ebene  vor, 
so  gehört  jede  Curve  der  Ebene  einer  und  nur  einer  Schar  von 
oo^  Curven  an,  welche  die  Gruppe  gestattet.  Ist  jene  Curve 
Bahncurve  der  Gruppe,  so  sind  alle  Curven  der  Schar  Bahn- 
curven,  ist  jene  Curve  keine  Bahncurve,  so  ist  auch  Iceine 
andere  Curve  der  Schar  Bahncurve.  In  diesem  Falle  geht  die 
invariante  Schar  dadurch  hervor,  dass  man  auf  die  eine  Curve 
alle  Transformationen  der  Gruppe  ausführt. 

Sei  etwa 

die  Gleichung  der  beliebig  gewählten  Curve,  die  keine  Bahncurve  sein 
soll.  Anstatt  alle  Transformationen  Ta  auf  sie  auszuführen,  führen 
wir  die  inversen  T^  aus.  Dies  kommt  auf  dasselbe  hinaus,  denn 
jede  Transformation  der  Gruppe  ist  ja  die  inverse  einer  anderen.  Dies 
Verfahren  ist  analytisch  bequemer,  denn  T~  hat  die  Gleichungen  (1), 
wenn  man  darin  x^,  y^  als  die  ursprünglichen,  x,  y  als  die  transfor- 
mierten Variabein  auffasst.  Wir  werden  demnach  die  Gleichung  der 
vorgelegten  Curve  so  schreiben: 

P^{x,,y,)  =  0 

und  hierin  die  Werte  (1)  substituieren.  Dadurch  geht  dann  die  in- 
variante Curvenschar,  welcher  jene  vorgelegte  Curve  angehört,  in  der 
Form  hervor:  ^ 

(6)  ^{<p{x,  y,  a),  t{x,  y, «))  =  0.  ^ 

Dies  ist  also  der  allgemeine  Ausdruck  einer  bei  der  Gruppe 
invarianten  Schar  von  o6^  Curven,  von  denen  nicht  jede  einzeln  in- 
variant ist.  ß  darf  ganz  beliebig  gewählt  werden,  nur  nicht  so,  dass 
Sl(x,  y)  =  0  gerade  eine  Bahncurve  ist,  denn  dann  würde  (6)  den 
Parameter  a  in  Wirklichkeit  gar  nicht  enthalten. 

§  2.     Bestimmung  der  Differentialgleichungen  erster  Ordnung, 
welche  eine  vorgelegte  eingliedrige  Gruppe  gestatten. 

Um  nun  die  Differentialgleichungen  Xdy  —  Ydx  =  0  zu  finden, 
welche  die  vorgelegte  Gruppe  (1)  zulassen,  haben  wir  nur  noch  einen 
Schritt  zu  thun: 

Die  oo^  Curven  (6)  sind  ja  die  Integralcurven  einer  gewöhnlichen 
Differentialgleichung   erster   Ordnung   zwischen  x  und  y.     Man  findet 
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diese    also   durch  Elimination   von   a   aus   (6)   und   der  diflFerenzierten 
Gleichung   dSl(jq),  tl>)  ^  0.     Damit    hat    man    dann    den    allgemeinen  j,"^'^'^^".'"j 
Ausdruck  einer  gewöhnlichen  Diiferentialgleichung  erster  Ordnung  ge- '^'®'';','"j'«.®° 
funden,  welche  unsere  eingliedrige  Gruppe  gestattet.     Mau  darf  nicht  "'';8"''''^'<"" 

;  ODJ.ro  (irii|ii)L-. 

vergessen,  dass  man  hierdurch  eine  Differentialgleichung,  welche  die 
Gruppe  gestattet,  nicht  erhält,  nämlich  die  der  Bahncurven.  Aber 
die  Bahncurven  sind  mit  den  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe  be- 
kannt (vgl.  Satz  7,  §  2  des  4.  Kap.),  al^  ist  auch  ihre  Differential- 
gleichung durch  Differentiation  und  Elimination  zu  finden.     Daher: 

Satz  1:  Kennt  man  die  endlichen  Gleichungen  einer  eingliedrigeyi 
Gruppe  in  x,  y,  so  Jcann  man  allein  durch  Differentiation  und  Elimi- 
nation alle  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  zwischen 
X  und  y  bestimmen,  welche  die  Gruppe  gestatten. 

Das  hier  vorgetragene  Verfahren  liefert  alle  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung,  welche  die  Gruppe  oder,  was  auf  dasselbe  hinaus- 
kommt, ihre  infinitesimale  Transformation  gestatten.  Nach  Theorem  8 
(§  1  des  6.  Kap.)  lässt  sich  daher  zu  jeder  dieser  Differentialgleichungen, 
mit  Ausnahme  der  Differentialgleichung  der  Bahncurven,  ein  Multipli- 
cator  angeben,  und  sie  sind  mithin  durch  Quadratur  integrierbar. 

Man  könnte  durch  dieses  Verfahren  unbegrenzt  viele  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung  auffinden,  die  integrierbar  sind,  denn  es 
sind  uns  ja  alle  eingliedrigen  Gruppen  der  Ebene  bekannt  in  der 
Darstellungsform 

^{xi,yi)  =  ^ {x,  ij) ,     Wix^ ,y^)  —  t  =  W(x,  y) , 

(vgl.  Theorem  1,  §  4  des  2.  Kap.).  Allein  diese  Methode  leidet  an 
dem  wesentlichen  Übelstande,  dass  sie  keine  rechte  Übersicht  über 
die  mannigfaltigen  Formen  solcher  Differentialgleichungen  gewährt. 
Später  geben  wir  eine  andere  Methode,  die  in  dieser  Hinsicht  voll- 
kommener ist. 

Hervorgehoben  sei  noch,  dass  unser  Verfahren  natürlich  alle 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  ergeben  muss,  denn  jede  solche 
Differentialgleichung  gestattet  eingliedrige  Gruppen.  (Vgl.  Satz  8  des 
§  4,  6.  Kap.)  Damit  ist  nun  aber  keineswegs  gesagt,  dass  man  auch 
alle  Differentialgleichungen  Xdy  —  Ydx  =  0  integrieren  könne.  Die 
Schwierigkeit  ist  eben  die,  wenn  eine  solche  Differentialgleichung 
integriert  werden  soll,  eine  eingliedrige  Gruppe  zu  finden,  welche  sie 
invariant  lässt  und  ihre  Integralcurven  nicht  zu  Bahncurven  hat. 

Wenn  nun  nicht  die  endlichen  Gleichungen  der  eingliedrigen 
Gruppe  vorgelegt  sind,  sondern  nur  ihre  infinitesimale  Transformation 
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bekannt  ist,  so  findet  man  alle  invarianten  Curvenscharen 

G}(x,y)  =  Const. 
aus  der  Bedingung 

die   sich,   wie   schon   früher  bemerkt   wurde   (siehe   §  1   des   6.  Kap.), 

durch  Benutzung  einer  passenden  Function  0{co)  anstelle  von  «  ohne 

Beschränkung    der  Allgerneinheit   noch    specieller   annehmen    lässt  in 

den  Formen: 

Ua  =  0,      Ua  =  1. 

Die  erste  Gleichung  giebt  durch  Integration  die  Schar  der  Bahncurven. 
Die  Ermittelung  der  Functionen  co,  welche  Ug)  =  1  machen,  deckt 
sich  bekanntlich  mit  der  Integration  des  simultanen  Systems 

dx        dy dm 

T~T~  i~ 

und  erfordert,  wie  wir  früher  zeigten  (vgl.  S.  33  u.  55),  bloss  eine 
Quadratur,  sobald  die  Bahncurven  bekannt  sind.  Übrigens  haben  wir 
hierzu  schon  früher  ein  Beispiel  gegeben.  Es  ist  dies  das  5.  Beispiel 
des  §  3,  5.  Kap.,  wo  alle  bei  der  eingliedrigen  Gruppe  der  Rotationen 
um  den  Anfangspunkt  invarianten  Curvenscharen  gesucht  wurden. 

Man  könnte  in  ähnlicher  Weise  wie  oben  erkennen,  dass  zu 
jeder  eingliedrigen  Grilppe  der  Ebene  auch  invariante  Scharen  von 
oo^  Curven  gehören,  auch  wäre  es  leicht,  alle  derartigen  Scharen  aus 
den  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe  zu  bestimmen.  Aber  auf  diese 
und  ähnliche  weitergehende  Probleme  wollen  wir  uns  hier  nicht 
einlassen. 

§  3.     Beispiele:   Klassen  von  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 
in  ic,  ?/,  welche  eine  eingliedrige  Gruppe  gestatten  und  daher 

integrabel  sind. 

Die  Entwickelungen  der  §§  1  und  2,  welche  uns  gestatten,  alle 
bei  einer  vorgelegten  eingliedrigen  Gruppe  invarianten  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung  zu  finden,  sollen  jetzt  durch  mehrere  Bei- 
spiele illustriert  werden.  Dabei  heben  wir  noch  einmal  ausdrücklich 
hervor,  dass  eine  später  zu  entwickelnde  Methode  in  allen  diesen 
Beispielen  schneller  zum  Ziele  führen  wird,  wie  wir  seinerzeit  zeigen 
werden. 
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1.   Beispiel:    Sei    vorgelegt    die    eingliedrige    Gruppe    der    Trans- 
lationen längs  der  a:-Axe: 

Um  alle  invarianten  Scharen  von  oo'  Curven  zu  finden,  muss  man 
von  einer  Curve  ausgehen.  Entweder  ist  ihre  Gleichung  frei  von  x 
oder  nicht.  Im  ersten  Fall  ist  sie  Bahncurve,  bleibt  also  bei  allen 
Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe  invariant.  Die  Schar  der 
invarianten  Babncurven  wird  dargestellt  durch 

y  =  Const. 
oder  durch  die  Diflferentialgleichung 

dy  =  0. 
Enthält  dagegen  die  Gleichung  der  Curve  x,  so  ist  sie  nach  x  auflösbar: 

X  —  <p(y)  =  0. 

Durch    die  Translationen   der  Gruppe   geht   sie  über  in  die  Schar  von 
oo^  Curven: 

^  —  ^(y)  =  Const., 
deren  Differentialgleichung  die  Form  hat: 

1  —  (p\y)y'=  0. 

Alle  Differentialgleichungen  also,  welche  frei  von  x  sind,  gestatten 
die  eingliedrige  Gruppe  der  Translationm  längs  der  x-Äxe.  Insbesondere 
ist  dy  =  0  die  Differentialgleichung  der  Bahncurven. 

Die  infinitesimale  Transformation  der  Gruppe  lautet  ^    und  die 

'^'^  ex ' 

allgemeine  Form  der  invarianten  Differentialgleichung,  mit  Ausschluss 
von  dy  =  0,  ist: 

F{li)'^^y  —  <^x  =  0. 

Bestimmt  man  nach  Theorem  8  des  §  1,  6.  Kap.,  hieraus  einen  Multi- 

plicator   der  Differentialgleichung,    so   ergiebt   sich   derselbe   gleich    1. 

In  der  That  ist  ja  auch  schon  die  linke  Seite  der  Differentialgleichung 

l    ein  vollständiges  Differential. 

2.  Beispiel:    Vorgelegt    sei    die    eingliedrige    Gruppe    von    affinen 
Transformationen : 

^1  =  ax,     7/i  =  y. 

Um  alle  invarianten  Curveuscharen  zu  finden,  müssen  wir  auf  eine 
beliebige  Curve  alle  Transformationen  der  Gruppe  ausfüiiren.  Zunächst 
kann  die  Gleichung  dieser  Curve  frei  von  x  sein.  Dann  bleibt  die 
Curve  invariant,  und  so  ergiebt  sich  die  Schar  der  Bahncurven 

y  =  Const. 
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mit  der  Differentialgleichung 

dy  =  0. 
Enthält  die  Curvengleichung  x,  so  können  wir  sie  so  schreiben: 

^  —  ^{y)  =  0- 

Durch  Ausführung  aller  Transformationen   der  Gruppe  liefert   sie  die 
Curvenschar 


oder 


f  -  <p(y)  =  0 


""^y^  =  Const. 


X 

mit  der  Differentialgleichung 

x<p\y)dij  —  (p{y)dx  =  0 
oder  also:  M 

xdy  —  I\y)dx  =  0.  ■ 

Die  eingliedrige  Gruppe  der  affinen  Transformationen  längs  der 
x-Äxe  lässt  also  unbegrenzt  viele  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 
invariant,  welche  die  Formen: 

dy  =  0 
und 

xdy  —  F(y)dx  =  0 
hohen. 

Die  Differentialgleichung 

xdy  —  F{y)dx  =  0 

gestattet  also  auch  die  infinitesimale  Transformation  x  ^  der  Gruppe.    , 

Nach  Theorem  8  hat  sie  folglich  den  Multiplicator 

1 

In  der  That  ist 

dy  dx 

ein  vollständiges  Differential. 

3.  Beispiel:     Sei   bei   der   eingliedrigen  Gruppe   von  Ähnlichkeits-   f 
transformationen : 

x^  =  ax,     y,  =  ay 

die  Gleichung  der  Curve,  von  der  wir  ausgehen,  zunächst  wieder  frei 
von  X,  also  y  =  c.  Die  Transformationen  der  Gruppe  führen  sie  über 
in  die  Geradenschar 

y  =  Const. 
mit  der  Differentialgleichung 

dy  =  0. 
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Enthält  die  Curvengleichung  x,  so  hat  sie  etwa  die  Form 

und  liefert  daher  die  Curvensehar 

oder  bequemer 

ax  —  q}(ay)  =  0. 
(Zu    letzterer    Form    wären    wir    gelangt/ wenn    wir    wie  im    voricren 
Paragraphen    die   Gleichung    der    ursprünglichen   Curve    in  x     y    V 
schrieben  hätten.)    Um  die  zugehörige  Differentialgleichung  zu  finden 
müssen  wir  differenzieren:  ' 

dx  —  (p'{ay)  dy  =  0 

und    a    aus    den    beiden    letzten   Gleichungen    eliminieren.     Die   letzte 
giebt  ay  in  der  Form: 

und  also: 

Setzen  wir  dies  in  die  erste  Gleichung  ein,  so  kommt 

oder,  wenn  nach /aufgelöst  wird,  eine  Differentialgleichung  von  der  Form 

Es  ist  etwas  mühselig,  auf  directem  Wege  (indem  man  auf  die  Ent- 
stehung dieser  Gleichung  recurriert)  einzusehen,  dass  hierin  F  eine 
beliebige  Function  von  |  sein  kann.  Wir  bestätigen  es  indirect,  in- 
dem wir  bemerken,  dass  die  letzte  Differentialgleichung  die  infinitesi- 
male Transformation 

üf=xlf--\-ylL 
ox    '    ^  cy 

unserer  Gruppe  bei  beliebig  gewähltem  F  gestattet.  Denn  die  zu 
unserer  Gleichung  gehörige  partielle  Diflerentialgleichung  lautet- 

und  es  ist  also,  wie  Ausrechnung  lehrt: 

(UÄ)~-Af. 

Die  Differentialgleichung  y'_F=0  ist  also  wirklich  die  allgemeine 
homogene. 
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Bequemer  hätten  wir  dies  einsehen  können,  wenn  wir  uns  des  Kunst- 
griffes bedient  hätten,  die  beliebig  angenommene  Curve  nicht  in  der  Form 
X —  ^(j/)  =  0,  sondern  in  dieser: 

zu  geben.     Alsdann  ist  die  Gleichung  der  Curvenschar: 

„.-^(|)-o. 

Sie  giebt  differenziert: 

,  (y\  xdy  —  ydx        ^ 

sodass  die  Elimination  von  a  die  gewünschte  Differentialgleichung  giebt: 

die  offenbar  homogen  ist.     Durch   passende   Wahl    der  Function  cp  er- 
hält man  offenbar  jede  homogene  Differentialgleichung  erster  Ordnung. 
Die  eingliedrige  Grni^pe  von  ÄhnlichJceitstrnnsformationen  vom  An- 
fangsjnmUe  aus  lässt  die  homogene^i  Diff'erentialgleichuwjen 

und  Iceine  iveiteren  invariant. 

Man    beachte,     dass     die    Differentialgleichung    der    Bahncurven 

^  =  Const.,  nämlich 


schon  in  unserer  allgemeinen  Form  enthalten  ist,  ebenso  wie  die  zu- 
erst gefundene  invariante  Differentialgleichung  dy  =  0  oder  y  ==  0. 
Weil  nun  die  homogene  Differentialgleichung  die  infinitesimale  Ahn- 
lichkeitstransformation  ^  ^ -\- y  ^  gestattet,  so  folgt  nach  Theorem  8: 
Die  homogene  Diffh-entialgleichung 

dy-F{^)dx=^0 

Jiat  den  Midliplicator*) 

Ihr  Integral  wird  also  in  bekannter  Weise  aus  dem  vollständigen 
Differential 


*)  Der  Satz  des  Textes  ist  längst  bekannt. 
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durch  Quadratur  bestimmt.  Man  bemerkt,  dass  sich  kein  Multiplicator 
ergiebt,  wenn  i^(|)  sich  auf  ^  reduciert,  da  dann  der  Nenner  Null 
ist.  Die  betreffende  Differentialgleichung  xdy  —  ydx  =  0  ist  nämlich 
die  der  Bahncurven,  für  welche  die  infinitesimale  Transformation 
^l^  +  2/|^  trivial  ist. 

4.  Beispiel:    Die  eingliedrige  Gruppe  der  Rotationen  um  den  An- 
fangspunkt 

Xi  =  X  cos  a  —  ij  sin  a,     y^  =  x  sin  a  -}-  y  cos  a 
sei  vorgelegt.     Die  Curve,   auf  welche  wir   alle  Transformationen    der 
Gruppe  ausführen,  denken  wir  uns  in  x^  und  y^  geschrieben: 

Alsdann  ergiebt  sich  durch  Ausführung  der  zur  obenstehenden  in- 
versen  Transformation,  die  ja  ebenso  wie  diese  die  allgemeine  Trans- 
formation der  Gruppe  ist,  die  Curvenschar: 

Si(x  cos  a  —  ^  sin  a ,     a;  sin  a  +  ?/  cos  a)  =  0 . 

Um  nun  die  Differentialgleichung  dieser  Schar  aufzustellen,  haben  wir 
zu  differenzieren: 

dixcosa-ysina)  <^^^  ^^'  «  "  ^^^  ^^°  «)  + 

und  aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  a  zu  eliminieren.  Dies  ist 
etwas  unbequem :  Bezeichnen  wir  für  den  Augenblick  die  beiden  hierin 
vorkommenden  Differentialquotienten  von  Si  mit  ti  und  v,  so  giebt 
die  letzte  Gleichuns; 

dy  u  cos  a  -\-  V  sin  a 

dx        u  sin  a  —  v  cos  a 
und  also: 

xdy  —  ydx  ^^  u{x  cos  o  —  y  an  a)  -|-  v{x  sin  a  -f  y  cos  a) 
xdx  -^  ycly         u{x  sin  a  -\-  y  cos  o)  —  v(ä;l:os  a  —  y^sin^)' 

Xun  aber  ist 

(x  cosa  —  y  sin  af  +  {x  sin  «  -f  y  cos  af  =  x'-  -f  y-. 
Daher    kann    die   rechte   Seite   der   vorletzten   Gleichung   als   Function 
von   xcosa  —  y  sin  a  und  x-  +  //-   betrachtet   werden.     Ebenso   lüsst 
sich  iJ  =  0  in  der  Form 
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X  cos  a  —  ^  sin  a  =  ^(.x-  -j-  y-) 

liio,  Differentialgleiobungou.  in 
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schreiben.  Also  wird  die  rechte  Seite  der  obigen  Gleichung  nach 
Elimination  von  a  eine  Function  von  x^  +  y-  allein ,  sodass  sich 
ergiebt: 

xdx  +  ydy  ^        '    «^  ^ 

oder  auch: 

X  -\-  yy 
Dass   jede   Differentialgleichung    dieser   Art    bei   beliebiger  Wahl    der 
Function  F  von  x^  +  y-   die   eingliedrige  Gruppe   der  Rotationen  ge- 
stattet, wissen  wir  schon  aus  dem  letzten  Beispiel  des  §  5,  6.  Kap. 

Auf  einem  wenij^er  künstlichen  Wege  wären  wir  zu  dieser  Differen- 
tialgleichung durch  Einführung  canonischer  Variabein,  nämlich  der 
Polarcoordinaten  r,  cp,  in  die  Gruppe  der  Rotationen  gelangt.  Dann^ 
nämlich  lauten  die  Gleichungen  der  Gruppe  einfach 

^1  ==  »■;     9^1  =  9^  +  0^- 
Ist  also 

ö(>"n  9^1)  =  0 
die  Gleichung  der  Ausgangscurve  in  Polarcoordinaten,  so  stellt 

(ö{r,(p  +  a)  =  0 
die  invariante  Curvenschar  dar.    War  die  ursprüngliche  Curvengleichung 
ö(r^^(pj)  =  0  frei  von  gj^,  so  enthält  auch  die  neue  den  Parameter  a 
nicht,  d.  h.  jede  Curve  r  =  Const.  ist,  wie  wir  ja  auch  schon  wissen, 
Bahncurve.    Eine  invariante  Curvenschar  ist  also  die  Schar  der  Kreise 

x^  _j-  iß  =  Const. 
mit  der  Differentialgleichung 

xdx  -\-  ydy  =  0. 
Enthält  aber  die  ursprüngliche  Curvengleichung  (p^,  so  ist 

CO  (r,  cp  -\-  a)  =  0 

oder  aufgelöst 

cp  —  f(r)  =  Const. 

eine  invariante  Schar.    In  rechtwinkligen  Coordinaten  lautet  sie  etwa: 

arc  tg  I  -  F,{x'  +  y')  =  Const. 
und  ihre  Differentialgleichung  hat  die  Form: 
"^y  =  Fix'  +  f-). 

Da  diese  Differentialgleichung  die  infinitesimale  Rotation 

cf    ,        cf 
^  ex    '        oy 

gestattet,  so  liefert  Theorem  8  einen  Multiplicator  derselben.  Zu  diesem 
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Zwecke  muss  aber  die  DiÜerentialgleichung  erst  linear  in   xj    gemacht 
werden: 

{x  -  yF(x^  +  y^))(hj  -  {y -\-  xF{x^  +  xf))dx  =  0. 
Es  ergiebt  sich  alsdann  der  Multiplicator: 

1 1 

{X  —  yF)x  +  (y  +  xF)y  —  x*  +  y*  ' 
In  der  That  ist: 


X  — 


yF(.x--\-y^)  _  y  +  xFjx^  +  y») 


^•■'  +  2/'^  "^  X'  +  y^ 

ein  vollständiges  Differential. 

Die  eingliedrige  Gruppe  der  Flotationen  um  den  Anfangspunkt  lässt 
also  ausser  der  Differentialgleichung  ihrer  Bahncurven: 

xdx  -\-  ydy  =  0 
noch  alle  Differentialgleichungen  von  der  Form 

X  +  yy  ^       *    -^  ^ 

invariant.     Eine  derartige  Differentialgleichung  besitzt,   ivenn  sie  in  der 
Form 

(x  —  yF)dy  —  (y -{-  xF)dx  =  0 

geschrieben  wird,  den  Multiplicator  -v4 — ?•*) 

x-  -{-  y^       ^ 

5.  Beispiel:     Auch  die  Gleichungen  Lineare 

Differenti*!- 
,11  .  .  nunginjr,y. 

stellen  eine  eingliedrige  Gruppe  dar.     Wenn  man  nämlich  ansetzt: 

^■.  =  ^\,     y-  =  yi  +  a,  tpix^), 
so  folgt  durch  Elimination  von  x^  und  «/j: 

X^  =  X,      y.,  =  y-{.  (a  +  rtj  g)(x). 

Im  die  bei  dieser  Gruppe  invarianten  Ditierentialgleichungen  zu  finden, 
führen  wir  alle  Transformationen  derselben  zunächst  auf  eine  Curve 
aus,  deren  Gleichung  frei  von  y  ist.  Offenbar  bleibt  sie  invariant,  sie 
ist  Bahncurve  wie  alle  Curven  der  Schar 

X  =  Const. 
mit  der  Differentialgleichung 

dx  =  U. 

*)  Der  Satz  des  Textes  ist  längst  bekannt. 

10» 
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Enthalt    dagegen    die    Gleichung    der    beliebig    angenommenen    Curve 
wirklich  y,  ist  sie  also  in  der  Form 

y  —  t(x)  =  0 
darstellbar,    so    führen    die   Transformationen    der  Gruppe   sie  in   die 

Schar  über: 

y  —  acp(x)  —  ^  (x)  =  0. 

Ihre  Differentialgleichung  ergiebt  sich  durch  Differentiation: 

dy  —  {a(p'(x)  -\-  ip'{x))dx  =  0 
und  Elimination  von  a  in  der  Form 

Setzen  wir 

cp'ix) 


(8) 


cp{x) 
und 


=   0(X) 


t\x)-H^)-l^^  =  W{x), 


so  nimmt  sie  die  Gestalt  an: 

dy  —  {^{x)y  +  W(x))dx  =  0 
oder 

y  -  0{x)y  -  W{x)  =  0, 

ist  also  eine  sogenannte  lineare  Differentialgleichung. 

Umgekehrt  können  wir  zu  jeder  linearen  Differentialgleichung 
(9)  tj  —  0(x)y—  W{x)  =  0 

eine  eingliedrige  Gruppe  (7)  angeben,  welche  sie  gestattet.  Wir  brauchen 
ja  nur  rückwärts  aus  (8)  ^  und  ip  zu  bestimmen.     Es  kommt: 

lg  (p{x)  =  I  0(x)dx 

oder 

(p{x)  =  e-^    ^  ' 
und 

t'(x)  —  il^ix)  '  0(x)  =  W{x), 

woraus  sich  z^  bestimmen  lässt. 

Die  allgemeine  lineare  Differentialgleichung 
y  —  0(x)y  —  W(x)  =  0 
gestattet  mithin  die  eingliedrige  Gruppe 

I  r<t>  (x)  dx 

Xi=x,     y^=y  ^  ae^ 

Diese  eingliedrige  Gruppe  besitzt  die  infinitesimale  Transformation 

^fb(x)dx  _  d£^ 
dy 
Also  hat  unsere  Differentialgleichung  nach  Theorem  8  den  Multiplicator 
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1 

gßt>{x)dx 

In  der  That  ist 

ein  vollständiges  Differential. 

Die  allgemeine  limare  Differentialgleichung 

y'  —  0(x)y  —  W(x)  =  0 
besitzt  den  MuUiplicator 

Indem   man  das  Integral   durch  Quadratur  bestimmt,  findet  man 
die  bekannte  Form  desselben. 

Diese  Theorie  lässt  sich  auch  folgendexmassen  entwickeln:   Sei 

(10)  g  -  0(x)y  -  W{x)  =  0 

eine  beliebige  vorgelegte  lineare  Differentialgleichung  und  y  =  y^  eine 
particulare  Lösung  derselben,  während  2  die  allgemeine  Lösung  der 
verkürzten  Gleichung 

(11)  ^_^(^)^  =  0 
bedeute.     Alsdann  ist: 

''^-Oix)y,~W(x)  =  0 
und  demnach  auch 

y  =  yo  +  c^ 

eine  Lösung  von  (10)  und  zwar,  da  sie  eine  Constante  c  enthält,  die 
allgemeine  Lösung,     z  hat  nach  (11)  die  Form: 

und  es  ist  also 

!/  =  y„ +  «</*<"  ^ 
Wir  können  dies  auch  so  aussprechen:     Jede  Transformation 

führt  die  Gleichung  (10)  in  sich  über.  Diese  co^  Transformationen 
aber  bilden  eine  eingliedrige  Gruppe  mit  der  iuHnitesimalen  Trans- 
formation : 

ßt*(x)dx   8£ 

dx 


*)  Auch  dieser  Satz  ist  längst  bekannt. 
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oder  z  ^ .  und  so  kommt  man  zum  selben  Ergebnis  wie  oben.     Wir 

können  es  aber  jetzt  so  aussprechen: 

jyie  Integration  der  allgemeinen  linearen  Differentialgleichung 
y  —  0{x)y  —  ^f{x)  =  0 
ist  durch  eine  Quadratur   zu  leisten,  sobald  die  allgemeine  Lösung  z  der 
verkürzten  Biffei-entialgleichung 

z  —  0(x)z  =  0 
bekannt  ist.    Diese  aber  wird  durch  eine  Quadratur  gefunden. 


Kapitel    9. 
Geometrische  Auweiuluiigen. 

In  diesem  Kapitel  wollen  wir  die  Theorien  der  vorangegangenen 
Kapitel  in  ausgedehnter  Weise  auf  eine  Reihe  an  sich  interessanter 
geometrischer  Probleme  anivenden.  Wir  heben  jedoch  hervor,  dass  dir 
Entwickelungen  dieses  Kapitels  in  der  Folge  nicht  unentbehrlich  sind. 
Der  erste  Paragraph  wird  jedem  Leser  verständlich  sein,  während  die 
übrigen  Paragraphen  beim  Leser  die  Kenntnis  der  Grundzüge  der 
Flächentheorie  voraussetzen.  Nur  noch  §  3  macht  hiervon  eine  Aus- 
nahme, der  ein  Problem  über  gewisse  Differentialgleichungen  behandelt, 
das  eine  gute  Übung  in  unseren  Theorien  liefert. 

Hiemach  mag  der  Leser  selbst  darüber  entscheiden,  wieviel  er 
von  diesem  Kapitel  mitnehmen  will. 

§  L     Geometrische  Deutung  des  Integrabilitätsfactors. 

Bei  den  geometrischen  Anwendungen  unserer  Theorien  erweist 
sich  eine  sehr  einfache  und  schöne  geometrische  Deutung  des  Integra- 
bilitätsfactors von  grossem  Nutzen.     Diese  soll  jetzt  abgeleitet  werden. 

Wenn  die  Differentialgleichung 

Xdy  -  Ydx  =  0 
die  infinitesimale  Transformation 

gestattet,    so    besitzt    sie    nach   Theorem   8   des   §  1,   6.  Kapitel,    den 
Multiplicator 

31  =  Y — ^—vi  • 

Xrj  —    1^ 


IUI,-    .1... 

Multii.li- 
CKtor« 
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Es  mögen  nun  co  {x,  y)  =  Coust  die  lutegralcurven   der  Ditferen- .^'''*'  ^^ 
tialgleichuug  sein.    Alsdann  wird  die  infinitesimale  Transformation  Uf 
jede  Curve  co  =  c  in  eine  benachbarte  o  =  c  +  de  überführen.    Dabei 
beschreibt  jeder  Punkt  (x,  y)  eine    infinitesimale  Strecke  öt^^-  -\-  if, 
deren  Projectionen  auf  die  Axen 
gleich  i,öt  und  r]8t  sind,    wo  öt 
eine  für  alle  Punkte   gleiche  in- 
finitesimale   Constante    bedeutet. 
Im  Punkte  {x,  y)  wollen  wir  uns 
noch    die  Tangente    an   die   hin- 
durchgehende Integralcurve  c)=c 
gezogen  und  auf  ihr  die  Strecke  ^^ 

yX'^  -\-  Y^  (mit  den  Projectionen  X  und  Y  auf  die  Axen)  abgetragen 
denken  (Fig.  13).  Die  beiden  Strecken  d-t  ^^  +  if  und  YX^-\-~Y'^ 
bestimmen  ein  Parallelogramm  mit  dem  Inhalt 

[Xri-  Yl)bi  =  ^bt. 

Dieses  Parallelogramm  ist  nun  bis  auf  unendlich  kleine  Grössen  zweiter 
Ordnung  inhaltsgleich  mit  dem  Kechteck  über  ]/X^+  Y^,  dessen  Höhe 
die  Breite  ds  des  Streifens  ist,  den  die  beiden  lutegralcurven  a  =  c 
und  CO  =  c  -f-  <5c  einschliessen,  gemessen  an  der  Stelle  {x^  y).    Es  ist  also: 

-l^-6t  =  bs-yX-^-\-Y- 

oder: 

8t 


M= 


in  Worten: 

Satz  1:     Ein  Midtiplicator  31  der  Differentialgleichung 
Xdy  —  Ydx  =  0 
/st   umgekehrt  jnoportional  dem  Inhalt  des  liechtecJces ,  dessen  eine  Seite 
der  Normnlabsfand  im  Pnnlde  {x,  y)  zivischen  der  durch  den  Punkt  hin- 
durchgehenden und  einer  infinitesimal  henachharte)i  Integralcurve,  die  andere 
die  auf  der  Tangente  dieses  Punktes  abgetragene  Strecke  yX^  +  Y'  ist*). 

Ursprünglich  ist  Lie  zu  dem  obigen  Satze  auf  einem  anderen /■■'■•  v- 
Wege  gelangt,  ohne  mit  dem  Begrifi'  der  infinitesimalen  Transformatiun  - m.tri- 
zu  operieren,  namlich  so :  i»« 

Es  seien  dx  und  Öy  die  Projectionen  der  Breite  Ös  des  von  zwei     ^-i  r. 
benachbarten  lutegralcurven  (o  =  c  und  a  =  c  -\-  de  eingeschlossenen 

*)  Lie,  Gesellsch.  d.  W.  zu  Christiania  1874. 
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Streifens    an    der    Stelle    (x,  y).     Da    diese    Breite    ds    senkrecht   zur 
Tangente  der  Curve  co  =  c  ist  und  die  Richtung  t,^  ,  andererseits  die 

Tangente  die  Richtung  ^  besitzt,  die  sich  aus 
bestimmt,  so  ist 


dx 

,  da>  j      ,    den  -,         ^ 

ara  ^  ö—  aa;  +  ö-  dy  =  0 
ox  elf- 


also  etwa 


Demnach  ist  auch 


die  dy 

d(o         dm ' 
dx        dy 

dm  g. 

ex'        ^        '"  dy 


O  X  =  A,  o      ,        ÖU  =  A  ,<- 


^^        (l~:)'+(ir      >/(17+(f 

Nun  ist  -^dx-\-.=^8y  die  Änderung,  welche  (o(x,  y)  beim  Fort- 
schreiten längs  ds  erfährt,  wobei  die  Curve  ra  =  c  in  die  benachbarte 
<a  =  c  -\-  de  übergeht.    Jene  Änderung  ist  also  gleich  de.    Fet-ner  ist 

ydx^  -f~  ^y^  =  <5's  uud  endlich,  wenn  M  einen  Multiplicator  der  Dif- 
ferentialgleichung bezeichnet: 

dca  ^  -j-  dx  +  ö—  dy  ^  M{Xdy  —  Ydx)  , 
daher 

dx  dy  ' 

sodass; 


(ify+D'-^^(^^+^^^ 


dy 

wird.     Unsere  obige  Formel  (1)  liefert  also 

8c  8s 


oder 

8c  1 


i1/  = 


als  Multiplicator  unserer  Differentialgleichung.  Der  Zuwachs  8c,  den 
Ol  beim  Übergang  von  einer  Curve  oj  =  c  zu  einer  benachbarten 
(0  =  c  -\-  Öe  erfährt,  hat  längs  der  Curve  cj  =  c  denselben  Wert  und 
ist  somit  eine  Function   von   co   allein.     Welche  Function  von  co  dies 
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ist,  ist  gleichgültig,  da  der  Multiplicator,  mit  einer  beliebigen  Function 
des  Integrals  multipliciert,  wieder  in  einen  Multiplicator  übergeht. 

Diese    geometrische   Deutung    des    Multiplicators    wollen    wir    zu- 
nächst auf  einige  sehr  einfache  Beispiele  in  Anwendung  bringen. 

1.  Beispiel:  Wenn  man  auf  allen  Normalen  einer  vorgelegten  Curve  BeUpicie. 

gleichlange  Strecken  n  abträgt,  so  bilden  ihre  Endpunkte  eine  neue 
Curve.  Lässt  man  n  variieren,  so  erhält  man  eine  Schar  von  oo* 
Curven,  welche  bekanntlich  die  Parallelcurven  zur  ursprünglichen  Curve 
heisseu.  Die  Differentialgleichung  Xdy  —  Ydx  =  0  einer  solchen 
Parallelcurvenschar  lässt  sich  stets  durch  eine  Quadratur  integrieren, 
denn  man  kann  einen  Multiplicator  derselben  angeben.  Weil  nämlich 
der  Normalabstand  zwischen  zwei  infinitesimal  benachbarten  Parallel- 
curven constant  ist,  so  muss  nach  unserem  Satze  1 

1 

ein  Multiplicator  sein.     Also: 

Weiss  man  von  einer  DifferentialgleicJinng  Xdy —  Ydx  =  0,  dass 
ihre  Integralcurven  Parallelcurven  sind,  so  ist 

1 


ein  Multiplicator   derselben,    sodass   man    die   Integralcurven   durch   eine 
Quadratur  hestimmen  Tiann. 

Eine  Parallelcurvenschar  besitzt  eine  gemeinschaftliche  Evolute, 
die  Eingehüllte  ihrer  gemeinschaftlichen  Normalen.  Daraus  folgt, 
dass  man  die  Evolventen  einer  vorgelegten  Curve  stets  durch  eine  Qua- 
dratur finden  liann,  was  allerdings  auch  aus  andern  Gründen  evident  ist. 

Z.  B.  die  Evolventen  der  Parabel  y  =  x^  haben  die  Differential- 
gleichung 

2{x-\-  yx^~^j)dy  +  dx  =  0. 
Daher  muss 


'in  Multiplicator  dieser  Gleichung  sein.     In  der  That  ist 
2  (aj  -f  V^*  —  y)dy  -f  ^^ 

ein  vollständiges  Differential. 
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2.  Beispiel:*)  Die  Evolventen  sind  Curven,  welche  eine  Geradeu- 
scliar  orthogonal  schneiden.  3Ian  Jcann  aber  auch  die  Differential- 
(jleichumj  einer  Schar  von  Curven,  ivelchc  eine  gegebene  Geradenschar  unter 
beliebigem,  aber  constanten  Winkel  @  schneiden,  durch  eine  Quadratur 
integrieren,  denn  auch  hier  kann  der  Abstand  zweier  infinitesimal  benach- 
barter Curven  bestimmt  werden.    Schneiden  nämlich  zwei  infinitesimal 

benachbarte  dieser  Curven  auf  einer 
als  Anfangsgerade  der  Schar  gewählten 
Geraden  g^  die  Strecke  da^  ab,  so  be- 
stimmen sie  auf  der  nächsten  Geraden 
(/i,  die  mit  r/,,  den  Winkel  dd-  bilde, 
die  Strecke 

da^  =  dajl  -\-  ctg  0-rZ#), 

auf  der  folgenden  wieder  um  dd'  gegen 

g^    geneigten    Geraden    g^    die    Strecke 

da^  =  öa^  (1  +  ctg  &  ■  dd'),  also 

dag  =  dffo  (1  +  ctg  0  .  dd-y 

u.  s.  w.,    auf  der   w**"   Geraden   r/„,    die 

mit  g^  den  Winkel  ndd  bildet,  die  Strecke 

dan  =  da^  (1  +  ctg  0  •  dd)'' 
(Fig.  14).     Lässt  man  n  unendlich  gross  werden,  sodass  ndd  in  den 
endlichen  Winkel  d  übergeht,  den  eine  beliebige  Gerade  g  der  Geraden- 
schar mit  der  Anfangsgeraden  </(,  bildet,  so  erhält  man  den  Abschnitt 

(iimn  =  oo)     da  =  da^i l -\- ctg  &•—]  , 
d.  h.  nach  einer  bekannten  Formel  der  Analysis: 

und  daher  ist  hier  der  Abstand  da  der  beiden  Curven 

ÖS  =  da  ■  sin  0  =  öa^^  c"*  '^*8  ^  sin  0. 
Nach  Satz  1  besitzt  somit  die  Differentialgleichung  Xdy  —  Ydx  =  0 
der  Curvenschar  den  Multiplicator 

^-  v<^  ctg  ö 


Fig.  14. 


sin  (9  yXM^Y^ ' 
wo  d  natürlich  eine  Function  des  Punktes  {x,  y)  ist,  nämlich  der 
Winkel,  welchen  die  durch  diesen  Punkt  gehende  Gerade  g  der  ge- 
gebenen Schar  mit  der  Anfangsgeraden  g^  bildet,  und  wo  der  Factor 
sin  0  als  blosse  Constante  gestrichen  werden  kann.  0  =  „  führt  zu- 
rück  zum   1.  Beispiel. 


")  Dieses  Beispiel  wurde  von  Sc  lief  fers  angegeben. 
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In  dem  speciellen  Falle,  dass  die  gegebenen  Geraden  sämtlich 
durch  denselben  Punkt  gehen,  wird  man  auf  die  Bestimmung  der 
logarithmischen  Spiralen  geführt.  Wir  fra<ieii  dann  nach  allen 
Curven,  welche  alle  von  einem  Punkte 
ausgehenden  Strahlen  unter  constantem 
Winkel  0  schneiden.  Wählen  wir  den 
Mittelpunkt  des  Strahlenbüschels  zum 
Anfangspunkt  und  die  positive  x-Axe 
zum  Anfangsstrahl,  so  ist  -O"  der  Winkel, 

dessen  Tangente  gleich  —  ist.    Bezeichnet 

r   den  Radiusvector,  so  ist  offenbar  hier 
(Fig.  15) 


ta&  = 


~dF 


} 

( 

0 

A 

r 

/7 

^1 

!/ 

/^9 

Fig.  15. 


Nun  ist 


^  =  arctg^,      ,-=]/^M=7^ 


berechnet    mau    hiernach    d\f    und    dr    und   setzt   ihre   Werte   ein,    so 

kommt 

.      „        xdxi  —  ]idx 

f  K  ®  =      ,      I       ,    • 
°  xdx  -\-  ydij 

Bezeichnen  wir  noch  ctg  0  mit  —  a,  so  können  wir  diese  Diffe- 
rentialgleichung so  schreiben: 

{x  —  ya)dx  +  (^  +  xajdy  =  0. 
Nach  unserer  Theorie  muss 

-—  .->  ctg  Ö 


ein  Multiplicator  derselben  sein.     Es  ist  hier 

X^'  -f  y^'  =  {x  -  yaf  +  iy  +  xaf  =  {x'  +  y^l  +  «^). 

Der  Multiplicator  kann  also,  da  constante  Factoren  gestrichen  werden 
dürfen,  in  der  Form  angenommen  werden 


In  der  That  ist: 


a  arctg  — 


Vx'  +  y» 


(x  —  ya)dx  -\-  (y  -\-  xa)dy    «  »«»«  — 
oin  vollständiges  Differential,  nämlich  von 

a  arctg 


I 


y'x*  +  f  .  e 
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Dies    gleich  Const.    gesetzt    stellt    also    die    logarithmischen    Spiralen 
dar,  deren  Winkel  mit  den  Radienvectoren  gleich  arc  ctg  ( —  a)  ist. 


Isothermen 
in  der 

Kl)Pno. 


§.  2.     Isothermen  in  der  Ebene  und  auf  krummen  Flächen. 

Die  Isothermenscliaren  in  der  Ebene  geben  ein  weiteres  Beispiel 
für  die  Anwendung  der  geometrischen  Deutung  des  Multiplicators. 

Bekanntlich  versteht  man  unter  einer  Isothermenschar  eine  Schar 
von  oo^  Curven,  welche  zusammen  mit  ihren  orthogonalen  Trajectorieu 
ein  Netz  von  infinitesimalen  Quadraten  bilden. 

Ist 
(2a)  ,  Xdy—  Ydx  =  0 

die  Differentialgleichung  einer  Isothermenschar,  so  hat  die  dazu  ortho- 
gonale Isothermenschar  die  Differentialgleichung 
(2  b)  Ydy  -\-  Xdx  =  0. 

Man  kann  nun  diese  beiden  Gleichungen  durch  Quadratur  inte- 
grieren. 

Denn  betrachten  wir  zwei  aufeinander  folgende  Curven  der  einen 
und  der  anderen  Schar,  welche  alle  vier  zusammen  an  der  Stelle  (x,  y) 
ein  infinitesimales  Quadrat  bilden,  so  haben  die  beiden 
Curvenstreifen  des  einen  und  des  anderen  Paares  die- 
selbe Breite  8s,  nämlich  die  Quadratseite  (Fig.  16). 
Nach  unserem  Satze  ist  daher 

St 


(x.vl 


^ 


I 

Fig.  16. 


wo  8t  eine  beliebige  infinitesimale  Zahl  bedeutet, 
ein  Multiplicator  sowohl  von  (2  a)  wie  von  (2  b).  Wenn  aber  zwei 
Differentialgleichungen  einen  gemeinsamen  Multiplicator  M  haben, 
so  kann  man  diesen  immer  durch  Quadratur  finden:  Der  Multiplicator 
muss  im  vorliegenden  Falle  die  beiden  Gleichungen 

dMX   .    dMY       ^ 


dx 
dMY 


dy 
dMX 


=  0 


dx  dy 

erfüllen,  die  sich  umformen  lassen  in  diese: 


(3) 


dx 


a-,.  ~r  ^y  gjj  ^y     ) 

dx 
"T"  dy' 


dx  dy 


dx 

dY 

dx 


Hieraus   aber   lassen  sich  — f —  und  —? —   als   Functionen   von  x,  y 

ex  öy 

berechnen,    lg  M  oder  also  M  selbst  ist  folglich  durch  eine  Quadratur 


\ 
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zu  bestimmen.  Hat  man  so  den  Multiplicator  gefunden,  so  verlangt 
die  Integration  der  Differentialgleichungen  (2a)  und  (2  b)  nur  noch 
je  eine  Quadratur,  daher: 

Satz  2:    Ist  Xdy  —  Ydx  =  0  die  Differentialgleichung   einer  Iso- 
thermenschar in  der  Ebene,  so  verlangt  ihre  Integration  nur  Quadraturen. 

Nebenbei    bemerkt  kann  man  hieraus  auch  eine  notwendige  und  hin- 
reichende Bedingung  dafür  ableiten,  dass  die  Differentialgleichung  (2aj  eine 

Isothermenschar   darstellt.     Denn   aus  (3)    müssen   sich  — ^^^ —  und       . 

^  ■'  ox  cy 

so  bestimmen,  dass  die  Integrabilitätsbedingung 

d_d\g  M. 0    dlg  M 

dy     dx  dx     cy 

auch    wirklich  erfüllt  ist.     Stellt  man  diese  Bedingung  auf,  so  erhält  man 

Y 

eine    gewisse   Relation   zwischen    X  und   Y",    welche   aussagt,    dass   ^    die 

Form  haben  muss: 

I  =  ig{^{x  +  iy)  +  W{x  -  iy)). 

Wenn  umgekehrt  diese  Relation  erfüllt  ist,  so  kann  man  lg  31  und  damit 
auch  M  bestimmen,  d.  h.  (2  a)  und  (2  b)  haben  einen  gemeinsamen  Multi- 
plicator, woraus  rückwärts  folgt,  dass  die  Breite  jener  beiden  Streifen  an 
der  Stelle  (x,  y)  dieselbe  ist,  dass  die  vier  Curven  also  ein  Quadrat 
bilden,  mit  anderen  Worten,  dass  (2  a)  eine  Isothermenschar  definiert. 

1.  Beispiel:  Die  Differentialgleichung:  Beispiele. 

(2  a')  2xydij  —  (r  —  x^)  dx  =  0, 

welche  eine  Isothermenschar  definiert,  soll  integriert  werden.  Hier 
lautet  die  Gleichung  (2)  der  Orthogonalschar: 

(2  b')  (/  —  x^)dy  +  2xy  dx  =  0. 

Die  Gleichungen  (3)  werden: 


(3') 

und  ergeben; 


^"^  ■'     cx  "^  cy 


d_\%M —  4a;         d\%M —  4y 

dx  a;*-f-j/*'         dy  x*  +  y* 

also 

(f  lg  M  =  —  2  i-\-"i-^ 

«  x*  -j-  y* 

oder 

lgJl/=-21g(2:^'  +  r), 

M=  -^ 

(.r«+j/»)« 
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Dies  ist,  wie  es  sein  muss,  ein  Multiplicator  von  (2  a'),  denn 

2xydy  —  (y-  —  x^)dx 

ist  ein  vollständiges  Differential.    Eine  Quadratur  liefert  das  gesuchte 
Integral: 

-ö— i — i  =  Const., 

während  das  Integral  von  (2b')  lautet: 

-—1 — -  =  Const. 

Die    erste    Isothermenschar    ist    die    Schar    aller    Kreise,    welche    die 
y-Axe   im  Anfangspunkt  berühren,  die  zweite  die  Schar  aller  Kreise, 
welche  die  x-kxe  im  Anfangspunkt  berühren. 
2.  Beispiel:  Die  Diflferentialgleichung: 

2xijdy  +  {x^  —  f  +  \)dx  =  0 
stellt    eine    Isothermenschar    dar.      Sie    soll    integriert    werden.      Mau 
findet  —  die   Ausrechnung   überlassen   wir  dem   Leser  —  den  Multi- 
plicato^ 

M= ' 

\xUf  +  (x«  —  y'  +  1)'* 

und  das  Integral  zunächst  in  der  Form: 

o;*  +  2/2  —  1 


i  arc  tg 


2a; 


Also  ist: 


^'  +  r  -  1  _  Const. 


2a; 
die  Isothermenschar.     Die  Orthogonalschar  hat  die  Gleichung 

— ^„    ^     =  Const. 
2y 

Die  ersteren  Curven  sind  alle  Kreise  durch  die  Punkte  ;?/  =  +  1  auf 
der  y-A\e,  die  letzteren  die  dazu  orthogonalen  Kreise  (durch  die 
imaginären  Punkte  a;  =  -j-  i  auf  der  x-Axe). 

BoziohunK  Um   Weitere  Probleme  mit  Hülfe  der  geometrischen  Deutuug  des 

il,—ipM  ...  .  . 

zwi3cheu    jntegrabilitütsfactors  zu  behandeln,  leiten  wir  zunächst  den  Hülfssatz  ab: 

den  Multi-  "  ' 

^zm-iiV'"  ^^^^    ^-    Besteht   zicischen   einem    Multiplicator   M  der   vorgelegten 


zweier 
ifToreuti 
gleicIiuDgo 


^'^^'''^''''^\:Differmtialgleichimy 


Xdy  —  Ydx  =  0 
tmd  einem  Multiplicator  Mi  einer  zweiten  vorgelegten  Differentialgleichung 

X^dy—  Yidx  =  0 
eine  Relation 

Ml  =  (p{x,y)  M, 


Isothermen  in  der  Ebene  und  auf  krummen  Flächen. 


1Ö9 


in  der  cp  eine  hehannte  Function  von  x,  y  ist,  so  kann  man  die  beiden 
3Iultiplicaforen  durch  eitie  Quadratur  hestimmen,  also  jede  der  beiden 
Differetitialfjleichiingen  durch  eine  fernere  Quadratur  integrieren. 

Im  Fall  (p  ^\  haben  wir  diesen  Satz  schon  oben  (8.  156j  be- 
wiesen. Der  allgemeine  Beweis  ist  fast  genau  derselbe  wie  damals: 
Da  nämlich  M^  =  tpM  ist,  so  hat  die  Differentialgleichung 

(pX^dy  —  (p  l\dx  =»  0, 

die  sich  mit  der  zweiten  Differentialgleichung  deckt,  denselben  Multi- 

plicator  31  wie  die  erste  gegebene  Differentialgleichung.     Damit  liegt 

aber    wieder    der    früher    betrachtete    Fall    vor,    dass    zwei    segebeno 

Differentialgleichungen    einen    gemeinsamen   Multiplicator    haben,    der 

sich  also  durch  Quadratur  (vgl.  die  Formeln  {3})  bestimmen  lässt. 

Mit   Hülfe   dieses  Satzes  ist  es  leicht  einzusehen,  dass  man  z.  B.  ^-'^ 

'  II. ■ 

zwei  vorgelegte  Differentialgleichungen  -^Y- 

Xdy  —  Ydx  =  0,     X^dy  -  l\dx  =  0, 

deren   Integralcurven    ein   Netz    von    infinitesimalen   Parallelofframmen 

bilden,   deren  Seitenverhältnis  an  jeder  Stelle  x,  y  der  Ebene  bekannt 

ist,    durch    im    ganzen    drei    Quadraturen    integrieren    kann.     In    der 

That,    es    besteht    dann   zwischen   den    infinitesimalen  Parallelogramm- 

seiten  da  und  Öa^    an  der  Stelle  {x,  y)   eine  bekannte  Beziehung  von 

der  Form: 

da 


II  i-i   llO 

•  I  ■km? 


Sa^ 


=  t(x,y). 


Breiten    der    von   je    zwei 


Da  sich  in  dem  Parallelogramm  die  Seiten  wie  die  Höhen  ds  und  öSj 
verhalten,  so  ist  also 

8s  ,       , 

Andererseits  aber  sind  ös  und  ds^  die 
Integralcurven  der  einen  und  der  anderen 
Differentialgleichung  gebildeten  Streifen 
an  der  Stelle  (x,  y).  (Fig.  17.)  Be- 
zeichnet 8t  eine  infinitesimale  Zahl, 
80  sind  also 

8t 


M  = 


M, 


8t 


Kig    17. 


Multiplicatoren     der     beiden     Differentialgleichungen     (nach    Satz     1). 
Wegen   der  obigen  Beziehung  zwischen  ds  und  8s^  koninit  dann: 


I 
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d.  h.  zwischen  den  Multiplicatoren  M  und  M^  besteht  eine  Beziehung 
von  der  Form,  wie  sie  in  Satz  3  vorausgesetzt  wurde.  Demnach 
verlangt  die  Bestimmung  von  AI  und  M^  nur  eine  Quadratur.  Eine 
zweite  Quadratur  liefert  das  Integral  der  ersten,  eine  von  dieser 
Quadratur  unabhängige  dritte  Quadratur  das  der  zweiten  Differential- 
gleichung, 

Also    gilt  der  folgende   Satz,    von   dem   Satz  2   nur   ein  Special-   » 
fall  ist:  f 

Satz  4:  Weiss  man,  dass  die  Integralcurven  zweier  vorgelegter 
Differentialgleichungen 

Xdy  -  Ydx  =  0,     X,dy  —  Y^dx  =  0 
die   Ebene   in   solche   infinitesimale  Parallelogramme   zerlegen,   dass   das 
Verhältnis  der  Seiten  des  an  der  Stelle  {x,  y)  befindlichen  Parallelogranivis 
gleich  einer  beJcannten   Function  tpix,  y)  des  Ortes  ist,   so  verlangt  dir 
Integration  der  beiden  Differentialgleichungen  im  ganzen  drei  Quadraturen. 

Dieser  Satz   hat  auch  für  die  Bestimmung  von  Curvenscharen  auf 
einer  krummen  Fläche  Bedeutung.    Wir  zeigen  dies  an  einem  .Beispiel:    . 
auf  fSu.         Gegeben  sei  eine  Fläche  | 

z  =  F{x,  y). 

Ein  Punkt  auf  ihr  wird  durch  die  Coordinaten  x,  y  bestimmt,  durch 
die   allein   wegen  z  =  F(x,  y)   sich    alle   Gleichungen   von  Curven    auf    , 
der  Fläche  ausdrücken  lassen.    Vorgelegt  sei  nun  noch  die  Differential-    i 
gleichung  einer  Isothermenschar  auf  der  Fläche:  i 

(4)  Xdy  —  Ydx  =  0, 

wo  also  X  und  Y  gegebene  Functionen  von  x,  y  bedeuten.  Sie  soll 
integriert  werden. 

Zunächst  kann  mau  die  Differentialgleichung  der  orthogonalen 
Isothermenschar  aufstellen.  Es  seien  nämlich  zur  Unterscheidung  d^x, 
d^y,  d^z  die  Incremente  von  x,  y,  z  längs  einer  Isotherme  dieser 
zweiten  Schar  im  Punkte  {x,  y,  z),  während  dx,  dy,  dz  die  Incremente 
von  X,  y,  z  längs  der  durch  den  Punkt  {x,  y,  z)  gehenden  Isotherme 
der  ersten  Schar  bedeuten  sollen.  Da  beide  Isothermen  sich  senk- 
recht schneiden,  so  ist 

(5)  dx  ■  diX  -\-  dy  ■  d^y  -\-  dz  '  d^z  =  0. 

Ferner  ist  wegen  z  =  F(x,  y),  wenn  -^  und  -^  zur  Abkürzung  mit 
p  und  q  bezeichnet  werden: 


Jl 


Isothermen  in  der  Ebene  und  auf  krummen  Flächen. 


IGl 


(6) 


pdx   +  qdy   —  dz   =  U, 

pd^x  +  <ld,y  —  d^z  =  <». 
Durch  Elimination    von   dx,   dij,   dz,  d^z   aus   (4),   (5)   und   (Ü)   geht 
dann  die  Differentialgleichung  der  zweiten  Isothermenschar  hervor: 
(7)         (r(l  +  q')  +  Xpq)d,y  +  (X(l  +  f)  +  Ypq)d,x  =  0. 

Die  Gleichungen  (4)  und  (7),  die  von  z  frei  sind,  kann  man 
natürlich  auch  auffassen  als  die  Dififerenlialgleichungen  der  Curven- 
scharen,  welche  die  Projectionen  der  beiden  Isothermenscharen  auf 
die  (xy)-^hene  sind.  Die  Gleichung  (7)  wollen  wir  abkürzend  auch 
so  schreiben: 

(7')  ^Ay-  i\d,x  =  o. 

Die  Isothermen  auf  der  Fläche  teilen  diese  in  infinitesimale  Quadrate 
und  zwar  habe  das  an  der  Stelle  (ic,  y)  befindliche  Quadrat  die  Seiten- 
länge ds.  Die  Projectionen  der  Quadrate  auf  die  (xy)-Ebene  sind 
Parallelogramme  (Fig.  18)  und  das  Verhältnis  der  Seiten  dö  und  dö^ 
dieser  Parallelogramme  lässt  sich  berechnen.  Es  sind  ja  d6  und  dö^ 
die  Projectionen  von  ds  auf  die  (ay) -Ebene, 
und  zwar  ist  das  eine  Mal  Ös  zur  (a;y)-Ebene 
unter  einem  Winkel  (p,  das  andere  Mal  unter 
einem  Winkel  ^^  geneigt,  wo 


cos   cp 


cos"  qp^ 


diX^  +  d^y^ 


ist.  Die  Parallelogrammseiten  verhalten  sich 
zu  einander  wie  cos  (p  zu  cos  cp^.  Diese  Cosinus  aber  lassen  sich 
als  Functionen  von  x  und  y  allein  darstellen,  denn  es  ist  nach  (4) 
und  (6): 


cos'  (p 
und  nach  (7')  und  (G): 

COS"  cpy 


^r  +  ^r 


Es  liegt  hier  mithin  der  Fall  vor,  auf  welchen  sich  Satz  4  be- 
zieht: Wir  wissen,  dass  die  Integralcurven  der  vorgelegten  Differeutial- 
u'.eichungen  (4)  und  (7)  oder  (7'),  diese  aufgefasst  als  Differentialglei- 
chungen in  der  (a:y)-Ebene,  die  Ebene  in  infinitesimale  Parallelogramme 
teilen,  deren  Seiten  in  einem  Verhältnis  cos  (p  :  cos  (py  stehen,  das  als 
Function  des  Ortes,  d.  h.  als  Function  von  x  und  y,  bekannt  ist. 
Die  beiden  DiflFerentialgleichungen  lassen  sich  somit  durch  drei  Quadra- 
turen  integrieren.     Dadurch   werden   die  Projectionen   der  Isothermen 


1/  i  e ,  liitluruutiulgluicliniii^cii. 
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und  folglich  diese  selbst  bestimmt.  Die  Iiiteuratiou  der  ersten  Glei- 
chung  (4)  benötigt  nur  zwei  von  diesen  drei  Quadraturen.     Daher: 

Satz  5:  Ist  eine  IsotJiermenscJiar  auf  einer  gegebenen  Fläche  durch 
ihre  Differentialgleichung  definiert,  so  kann  die  Integration  der  letzteren 
durch  zwei  Quadraturen  geleistet  werden. 

Übrigens  werden  wir  die  Zurückführbarkeit  der  Integration  später 
auf  einem  anderen  Wege  in  eleganterer  Weise  darthun  (vgl.  §  4). 

Bemerkt  sei  noch,  dass  sich  überhaupt  der  Satz  4  auf  krumme 
Flächen  ausdehuen  lässt,  denn  bilden  auf  einer  solchen  zwei  durch 
ihre  Differentialgleichungen  vorgelegte  Curvenscharen  infinitesimale 
Parallelogramme,  deren  Seitenverhältnis  eine  bekannte  Function  des 
Ortes  ist,  so  gilt  dasselbe  von  den  Projectionen  dieser  Curvenscharen 
auf  die  (icy)-Ebene.     Satz  5  ist  also  nur  ein  Specialfall. 

§  3.  Integration  dreier  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  in 
X,  y,  welche  mehr  als  eine  gemeinsame  infinitesimale  Transformation 

gestatten. 

Um  im  folgenden  §  4  auf  elegante  Weise  eine  Reihe  von  Sätzen 
über  die  Integration  von  Differentialgleichungen,  welche  Curvenscharen 
auf  krummen  Flächen  definieren,  ableiten  zu  können,  schicken  wir 
jetzt  eine  Theorie  voraus,  die  auch  abgesehen  von  dieser  ihrer  nach- 
herigen Verwertung  Interesse  darbietet. 


rwitiai^'"r  ^^  seien  drei  Differentialgleichungen 

chuugeu  mit 
lutegralon 

U,  V,  II  +  V-     , 

(8J 


X,dy  —  Y^dx  =  0, 
X,dy-  Y,dx  =  (), 
[X^dy  -  Y.,dx=-0 

vorgelegt,  und  es  sei  ferner  vorausgesetzt,  dass  ihre  Integrale  sich  in 
solcher  Form  m,  v,  iv  annehmen  lassen,  dass  zwischen  ihnen  eine 
lineare  Relation  mit  constanten  Coefficienten  A,  |it,  v  besteht: 

A«  -\-  ^iv  -\-  VW  ^  0. 

W^ir  können  zeigen,  dass  ihre  Integration  durch  im  ganzen  drei 
Quadraturen  geleistet  werden  kann. 

Natürlich  sind  die  Constanten  A,  jit,  v  alle  verschieden  von  Null. 
Mit  u  ist  auch  ku  ein  Integral  der  ersten  Difi"erentialgleichung  (8). 
Ebenso  ist  auch  [iv  ein  Integral  der  zweiten  Differentialgleichung  (8j 
und  —  VW  eines  der  dritten.  Jene  lineare  Relation  darf  also  ins- 
besondere so  angenommen  werden: 

w  ^  u  -\-  V. 
Es  muss  nun  Multiplicatoren  M^,  M^,  M,  geben  derart,  dass  identisch: 
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idu  =  M^{X^(ly  —  Y^dx), 
(9)  Idv  =  3I,{X,dy  —  Y^dx), 

\dn-  =  :\I,(X,dy-Y,dx) 
ist.     Wegen  dw  =  du  -\-  dv  folgt  aber  hieraus: 
3/3X3  =  3/iX,  -f-  34X,, 
M,Y,  =  3I,Y,-\-M,Y,, 
imd  also  durch  Elimination  von  31^: 

M,  (X,  1;  -  X3  Y,)  +  M,(X,  Y,  -  X3  Y,)  =  0, 
(1.  h. 

M   =  _  ^'  -^8  ~  -^8  -^A  M" 

Zwischen  den  Multiplicatoren  31^  und  ilfa  der  beiden  ersten  Differential- 
gleichungen (8)  besteht  also  eine  bekannte  Beziehung  von  der  Form: 

M2  =  g){x,y)3Ii. 
Nach   Satz  3    des   vorigen   Paragraphen   lässt  sich  folglich   J/j    durch 
eine  Quadratur  bestimmen.     Damit  ist  dann  auch  J/g  ^^^ 

gefunden.     Nun  berechnet  man  durch  je  eine  Quadratur  aus  (9)  auch 
u  und  V  und  kennt  damit  ohne  weiteres  das  Integral  w  =  u  -\-  v. 

Satz  6 :  Weiss  man  von  drei  geuöhnlichen  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  in  x,  y,  dass  sich  ihre  Integrale  in  solcher  Form  u,  v,  ic 
wäJden  lassen,  dass  zwischen  ihnen  eine  lineare  Fielation  mit  constauten 
Coefficicnten  besteht,  insbesondere  etua  diese:  w  eee  u  -f-  v,  so  kann  man 
sie  alle  drei  durch  im  ganzen  drei  Quadraturen  üdegrieren. 

Man  kann  den  Zusammenhang  zwischen  den  drei  Differential- 
'^leichungen  noch  in  anderer  Weise  charakterisieren.  Zu  dem  Zwecke 
wollen  wir  einmal  alle  infinitesimalen  Transformationen  aufsuchen, 
welche  alle  drei  Differentialgleichungen  gemeinschaftlich  gestatten. 
Wir  führen  dazu  am  besten  neue  Veränderliche  ein,  etwa  die  Integrale 
u  und  V  der  beiden  ersten  Gleichungen.  Dann  nehmen  die  drei 
Differentialgleichungen  die  eiufachen  Formen  an: 

du  =  0,     dv  =  0,     du  +  dv  =  0. 

Soll    die    erste    die    in    den    neuen    Veränderlichen   u,  v    geschriebene 
infinitesimale  Transformation 

Wf       <p{n,v)l[^  i,{^n,v)lf^, 

gestatten,    so   darf  «las  Incremont,   das  Wf  dorn  u   erteilt,   nur    von   u 

11* 
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abhängen.    Soll  die  zweite  sie  gestatten,  so  darf  analog  das  Increment 
von  V  nur  von  v  abhängen,  sodass  also  Wf  zunächst  die  Form  hat: 

Die  dritte  Differentialgleichung  du  -\-  dv  =  0  ist  der  linearen  partiellen 
Differentialgleichung 

'        du        cv 
äquivalent.     Soll  sie  Wf  gestatten,  so  muss  nach  Theorem  9  des  §  2 
des  6.  Kap.  eine  Relation  bestehen: 

(^WC)  =  XCf. 


Ausscerechnet  kommt: 


r^  .  df    ,     ,,.  .  df        ,  (df 

d.  h. 

(pXti)  =  t'{v)  =  Const. 

und   somit: 

CT) 

dvh 


sodass 


cp{i()  =  a  -\-  cu, 
iIj(v)  =  h  -\-  cv, 

Wf=(a  +  c,^ll-j-(b-j-cv)^ 


wird.     Unsere   drei  Differentialgleichungen   gestatten   also  die  drei  in- 
finitesimalen Transformationen : 

df       df  dl    .        dl 

du'     dv'        du    '~      dv' 

die  sich  durch  Nullsetzen  je  zweier  Coustanten  ergeben,  und  jede, 
welche  sich  aus  diesen  linear  mit  constanteii  Coefticienten  a,  &,  c  zu- 
sammensetzen lässt,  also,  wie  wir  uns  ausdrücken,  von  ihnen  abhängig  ist. 
Satz  7:  Lassen  sich  die  Integrale  dreier  gewöhnlicher  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung  in  x,  y  auf  solche  Formen  u,  v,  tv  hringen, 
dass  w^u  -\-  V  wird,  so  gestatten  die  drei  Gleichungen  gemeinschaftlich 
gerade  drei  von  einander  unabhängige  infinitesimale  Transformationen. 
Dieselben  lassen  sich  durch  Einführung  der  neuen  Veränderlichen  u,  v 
auf  die  Form  bringen: 

du'     dv'        du  ~*        dv 

Differential-  ^^^  wcrdcn  uunmchr  durch  ein  allerdings  längeres  Raisonnement, 

gieichun«ön,jj^g    jcdoch   gutcu    Übungsstoff  für  früher   Vorgetragenes   bietet,    um- 

'''''•"f^nrf gcl^ehrt  einsehen,   dass  drei  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  in 

haben,    x,  «/,   wclclic   gemeinsam    mehr  als  eine  infinitesimale  Transformation 
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gestatten,  gerade  drei  von  einander  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
formationen zulassen.     Wir  werden  dadurch  zu  dem  Satz  gelangen*): 

Satz  8:  Wenn  drei  geivöhnliche  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 
in  X,  y  gemeinschaftlich  mehr  als  eine  infinitesimale  Transformation  ge- 
statten, so  lassen  sich  ihre  Integrale  auf  eine  solche  Form  n,  v,  iv  hingen, 
dass  w  ^u  -\-  V  wird. 

Dieser  Satz  wird  übrigens  bei  den  PrcTblemeu  des  nächsten  Para- 
graphen nicht  benutzt,  kann  daher  auch  übergangen  werden. 

Zum  Beweise  benutzen  wir  wie  vorhin  die  Einführung  zweck- 
mässiger neuer  Variabein.  Wenn  ii  ein  Integral  der  ersten  und  v 
eines  der  zweiten  vorgelegten  Differentialgleichung  ist,  so  benutzen 
wir  diese  als  neue  Veränderliche.  Alsdann  haben  die  beiden  ersten 
Differentialgleichungen  die  Form 

du  =  0,     dv  =  0, 
während  die  dritte  zunächst  die  allgemeine  Form  hat: 

dv  —  ^(m,  v)du  =  0. 

Nach  Voraussetzung  sollen  die  drei  Differentialgleichungen  mehr  als 
eine  gemeinschaftliche  infinitesimale  Transformation 

Wf=  cp{u,  v)~-{-  ^{u,  v)  1^ 

gestatten.  Wie  schon  vorhin  bemerkt  wurde,  darf  rp  nur  von  «,  ^ 
nur  von  v  abhängen,  wenn  du  =  0  und  dv  =  0  diese  infinitesimale 
Transformation  gestatten  sollen.     Also  ist: 

(10)  Wf=<p{u)l{-^-{-^p{v)%^ 

Die  dritte  Differentialgleichung  ist  der  linearen  partiellen  Differential- 
gleichung 

'         du    '         c^v 


*)  Der  hier  zu  gebende  Beweis  ist  elementar.  Kürzer  und  eleganter  gestaltet 
er  sich  durch  Benutzung  der  Theorie  der  Trausforraationsgrnppen:  Daselbst  wird 
gezeigt,  dass  alle  mehr  als  eingliedrigen  Gruppen  der  Ebene,  welclie  drei  Diffe- 
rentialgleichungen erster  Ordnung  invariant  lassen ,  durch  Eiufühning  zweck- 
mässiger Variabein   auf   eine  der  beiden  Formen  p,  q,  xp  -f-  im  und  jj,  xp  -\-  yq 

gebracht  werden  können.     (Hier  ist^?!-^  ö"^  >  4  —  -^  •)     Alsdann  übersieht  man 

leicht,  dass  die  drei  Differentialgleichungen  die  Form  adx  -\-  hdy  =  Q  haben, 
wo  a  und  h  Constanten  sind.  Die  Integrale  haben  also  die  Form  a^x  -\-  h^y, 
a^x  -f  h^y,  «.,.»;  +  6,2/  und  tiir  diese  ist  der  Satz  evident.  Diese  Methode  be- 
nutzte Lio  in  seinen  Vorlesungen.  Die  mehr  elemeutare  Methode  des  Textes 
gehört  Scheffers. 
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äquivalent.     Da  sie    Wf  gestatten  soll,  so  iniiss  nach  Theorem  9  dos 
§  2,  6.  Kap.,  eine  Relation  bestehen  von  der  Form: 

(17C')- ACr 
oder  ausgerechnet: 

yfdu^^dv/dv        ^   du  ^    r,v  ru^  öv 

Hier  bedeutet  natürlich  (p'  den   Diö'erentialquotienten  ^,  ebenso  wie 

^'=^  sein  soll.     Da  diese  Relation  für  alle  Werte  von  /"bestehen 
^         dv 

soll,  so  muss 

A  =  —  9/ 

und  demnach: 

(11)  flp  ft  +  *  j*  =  *'i- -  9'* 

sein.     Jede  infinitesimale  Transformation  also,   welche  alle  drei  Diffe- 
rentialgleichungen invariant  lässt,  hat  die  Form  (10),  in  der  zwischen 
(p  und  t  die  Beziehung  (11)  besteht. 
Es  sei  nun 

eine  dieser  infinitesimalen  Transformationen.    Alsdann  werden  wir  an 
Stelle  von  u  und  v  die  Grössen: 

1*  du  I'  do 

"""j9o(«)'       """J   ^0» 

als  Veränderliche  benutzen,  wodurch  WJ  i"  ^  +  g-^  übergeht.  Die 
beiden  ersten  Differentialgleichungen  lauten  dann  du  =  0,  dv  =  0 
und  die  dritte  erhält  eine  Form  dv— 0{ü,v)dü  =  0.  Wir  können 
doshalb  annehmen,  unsere  Verändlichen  u,  v  seien  schon  so  gewählt,  j 
dass  eine  der  infinitesimalen  Transformationen,  welche  alle  drei 
Gleichungen  du  =  0,  dv  =  0,  dv  —  ^dii  =  0  invariant  lassen,  die 
einfache  Form  hat: 

Aber  freilich  geht  dies  dann  nicht,  wenn  (p^^  oder  ^^  identisch 
verschwindet.  Diesen  Ausnahmefall  können  wir  aber  schnell  erledigen. 
Ist  nämlich  etwa  ^0  =  0,   aber  (pQ^pO,   so  führen  wir  nur  an  Stelle 

von  u  die  Function    /  -^ .   als  neue  Veränderliche  u  ein.    Dann  dürfen 
wir  also  annehmen,  dass    W^f  die  Form  hat 
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Hier  liefert  (11),  da  g?  1,  j/>  e^  0  ist,  |^  =  0,  d.  h.  die  dritte  ge- 
gebene Differcütialgleichung  hat  die  Form  du  —  0{v)dv  =  0.  Indem 
man  dann  —  J^{v)dv  als  neues  v  einführt,  erkennt  man,  dass  die 
drei  Ditterentialgleichungen  auf  die  Form 

du  =  0,     dv  =  0,     du  -j-  dv  =  0 

zu  bringen  sind,  sodass  das  Integral  iv  der  letzten  gleich  der  Summe 
u  -\-  V  der  Integrale  der  beiden  ersten  ist.  In  diesem  Ausnahmefall 
sind  wir  also  zu  dem  gewünschten  Ergebnis  gelangt,  ohne  die  in 
Satz  8  aufgestellte  Voraussetzung,  dass  die  drei  Differentialgleichungen 
mehr  als  eine  infinitesimale  Transformation  gestatten,  im  Beweise 
völlig  benutzt  zu  haben. 

Ist  hiermit  der  Ausnahmefall  erledigt,,  so  handelt  es  sich  jetzt 
noch  darum,  den  Fall  zu  untersuchen,  in  welchem  eine  der  infinitesi- 
malen Transformationen   Wf  die  besondere  Form  hat: 

(12)  WJ=^-\-^- 

Hier  ist  q)  ^  tjj  ^  1  und  (11)  liefert  also 

c^    ,    d^       f. 

•3 r  ~ —  "^"^  '-'> 

OU    *    rv  ' 

d.  h.  ^  ist  eine  Function  von  u  —  v  allein,  sodass  die  drei  vorgelegten 

1  )iflferentialgleichungen  lauten: 

[\'6)  du  =  0,     dv  =  0,     dv  —  0{n  —  v)du  =  0. 

Nun  sollen  sie  mehr  als  die  eine  infinitesimale  Transformation  Wf,f 
gestatten.     Es  sei  also: 

Wf=q>(u)l{-^-^tl;{v)% 

eine  zweite,  von  TFq/'  unabhängige;  es  dürfen  sich  also  <p  und  4' 
nicht    etwa    auf   eine   Constante    a   reducieren.     Hier   liefert    die    He- 

dingung  (11),  da  0  eine  Function  von  u  —  v  allein  ist,  wenn  ^, : 

kurz  mit  <P'  bezeichnet  wird: 

{(p  —  tl;)0'  =  {ip'  —  (p')<P 
oder: 

(U)  ^--^'^=-'^=Sl(u-v). 

Es  kommt  nun  darauf  an,  diese  Bedingung  zu  interpretieren. 
I'abei  ist  im  Auge  zu  behalten,  dass  (p  eine  Function  von  u,  ilf  eine 
von  V  und  0  eine  von  u  —  v  sein  soll,  und  dass  tp  und  ^  sich  nicht 
l)eide  auf  eine  Constante  a  reducieren  dürfen.     Man  findet  durch  eine 
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allerdings    etwas  umständliche  Erwägung,    dass    der   Bruch  (14)   eine 
Constante  ist. 

Zum  Beweise  bemerken  wir,  dass  wegen  (14)  jedenfalls  eine  Function 
Q  von  u  und  v  existiert,  sodass  einzeln: 

|(p(m.)  —  t(^0  =9, 
^  ^^  W»-'t'(^)  =  95i 

ist.  Welche  Form  q  haben  muss,  ist  leicht  zu  sehen,  denn  die  erste 
Gleichung  giebt  nach  «  und  nach  v  differenziert: 

sodass,  wenn  dies  in-  die  zweite  eingesetzt  wird, 

|i  +  |£  =  ^ß 
du    '    ov        ^ 

hervorgeht  oder: 

aig_9  _^  d\g^  _  ^^^^  _  ^^ 

du      '      rv  ^  ' 

Diese  lineare  partielle  Differentialgleichung  für  lg  q  ist  äquivalent  dem 
simultanen  System 

du         dv d\^  Q 

T  "^  1  ß~  ' 

von  welchem  u  —  v  und  lg  q  —  ^  ü  (u  —  v)  •  (m  -f-  v)  Integrale  sind, 
sodass  zu  setzen  ist: 

IgQ-l^-  («  +  ^)   =  lg   T{U  -   V) 

oder : 

(16)  ^  =  vFei(»+'')-^^ 

Hier  bedeutet  ^  wie  Sl  eine  Function  von  u  —  v  allein.  Setzen  wir  den 
Wert  (16)  in  die  erste  Gleichung  (15)  ein,  so  kommt: 

(17)  cp{u)  -  ^{v)  =  ep-c+(« +  ")•«. 

Die  rechte  Seite  soll  sich  in  der  links  stehenden  Form  darstellen  lassen, 
d.  h.  die  rechte  Seite  muss,  wenn  sie  nach  «  und  das  Ergebnis  weiterhin 
nach  V  differenziert  wird,  ebenso  wie  die  linke  Null  ergeben.  Dies  giebt  die 
Bedingung: 

_  jjf"  _  .^  ijf'Sl  —  ^  rif'Sl'{u  -}-  t,)  _  4-  ^Sl"(u  +  v)  + 

+  [jp-'+  ^  7PSI  +  -^.  W^'{u  +  v)]  [4  5i  —  i^Sl'iu  +  tOJ  =  '•• 

Hierin  sind  W,  W\  W",  Sl,  Si! ,  Sl"  Functionen  von  u  —  v  allein.  Ausserdem 
kommt  noch  tf  -}-  ü  vor  und  zwar  quadratisch.  Da  die  Gleichung  für  alle 
Werte  von  u  +  v  und  u  —  v  bestehen  soll,  so  müssen  notwendig  die 
Coefficienten  von  (u  -f-  t-)*,  (m  -j-  v)  und  (u  -\-  v^  einzeln  verschwinden. 
Dies  liefert  die  drei   Rolationon: 

WSÜ ^  =  0 ,      ^''W  +  ^  'FÄ"  =  0 ,      «F"  —  ^  W^'  =  0. 
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Entweder    ist    also   ii' =  0,    d.    b.    ß    eine    Constante,    was    wir   beweisen 
wollten,  oder   'F  =  0.     Dann  aber  giebt  (I7j: 

d.  h. 

9  00  =  (',   n^i^)  = «, 

wo  a  eine  Constante  ist.    Die  Möglichkeit,  dass  q)  uud  ijj  sich  auf  dieselbe 
Constante  reducieren,  wurde  aber  oben  ausdrücklich  ausgeschlossen. 
Demnach  hat  sich  ergeben,  dass  Sl  eine 'Constante  ist. 

Es   war  Sl  zur  Abkürzung  für  —  -^  gebraucht.     Es  ergiebt  sich 

mithin,  dass 

^  =  rt  (=  Const.), 

d.  h. 

0  =  ae^O'-")     (a  =  Const.) 

ist.     Somit  lauten  unsere  drei  Differentialgleichungen  (13): 

du  =  0,     dv  =  0,     enlv  —  aef"'du  =  0. 

liier  ist  «  =j=  0.    Wenn  wir  ef'"  und  —  «e""  im  Falle  a  ^- 0  an  Stelle 
von  V  und  u  als  Variabein  benutzen,  gehen  sie  über  in: 

du  =  0,     dv  =  0,     dv  -{-  du  =  0, 

d.  h.  ihre  Integrale  u,  v,  w  stehen  in  der  Beziehung  w  =  u  -\-  i\     Ist 
a  =  0,  so  ist  dies  evident,  wenn  —  ccu  als  neues  a  benutzt  wird. 
Damit  ist  Satz  8  völlig  bewiesen. 

Wenn  drei  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  in  x,  y  vor- 
liegen, so  sind  drei  Fälle  denkbar.  Entweder  gestatten  sie  mehr  als 
eine  gemeinschaftliche  infinitesimale  Transformation.  Diesen  Fall  haben 
wir  soeben  erledigt,  auf  ihn  beziehen  sich  die  Sätze  6,  7  und  8.  Oder 
aber  sie  gestatten  nur  eine  gemeinsame  infinitesimale  Transformation, 
oder  endlich  sie  gestatten  Jceinc  gemeinsame. 

Auch  im  zweiten  Fall  kann  man  die  Integration  auf  Quadraturen 
zurückführen,  indem  sich  alsdann  die  betreffende  infinitesimale  Trans- 
formation durch  Quadratur  finden  lässt,  sodass  damit  ein  Multiplicator 
jeder  der  drei  Gleichungen  zu  bestimmen  ist.  Wir  werden  jedoch 
hierauf  nicht  näher  eingehen. 

§  4.     Anwendungen  auf  Probleme  der  Flächontheorie. 

Wir  werden  die  im  vorigen  Paragraphen  entwickelte  lutegrations- 
theorio  auf  einige  Probleme  anwenden,  die  sich  auf  die  Bcstimmuntj 
gewisser  Curvcnscharcn  auf  gegebenen  Flächen  beliehen. 
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Auf  einer  krummen  Fläche  sind  drei  Doppelscharen  von  je 
oo^  Curven  von  besonderem  Interesse,  nämlich  die  Hauptlangmten- 
curven  oder,  wie  man  sie  auch  nennt,  die  asymptotischen  Curven,  die 
Krümmimgslinien  und  die  Minimalcurven,  d.  h.  die  (imaginären)  Curven, 
deren  Bogenelement  ds  =  0  ist.  Wir  nennen  diese  Scharen  Doppel- 
scharen,  weil  durch  jeden  Punkt  der  Fläche  im  allgemeinen  zwei 
Curven  jeder  Art  hindurchgehen,  analytisch  ausgedrückt:  weil  die 
Differentialgleichungen  dieser  Scharen  hinsichtlich  der  Diflferential- 
quotienten  quadratisch  sind. 

Wenn  nämlich  die  Punkte  der  als  gegeben  betrachteten  Fläche 
durch  zwei  Parameter  ^t,  v  bestimmt  werden  und  wenn  c,  /",  g  die 
Gauss'schen  Fundamentalgrössen  erster  Ordnung,  E,  F,  G  die  zweiter 
Ordnung  (nämlich  in  Gauss'  Bezeichnung  i),  D',  D"),  aber  noch 
dividiert  durch  t  ==yeg  —  p,  bezeichnen,  so  lautet  die  Differential- 
gleichung der  Haupttangentencurven 

(18)  Edu^  +  2Fdudv  +  Gdv'  =  0, 

die  der  Kriimmungslinien 


(19) 


dv' 

—  diidv 

du 

e 

f 

U 

E 

F 

G 

=  0 


und  die  der  Minimalcurven  von  der  Bogenlänge  Null: 
(20)  edu-  +  2fdudv  +  gdv''  =  0. 

Die  linken  Seiten  dieser  drei  Differentialgleichungen  lassen  sich  in  je 
zwei  in  du  und  dv  lineare  Factoreu  zerlegen,  sodass  wir  also  sechs 
Differentialgleichungen  vor  uns  haben  von  der  Form 

Vdu  —  Udv  =  0. 

Im  allgemeinen  werden  nun  zwischen  gewissen  dreien  derselben 
keijie  solche  Beziehungen  bestehen,  wie  wir  sie  im  vorigen  Para- 
graphen betrachteten.  Besonderes  Interesse  bieten  deshalb  die  Flächen- 
gattungen dar,  hei  welchen  die  Integrale  gewisser  dreier  dieser  Gleichungen 
auf  eine  solche  Form  gebracht  ivcrden  Jcönnen,  dass  ztvischen  ihnen  eine 
lineare  Relation  mit  constantcn  Coefficientcn  besteht.  Wir  werden  hier 
nur  einzelne  dieser  Fälle  näher  besprechen. 

Sie  beziehen  sich  ihrer  Natur  nach  auf  besondere  Flächengattungcu. 

Dem   gegenüber  lassen   sich  aber  auch  andere  Probleme,   welche  sich 

auf  gewisse  Curvenscharcn  auf  ganz  beliebigen   Flächen   beziehen,    mit 

Hülfe    unserer  Theorie   erledigen,    so   die  Integration  der  Differential- 

Tiotherinn.  (jlcichuno  cincr  Isothermenschar  auf  einer  beliebigen  Fläche.    Wir  fanden 

»uf  FlaLhoii.";  *^  . 

in   §   2,    dass    diese    Integration    immer    durch    Quadraturen    geleistet 
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wordoii  kann.  Dies  hat  den  folgenden  tieferen  Crund:  Man  weiss  aus 
der  allgemeinen  Fläclientheorie,  dass,  wenn  »i(«,  v)  =  Coust.  und 
Viiti,  v)  =  Const.  die  Minimalcurven  darstellen,  alsdann  jede  Isothermen- 
schar  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 

U{u,)  +  V{v,)  =  0 
oder  bei  passender  Wahl  von  Hj  und  v^  durch: 

«1  -\-  i\  =  Consf. 
dargestellt  wird.    Demnach  stehen  die  in  (20)  enthaltenen  Differential- 
gleichungen der  beiden  Scharen  von  Minimalcurven  und  die  vorgelegte 
Difi'ereutialgleichung  einer  Isothermenschar: 

U{u,  v)dv  —  F(m,  v)du  =  0 
(jetzt  bei  beliebiger  Wahl  der  Flächenparameter  u,  v)  in  der  Beziehung, 
dass  zwischen  ihren  Integralen  n^,v^,it\  eine  lineare  Relation  ^v^  =  u^^-\-v^ 
besteht.  Ihre  Integration  verlangt  also  nach  Satz  6  des  vorigen 
Paragraphen  nur  Quadraturen*).  In  §  2  bewiesen  wir  dies  auf  einem 
etwas  umständlicheren  Wege. 

Nunmehr   wollen   wir  jene  oben  charakterisierten  Einzelprobleme 
in  einigen  Beispielen  erläutern  und  erledigen. 

1.  Beispiel:    Vorausgesetzt    wird,    dass    fleischen   den   Differential-  iiäcbcn, 
qleichimqen  der  beiden  Scharen  von  IlaupUanqentencurvc^i  und  der  einen    u»«?»- 
Sehar  von  Krümmungslinien  die  Beziehung  hesteht,  wonach  ihre  Integrale  j^'i"'_^''^^|*j, 
hy,  h^,  Jci    auf   eine    Form    gebracht    iverden    liünnen,    in    ivclchcr    eine    '>'i>i'" 
lineare  Relation    mit  constanten  Coefficienten  zivischen   ihnen  stattfindet: 
l\  =  hl  -{-  h^.     Übrigens    ist    dann    Je,  =  h^  —  h.2    das    Integral    der 
Differentialgleichung   der  Krümmungslinien    der  zweiten  Schar,  da  die 
vier  durch  einen  Flächenpunkt  gehenden  Curven  der  betrachteten  Art 
in   ihm   Richtungen   mit   dem   Doppelverhältnis  —  1    haben,  denn  die 
Haupttangenteneurven    halbieren    die    Winkel    der    Krümmungslinien, 
und    da    andererseits    die    Differentialgleichungen    dh^  =  0,    dh.,  =  0: 
dh^  +  dh.^  =  0,  dhj^  —  dh.,    vier    harmonische   Richtungen   bestimmen. 
Man    kann   dann   nach   unserer  im   vorigen   Paragraphen   entwickelten 
Theorie    die    beiden   Scharen    der   Haupttangenteneurven    und   die   der 
Krümmungslinien    durch    Quadraturen    bestimmen.     Um    nun   aber  zu 
erkennen,   welche   geometrische  Eigentümlichkeit  diesen  jetzt  betracli- 
teten  Flächen    zukommt,    wollen    wir   für   den    Augenblick   annehmen, 


*)  Dieser  Satz   wurde   zuerst  aufgestellt  von  Lie  in  der  Abhandlunj,':    „All- 
gemeine Theorie  der  partiellen  üifforentialglcichungon  erster  Ordnung  (2.  Abteil.)". 
Math.  Ann.  XI  (1877),  S.  5ö6.     Spilter  haben  Weingarten  und  Darboux  einen 
eciellen  Fall  dieses  Satzes  bewiesen. 
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die  Parameterlinieu  n  =  Const.,  v  =  Const.  seien  gerade  die  Haupt- 
tangentencurven.  Dann  ist  nach  (18)  E  =  G  =  0,  so  dass  die  Üift'c- 
rentialgleichuug  (19)  der  Krümmungslinien  sich  reduciert  auf: 

(Yedu  +  Ygdv)  (Yedu  —  Ygdv)  =  0. 
Nach  Voraussetzung  sollen  sich  die  Krümmungslinien  in  der  Form 

cp{u)  +  i^(f)  =  Const. 
ergeben,    denn    q){2t)    und    tp(v)    sind    die    allgemeinen    Integrale    der 
Differentialgleichungen    dti  =  0,    dv  =  0    der    Haupttangeatencurven. 
Folglich  muss  Ye  sich  bis  auf  einen  Factor  q  auf  die  Function  tp{t(), 
Yg  sich  bis  auf  denselben  Factor  q  auf  die  Function  il>{ii)  reducieren: 

l/e  =  ^9)(«),     Y9  =  PV'(v), 
wo    Q    eine  Function    von  u,  v  ist,    sodass    das   Quadrat  des   Bogen- 
elementes   der  Fläche  die  Form    erhält,  wenn  /'  gleich  ;f(w,  v)q^  ge- 
setzt wird: 

ds^  =  Q^{(p(u)du^  -\-  2xdudv  +  il)(v)dv'^). 

Wenn  wir  von  dem  Ausnahmefall,  dass  e  e^  0  oder  ^^0  ist,  d.  h. 
dass  die  eine  oder  andere  Haupttangentencurvenschar  aus  Minimal- 
curven  besteht,  absehen,  so  können  wir  durch  Einführung  einer 
Function  von  u  als  neues  u  und  einer  Function  von  v  als  neues  v, 
wodurch  das  Bisherige  nicht  wesentlich  berührt  wird,  erreichen,  dass 
fp{ii)  ^1,  il){v)^\  wird,  sodass  dann: 

ds'  =  o'idw'  +  2xdudv  +  dv'') 

ist.  Hiernach  ist  das  Bogenelement,  welches  die  Curven  u  =■  Const. 
und  u  -\-  du  ==  Const.  auf  einer  Curve  v  =  Const.  abschneiden,  gleich 
Qdu,  und  Entsprechendes  gilt  für  die  Bogen  auf  den  Curven 
u  =  Const.  Nimmt  man  also  die  beiden  Differentiale  du  und  dv 
gleich  gross  an,  d.  h.  überzieht  man  die  Fläche  mit  den  Haupt- 
tangentencurven  ii  =  Uq,  u  =  Uq  +  f ,  «  =  Uq  +  2f ,  .  •  .,  v  =  Vq, 
^  =  ^0  ~f~  *j  ^  =  ^0  "1"  ^^}  •  '  '}  ^0  ^  ^^^^  infinitesimale  Grösse  be- 
deute, so  erhält  man  ein  Netz  von  infinitesimalen  Kliotnhen.  An 
der  Stelle  («,  v)  besitzt  der  betreffende  Rhombus  die  Seite  q{u,  v)s. 
Wenn  umgekehrt  das  Netz  der  Haupttangentencurven  aus  Rhomben 
besteht,  so  folgt,  dass  ]/e(?M  und  V^f?w  für  du  =  dv  gleich  sind,  d.  h. 
|/e  ^  |/^  =  ()(?<,  r)  ist  u.  s.  w.,  es  ergiebt  sich  also  rückwärts  die 
zu  Anfang  dieses  Beispiels  gemachte  Annahme.  Übrigens  lauten  bei 
unserer  Wahl  der  Parameter  u,  v  die  Differentialgleichungen  der 
Krümmuugslinien 

du  ^  dv  =  0, 


Anwendungen  auf  Probleme  der  Fliichentheorie.  17.'} 

d.  h.  die  Krümmungslinien  sind,  ivie  auch  f/eometrisch  erhellt,  die 
Diagonalen  jener  Wiomhen. 

Satz  9:  Kann  man  auf  einer  Fläche  die  Haupttamjentcncuricti  so 
ziehen,  dass  sie  ein  Netz  von  infinitesimalen  Bhomhcn  bilden,  so  re)langt 
die  Integration  der  Differentialgleichungen  der  Haupttangentencurven  und 
Krümmungslinien  nur  Quadraturen. 

Zu  den  Flächen  dieser  Art  gehören  insbesondere  alle  Flächen 
Constanten  Gauss'schen  Krümmungsmasses.  Wenn  man  nämlich  auf 
einer  solchen  Fläche  die  Haupttangentencurven  als  Parameterlinieu 
M  =  Const.,  y  =  Const.  einführt,  so  werden,  wie  Dini  und  Enneper 
zuerst  zeigten,   e  und  g  Functionen  von  t<  resp.  v  allein.     Also  folgt: 

Satz  10:  Die  Haupttangentencurven  und  Krümmungslinien  einer 
Fläche  constanter  Krümmung  lassen  sich  durch  Quadraturen  bestimmen*). 

Nun  können  wir  übrigens  auch  auf  directem  geometrischen  Wege 
einsehen,  dass  auf  den  Flächen,  welche  von  ihren  Haupttangenten- 
curven in  infinitesimale  Rhomben  zerteilt  werden,  diese  Curveu  durch 
Quadraturen  gefunden  werden  können. 

Es  seien  nämlich  u,  v  beliebig  gewählte  Flächenparameter,  z.  B. 
die  Coordinaten  x,  y,  und  es  sei  giii,  v)dt,  wo  öt  eine  infinitesimale 
Grösse  bedeute,  die  noch  iinbekannte 
Seitenlange  des  an  der  Stelle  {u,  v) 
der  Fläche  befindlichen  Rhombus,  Er- 
teilen wir  nun  dem  daselbst  befind- 
lichen Punkt  {x,  y,  z)  die  infinitesimale 
Fortschreitung  gdt  längs  einer  der  hin- 
durchgehenden beiden  Haupttangenten- 
curven und  verfahren  wir  so  mit  allen 
Punkten  der  Fläche,  so  geht  oflenbar 
jede  Haupttangentencurve  der  anderen 
Schar  in  eine  ebensolche  über.  Auch 
die  Krümmungslinien,  die  Diagonalen 
[  der  Rhomben,  werden  unter  einander  vertauscht.  (Siehe  Fig.  19.) 
Y  Diese  geometrische  Thatsache  verwerten  wir  analytisch.     In  dem 

beliebig  angenommenen  Parametersystem  u,  v  hat  das  Quadrat  des 
Bogenelementes  allgemein  die  Form 

(21)  ds^  =  edu^  -\-  2f'dudv  -j-  gdv-, 


*)  Lie,  Zur  Theorie  der  Fläche»  constanter  Krümmung  I.  Archiv  for  Matli. 
"K  Naturv.  Bd.  lll  (1879),  S.  345—354.  Vgl.  auch  iJuUetin  des  sciences  math. 
t.  V  (1881),  II.  Serie,  \>.  T'.)— 80. 


II 


1 74  Kapitel  9,  §  4. 

in  der  e,  f,  g  bekannte  Functionen  von  u,  v  sind.  Indem  wir  die  all- 
gemeine Differentialgleichung  (18)  der  Haupttaugentencurven  in  ilire 
linearen  Factoren  zerlegen,  erhalten  wir  die  beiden  Differentialglei- 
chungen 

(22)  Adv  —  Bdu  =  0,     Cdv  —  Ddu  =  0 

der  beiden  Scharen  von  Haupttangentencurveu.  Es  handelt  sich  darum, 
sie   zu  integrieren.     Ä,  B,  C,  D   sind   natürlich   bekannte  Functionen 

von  u  und  v. 

Wir  suchen  den  analytischen  Ausdruck  jener  oben  betrachteten 
infinitesimalen  Transformation.  Dieselbe  führt  einen  Punkt  {u,  v)  der 
Fläche  längs  einer -Haupttangentencurve  der  Schar 

Adv  —  Bdu  =  0 
hin    zu    einem    infinitesimal    benachbarten    Punkte    (u  -f  dn,  v  +  dv). 
Die  Incremente  du  und  dv  müssen  also  die  Form  haben: 

du  =  }iÄdt,     8v  =  lB8t. 
Nun    soll   die   Verschiebung   die  Länge   Q8t  haben.     Nach  (21)   muss 

also  sein: 

^Ht^  =  edtr  -f  2fdudv  +  gdv'- 


oder 
d.  h. 


Q'^k-'{A'e  +  2ABf-\-B'(j), 


sodass     die    infinitesimale    Transformation    in    u,   v    geschrieben    das 
Symbol  hat: 


du  dv 


y  yA''e-{-2ÄBf-\-B^g' 
wo   das   allgemeine   Functionszeichen   f  statt  f  gewählt  wurde,   weil  /' 
schon    eine    andere   Bedeutung    hat.     Allerdings    ist  hier   q  noch    un- 
bekannt. 

Diese    infinitesimale    Transformation    führt    die    Haupttangenten-  | 
curven  der  zweiten  Schar: 

Cdv  —  Ddu  =  0 
in    sich   über,    lässt  also   diese   Differentialgleichung   invariant.     Nach 
Theorem   8,  §  1,  6.  Kap.    besitzt    mithin    diese    Differentialgleichung 
den  Multiplicator: 

r..o^  AT-l    VÄ^e-\-2ABf-irWi, 

K"^^)  -^^  ~  Q   '  AD  —  BC 
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Ganz  ebenso  ergiebt  sich,  dass  die  Differentialgleichung 
Adv  —  Udu  =  0 
der  anderen  Schar  den  Multiplicator 

(24)  M=   ^  •  V^^lETjCWTD^g 

^     ^  Q  AD  -  BG 

besitzt. 

Zwischen  zwei  Multiplicatoreu  M  und-iS^  der  beiden  Differential- 
gleichungen (22)  besteht  also  eine  bekannte  Relation: 

M^  ^  -i/C^e  +  2CDf  -\-  D'g 

N         V  A'-e-\-2ABf-\-~Wg' 

Nach   Satz  3,   §  2   dieses   Kapitels   lassen   sich   also   auch   M  und   N 

durch    nur    eine    Quadratur    finden.     Mithin    erfordert    die   Integration 

der  beiden  Gleichungen  (22)  im  ganzen  drei  Quadraturen. 

Da  jene  beiden  infinitesimalen  Transformationen  auch  die  Krüm- 
mungslinieu  unter  einander  vertauschen,  so  kann  man  für  die  Diffe- 
rentialgleichungen dieser  ähnliche  Multiplicatoreu  aufstellen. 

Wenn  insbesondere  jene  Rhomben  constante  Seitenlänge  QÖt  haben, 
so  ist  Q  =  l  zu  setzen,  d.  h.  nach  (23)  und  (24)  kennen  wir  dann 
die  Multiplicatoreu  31  und  N  und  die  Bestimmung  der  Haupttangenten- 
curven  erfordert  nur  zwei  Quadraturen.  Dieser  Fall  tritt,  wie  oben 
bemerkt,  bei  den  Flächen  constanter  Krümmung  ein. 

Wir  wollen  diese  allgemeinen  Ergebnisse  an  dem  Beispiele  der 
Flächen  constanter  Krümmung,  tvelche  Botationsflächen  sind,  verificieren. 
Bekanntlich  kann  man  jede  solche  Fläche  mit  der  ^-Axe  als  Rotation s- 
axe  darstellen  in  der  Form: 

a;  =  a  sin  n  cos  v,     y  =  a  sin  u  sin  v, 
z=  j  yi^  —  «2  cos^l^  du . 

Berechnet  man  hier  die  Fundamentalgrössen,  so  kommt: 

f'  =  ^  ,  f=  0,      (/  =  a-  sin-  u, 

7?  o^  sin  w  -r-T        ^        .,  a  i ■ 

yX'  —  a-coaUi  '                  X              ^                               ' 

sodass  die  Differentialgleichung  der  Haupttangentencurven 

JEdu^  +  2Fdtidv  +  Gdv-  =  0 
die  Form  erhält: 

X'du'  -f  (A-  -  «-  cos^*  u)dr'  =  0 
oder,  in  ijiro  linearen  Factoren  zerspalten: 

j/A''  —  fr  cos-'  n  -  dv  'T-  ikdu  =  0. 
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Natürlich  ist  die  Integration  sofort  durch  Separation  der  Variabein 
zu  leisten.  Wir  wollen  jedoch  unsere  obigen  allgemeinen  Resultate 
verificieren.     Es  ist  hier  zu  setzen: 

A  =  I/A^  —  a^  cos'-^  u ,     B  =  iX, 
C  =  ]/A^—  a^  cos^  u,     J)  =  —  il, 
sodass  AD  -  BG  =  -  2iXyW^^'^Föös^  u  und: 

AH  +  2ABf-^  B'g  =  X\X'  -  a'), 

also  constant  wird.     Dasselbe  gilt  von 

C'e  +  2CD/'  +  D'g  =  ^  (A^  -  a'). 
Die  beiden  Differentialgleichungen  der  Haupttangeuteneurven  besitzen 
sonach  den  Multiplicator 

—  2iX  yX^  —  a*co3*u 
oder  auch 


und  das  ist  offenbar  richtig. 

Man    kann   nach    der    analytischen  Bedingung   dafür  fragen,   dass 

eine  FläcJie 

z  =  F{x,  y) 

eine  Fläche  der  von  uns  letrachtetm  Gatkmg  ist,  d.  h.  von  ihren  Haupt- 
tangentenmrven  in  lihombm  zerlegt  ivird.    Der  Weg  zu  ihrer  Aufstellung  j 
liegt    offen:    Wir  benutzen  x  und   y   als   Parameter  u  und  v.     Dann  j 
ist  bekanntlich,  wenn   die  ersten  partiellen  Differentialquotienten  von  ^ 
0   nach  X,  y  mit  i),  q,   die   zweiten   der  Reihe  nach   mit  r,  s,  t   be- 
zeichnet werden: 

e=l-\-p',    f  =  PQ,    </=l+^/ 
und  die  Gleichung  der  Haupttangentencurven: 

rdx"^  -i-  2sdxdy  +  tdy^  =  0. 
Sie  ist  in  ihre  linearen  Factoren  zu  zerspalten: 

{tdy  +  (s  +  a))dx)  ((s  +  a)dy  +  rdx)  =  0, 

sodass  zu  setzen  ist: 

A  =  —  t,         B  =  s  -\-  CO, 

C  =  s-{-  a,     D=  -r. 

Hierbei  bedeutet  co  die  Quadratwurzel: 
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Nun  wird: 

A'e-\-2ÄBf-]-  B^g  =  tH\  -\.  f)  -2pcit{s  +  a>)-\-  {s  -^  co)\\  + ./), 

C'e  +  2CI)f  +  B'g  =  {s  +  o>f  (1  +  f)  -  2pqr{s  +  «)  +  r\l  +  q'). 

Diese  beiden  Ausdrücke,  sie  seien  zur  Abkürzung  mit  C/^  und  V'^ 
bezeichnet,  stellen  sich  also  dar  als  Functionen  der  ersten  und  zweiten 
Differentialquotienten  von  0. 

Wenn  nun  die  Fläche  ^  =  F{x,  y)  ekie  Fläche  der  betrachteten 
Art  ist,  so  müssen  nach  (23)  und  (24j  die  beiden  Differentialgleichungen 
der  Haupttangen teneurven: 

(25)  V{Ady  -  Bdx)  =  0,     U{Cihj  —  Ddx)  =  0 

einen  gemeinsamen  JMultiplicator: 


q{AD  —  BC) 
besitzen. 

Wenn  umgekehrt  die  beiden  Differentialgleichungen  der  Haupt- 
taugentencurveu  (25)  einen  gemeinsamen  Multiplicator  P  besitzen,  so 
lässt  sich  hieraus  q  bestimmen  und  danach  wieder  rückwärts  eine  infini- 
tesimale Transformation  angeben,  welche  die  eine  Schar  der  Haupt- 
tangentencurven  invariant  lässt,  u.  s.  w.,  d.  h.  man  gelangt  wieder 
zu  den  Flächen,  welche  von  ihren  Haupttangentencurven  in  Rhomben 
zerlegt  werden. 

p]inzige  Bedingung  für  unsere  Fläche  ist  also  die,  dass  die  beiden 
Differentialgleichungen  (25)  einen  gemeinsamen  Multiplicator  habeu, 
dass  also  eine  Function  P  existiert,  sodass: 

dx       '  cy  ex  cy    ^ 

PC  ^-^ + C7D  yi^ = -  »1^  -  »1^ 

öx       '  öy  ox  cy 

ist.     Hieraus  lassen  sich  —^—  und    —^ —  auf  algebraischem  Wejjje  be- 

cx  cy 

stimmen  und  zwar  als  Functionen  der  ersten,  zweiten  und  dritten  Ab- 
leitungen von  z.  Die  einzige  verbleibende  Bedingung,  nämlich  die 
der  Integrabilität: 

dy     dx  dx     dy    ' 

•  uthält  also  die  ersten  bis  vierten  Differentialquotienten  von  :. 

Die  Flächen  z  =  F{x,  y)  alsOf  icdchc  von  ihren  llauitttuuinitcu- 
ciirven  in  lihomhen  zerlegt  iverden,  sind  definiert  durcli  eine  partielle 
Differentialgleichung  vidier  Ordnung. 

Wenn  wir  insbesondere  verlangen,  dass  die  Fläche  z  =  F{x,y) 
von    ihren    Haupttangentencurven    in    Ulioiuben    von   eoiistantcr   Öeiten- 


I 


178  Kapitel  9,  §  4. 

länge   QÖt   zerlegt   werden   soll,    so   ist   in   (23)   und   (24)   q=1   an- 
zunehmen, d.  h.  wir  haben  auszudrücken,  dass  die  Gleichungen 

Ädy  —  Bdx  =  0,    Cdy  —  Bdx  =  0 

die  Multiplicatoren 

^~  AD  -  BC    '^^^P-    ^  ~  AD  —  BC 
besitzen.     Dies    liefert    offenbar    zwei  partielle    Diffcrentialgleichmgen 
dritter    Ordnung   für   z.     Man    kann    zeigen,    dass    dieselben    nur    von 
solchen  Flächen  gleichzeitig  erfüllt  werden,  für  die 

— -j — j— j — STT,  =  Const. 

ist,  d.  h.  nur  von  den  Flächen  constanter  Krümmung.    Wir  gehen  aber 
hierauf  nicht  näher  ein. 

Kiäciipn,  2.   Beispiel:    Die    vorliegende  Fläche    möge    nunmehr  die  Eigon- 

"J""«**''"'^"  tümlichkeit  haben,  dass  zwisclmi  den  beiden  BifferentiahleicJmnnen  der 
siii.i.  Minimalcurven  und  der  BiffcrentialgJeicJmng  der  einen  Schar  der  Krüm- 
mnngslinien  die  im  vorigen  Paragraphen  betrachtete  Beziehung  besteht, 
tvonach  das  Integral  der  letzteren  sich  linear  mit  constanten  Coefficienten 
durch  die  der  beiden  ersteren  ausdrückt.  Übrigens  gilt  dann  dasselbe 
von  dem  Integral  der  Differentialgleichung  der  anderen  Krüminungs- 
linienschar,  da  die  durch  einen  Punkt  gehenden  Minimalcurven  und 
Krümniungslinien  in  diesem  Punkte  vier  Richtungen  mit  harmonischem 
Doppelverhältnis  bestimmen.  Nach  §  3  können .  wir  diese  Minimal- 
curven und  Krümmungslinien  durch  Quadraturen  bestimmen. 

Um  die  geometrische  Eigentümlichkeit  unserer  Flächengattung 
zu  finden,  seien  die  Parameterlinien  u  ==  Const.,  v  =  Const.  die 
Minimalcurven.  Längs  derselben  muss  das  Bogeneleraent  Null  sein, 
d.  h.  in 

ds^  =  edu^  +  "^fdudv  -f-  gdv^ 

ist  e  =  g  =  0.     Es  bleibt  demnach 

(Is^  =  2fdudv. 
Die   Differentialgleichung   (19)    der   Krümniungslinien   nimmt   also   die 
Form  an: 

{YGdv  4-  yEdu)  (yGdv  —  YEdu)  =  0. 
Da  das  Integral  von 

yGdv-\-  yEdu  =  0 
die   Form   q){n)  -{-  ip(v)   haben   soll   —  denn   cp(u)   und   ^(v)   sind   die 
allgemeinen  Integrale  der  Differentialgleichungen  du  ==0,  dv  =^  0  der 
Miuinialcurven  — ,  so  sind  E  und  G  von  der  Form: 
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wo  Q  eine  Fimction  von  it,  v  bedeutet.  Indem  wir  an  Stelle  von  u,  v 
passende  Functionen  von  u  allein  und  von  v  allein  als  Parameter 
einführen,  erreichen  wir  insbesondere,  dass 

E  =  Q,        G  =  IQ 

wird  (wenn  wir  von  dem  Ausnahmefall  E  =  0  oder  G  =  0,  in 
welchem  die  Krümmmigslinien  Minimalowrven  sind,  absehen).  Die 
Krümmungslinien  sind  dann  gegeben  durch: 

M  +  iv  =  Const. 
Sie    sind    Isothermen.     Um    dies    nachzuweisen   —   ohne    uns    auf  die 
Theorie  der  Tsothermensysteme   auf  Flilchen  zu  stützen,  nach  der  djes 
augenscheinlich  ist  —  führen  wir  neue  Parameter  u^,  i\  ein  vermöge  : 

u  -f-  iv  =  2ui,     «  —  iv  =^  2ft'j, 
sodass    «1  =  Const.,    v^  =  Const.     die    Krümmungslinieu    sind.     Als- 
dann ist: 

du  =  du^  -f-  idVy,     dv  =  —  idu^  —  dvi 

und  also  wird  das  Quadrat  des  Bogenelementes 

ds^  =  2fdndv  =  —  2if{dn^-  -\-  dv^^), 
d.  h.  längs  der  Krümmungslinien  u^  =  Const.,  r^  =  Const.  haben  die 
Bogenelemente  die  Werte  dvy  Y —  2if  und  du^^  Y —  2if.  Zieht  mau 
also  die  Krümmungslinien  «  =  m^»  m  =  «o  H~  ^;  "  =^  *'o  ~f"  ^f,  .  .  ., 
V  =  Vf^,  V  =  v^y  -{-  £ ,  V  =  Vq  -{-  2 c ,  .  .  . ,  wo  s  eine  infinitesimale  Zahl 
bedeute,  so  bilden  sie  Quadrate  von  der  Seitenlange  £ )/ — 2//",  was 
zu  beweisen  war. 

Wenn  umgekehrt  die  Krümmungslinien  einer  Fläche  Isothermen 
sind,  so  folgt  rückwärts,  dass  man  das  Bogenelemeut  durch  Ein- 
führung passender  Parameter  «,  v  auf  die  Form 

ds^  =  2fductv 
l)ringen   kann   und  gleichzeitig  ti  +  iv  =  Const.  die  Krümmungslinien 
darstellt.     Man  gelangt  also  zu  den  ursprünglichen  Flächen  zurück. 

Satz  11:  Sind  die  Kriimmungslinien  einer  Flüche  Isothermen,  so 
hann  man  sie  nml  die  Blinitnalcurven  der  Fläche  durch  Quadraturen 
bestimmen. 

Übrigens  ist  dieser  Satz,  soweit  er  von  den  Krümmungslinieu 
spricht,  nur  ein  Specialfall  des  Satzes  o,  §  2. 

Angenommen,  es  seien  «,  v  beliebig  gewählte  Flächenparameter, 
in  denon   das  Quadrat  des  Bogenelementes 

,/.s-'  =  cdu''  +  2fdHdv  -f  iid/' 

VI* 
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ist,  und  die  Differeutialgieichung  (11))  der  Krümmungslinien  lasse  sich 
in  die  beiden  linearen  Faetoren  zerlegen: 

Ädv  —  Bdu  =  0,     Cdv  —  Bau  =  0, 

wo  A,  B,  C,  D  alsdann  bekannte  Functionen  von  n,  v  sind,  so  lässt 
sich  ihre  Integration  in  derselben  Weise  wie  im  vorigen  Beispiel 
durchführen,  indem  wir  die  infinitesimalen  Transformationen  aufstellen, 
welche  die  Punkte  der  Fläche  längs  der  einen  Krümmungslinien  um 
die  infinitesimalen  Quadratseiten  verschieben.  Diese  beiden  infinitesi- 
malen Transformationen  lassen  jedesmal  die  andere  Schar  der  Krüm- 
mungsliuien   invariant.     Wie   im   1.  Beispiel   finden    wir   danach,   dass 


1  yC^e  +  iCDf^B^g 
^^  ~  Q  AD-  BG 

Multiplicator  der  einen. 


1   VA'e  +  2ÄBf-\-B^g 
Q  AD—BC 

Multiplicator  der  anderen  Differentialgleichung  der  Krümmungsliuieu 
ist.  Q  ist  hierin  noch  unbekannt,  aber  zwischen  N  und  31  besteht 
eine  bekannte  Beziehung,  sodass  die  Integration  nach  Satz  3,  §  2, 
geleistet  werden  kann. 

Wenn  man  die  Coordinaten  rr,  y  als  Parameter  «,  v  wählt  uiul 
wie  im  1.  Beispiel  die  Bedingung  sucht,  welche  die  betrachteten 
Flächen  0  =  F{x,  y)  erfüllen  müssen,  so  kommt  man  auch  hier  auf 
eine  imrtielle  Differentialgleichung  vierter  Ordnung,  die  aus  einer  Inte- 
grabilitätsbedingung  hervorgeht.  Diese  partielle  Differentialgleichung 
aller  Flächen,  deren  Krümmungslinien  Isothermen  sind,  wurde  von 
Weingarten*)  in  sehr  eleganter  Form  zuerst  aufgestellt. 

Zu  den  hier  betrachteten  Flächen  gehören  die  Flächen  zweiten 
Grades,  die  Rotationsflächen  und  die  Flächen  constanter  mittlerer 
Krümmung.  Dass  insbesondere  die  Minimal  flächen  hierher  gehören 
und  also  ihre  Krümmungslinien  durch  Quadraturen  zu  bestimmen 
sind,  hat  schon  Roberts**)  bewiesen. 

Flächen,  3.  Beispiel:  Angenommen,  zwischen  den  Integralen  der  beiden  Diff'c- 

scbar  vou  rcntialgleicMingen   der  Minimalcurven   nnd  der  Differentialgleichung  der 
tangouton-  cineii  Schür  der  Haupttangentencurven  bestehe  eine  lineare  Beziehung  mit 

curvuii 
Isothormen 

»""'  *^  Weingarten,    Über  die   DiflFerentialgleichung   der  Oberflächen,    welche 

durch  ihre  Krümmungslinien  in  unendlich  kleine  Quadrate  geteilt  werden  können. 
Sitzungsberichte  der  preuss.  Acad.  d.  Wisaensch.  1883,  S.  1153 — 1166. 

"**)  Roberts,   Sur  la  surface  dont  les  rayons  de  courbure  sont  egaux,   mais 
dirigees  en  sens  oppoaes.     Journal  de  Liouville,  t.  XI,  1.  s^rie,  p.  300 — 312. 
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Constanten  Cocfficicnten.  Alsduiiii  lussun  aich  dicsu  drei  Curvcuschareii 
auf  der  betreffenden  Flüche  durch  Quadraturen  bestimmen,  nach  §  3. 
Wegen  der  vorausgesetzten  Beziehung  sind  nach  der  allgemeinen 
Theorie  der  Isothermen  auf  Flächen  die  Haupttangentencurven,  von 
denen  hier  die  Rede  ist,  eine  Schar  von  Isothermen.  Daher,  da  sich 
diese  Folgerung  umkehren  lässt: 

Satz  12:  Sind  die  liaupttmigentencnrven  der  einen  Schar  auf  einer 
Flüche  Isothermen,  so  Icann  man  diese  sowie  die  leiden  Scharen  der 
Minimdlctirven  durch  Quadraturen  finden. 

Es  ist  hier  nicht  gesagt,  dass  auch  die  Haupttangentencurven 
der  ziveiten  Schar  Isothermen  seien.  Wenn  aber  beide  Scharen  zu- 
sammen ein  Isothermen  System  bilden,  so  durchschneiden  die  Haupt- 
tangentencurven einander  senkrecht.  Dies  tritt  bekanntlich  nur  bei  den 
3Iinimalfläehen  ein.  Umgekehrt  bilden  aber  auch  die  Haupttangenten- 
curven einer  Minimalfläche  stets  ein  Isothermensystem.  Somit  folgt 
der  von  Roberts*)  zuerst  abgeleitete  Satz,  dass  die  Haupttangenten- 
curven einer  Minimalfläche  durch  Quadraturen  zu  bestimmen  sind. 

Als  Anhang  hierzu  heben  wir  noch  eine  Bemerliuny  über  Mitiimal- 
/lüchcn  hervor:  Da  mau  weiss,  dass  parallele  Ebenen  eine  Minimal- 
fläche in  Isothermen  schneiden,  so  sind  auch  die  Orthogonalcurveu 
dieser  Parallelschnitte  Isothermen.  Sie  können  nach  Satz  5  des  §  2 
folglich  durch  Quadratur  gefunden  werden. 

§  5.     Integration  gewisser  Differentialgleichungen  von  Curven- 
scharen  in  der  Ebene  und  auf  krummen  Flächen. 

Wir   haben    mehrfach    von    dem   Satze   3   des  §   2   Gebrauch   jre- 
macht,  nach  welchem  die  Integration  zweier  Difierentialgleichungen 
Ädv  —  Bdu  =  0,     Cdv  —  Ddu  =  0 
j     nur    Quadraturen    erfordert,    sobald    man    weiss,    dass    zwischen    zwei 
I    Multiplicatoren  31  und  N  derselben   eine  Beziehung  besteht   von  der 
Form: 

In   Satz  4  dos  §  2  haben  wir  diesen  Satz  geometrisch  eingekleidet. 

Weitere  geometrische  Anwendungen  knüpfen  sich  an  die  folgende  n./.ioh«..K 
Vcrcdlycmeincrmuj  jenes  Satzes:  rwuchon 

Satz  13:  Besteht  zwischen  ztvci  Midtiplicatorcn  M  und  N  der  beiden ioTl„'txll^,^T 
ncwöhnlichen  Bijlerentialijleichungen :  gu-iciu.ngcn. 

Adv  —  Bdn  =  0,     Cdv  —  Bdu  =  0 

*)  Siehe  die  lotzto  Fussnotc. 
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eine  Beziehung  von  der  Form: 

ivo  a  und  ß  beJcannte  Functionen  von  u  und  v  bcdmdm,  so  verlangt  die 
Integration  der  leiden  Gleiehungen  oinr  Quadraturen. 

Zum    Beweise    bemerken    wir,    dass    31  und    N  die    Defiuitions- 
gleichungen  erfüllen: 

(26)  ^-^  +  ^  Tv-  =-  aT  -  ä^' 

^aigi^  ,   T)?ig^__^_^ 

dereai  zweite  sich  wegen 

(27)  N=31"ß 
verwandelt  in: 

G  ^ h  ^ e^  du         dv 

oder: 

ajg A^  .  ^jj  L'^^  +  lg  31  Ic  5 "  +  i>  ^)  + 
"T^'äir'T'       a«  a«      a« 

,     s      .    ,    ,.  .      a  lg  3f         .    d\g  M 

Die    Gleichungen    (26)   und    (28)    sind   linear    in    -^^    und    - .-    • 

Somit   lassen    sich    diese  -  da  (28)   noch   Ig  31  explicite   enthält  - 
darstellen  in  der  Form: 


(29)  ^^ 

y    dv 
wo  A,  (i,  V,  %  bekannte  Functionen  von  u  und  v  bedeuten. 

Aus  zwei  solchen  Gleichungen  (29)  lässt  sich  nun  lg  31  durch 
zwei  Quadraturen  bestimmen.  Stellt  man  nämlich  zunächst  die  Inte- 
grabilitätsbedingung  auf,  so  findet  man,  dass  unter  anderem 

^  =  ^ 
dv        du 

ist.     Mithin  giebt  es  eine  Function  ra  von  u,  v,  für  die: 

du~^'     dv 
ist.     Sie  wird  durch  eine  Quadratur  bestimmt.     Setzt  man  dann 

Icr  3I=P.e'", 
so  ergiebt  sich  zur  Bestimmung  von  Sl 
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dSl  _^       cSl 

ru        ^        '       cv  ' 

iiud   hieraus   wird  Sl   durch  eine  Quadratur  gefunden.     Dann  ist  aucli 
\g  M  ==  Sl  •  C'  bekannt. 

Hiermit  ist  Satz  13  bewiesen.  Denn  es  ist  jetzt  der  Multiplicator 
M  und  nach  (27)  auch  der  Multiplicator  N  gefunden.  Die  Integration 
der  Differentialgleichungen  verlangt  weitajhiu  also  nur  noch  Quadra- 
turen. 

Um  unseren  Satz  13  anzuwenden,  wollen  wir  zunächst  unter  u,  v  oeometri- 
dic    rechtwinkligen   Punktcoordinaten    x,  y  der   Ebene   verstehen.     Eswendungin 
seien  also   in  der  Ebene  zwei  Curveuscharen  deliniert  durch  die,  Glei- 
chungen: 

Achj  -  Bdx  =  0,     Cdy  —  Vdx  =  0. 

Es   sei  M  ein  Multiplicator  der   ersten   und  N  einer  der  zweiten  und 
zwischen  beiden  bestehe  die  obige  Beziehung: 

(27)  .  N=3I"-ß, 

wo  a,  ß  bekannte  Functionen  von  x,  y  sein  sollen. 

Erinnern  wir  uns  an  die  geometrische  Deutung  des  Multiplicators 
iu  Satz  1,  §  1  dieses  Kapitels.     Danach  ist  zu  setzen: 

31=  — -.     A^  ^* 


Hier  bedeutet  Öt  eine  infinitesimale  Zahl,  oft  und  Öv  sind  die 
Breiten  der  Streifen,  welche  von  zwei  infinitesimal  benachbarten 
Curven  der  ersten  bez.  zweiten  Schar  gebildet  werden,  gemessen  au 
der  Stelle  (x,  y).     Die  Beziehung  (27)  kann  also  geschrieben  werden: 

ii=.  =  f— -ii__V.  ß. 

Hier  sind  a,  ß,  A,  B,  C,  D  bekannte  Functionen  von  x,  y.  Es  be- 
steht demnach  zwischen  d^  und  dv  eine  bekannte  Relation  von  der 
Form: 

(^8)  (-)         :^-j  =  <p{x,y). 

Wenn  umgekehrt  eine  solche  Beziehung  besteht,  so  kann  man 
daraus  die  Relation  (27)  ableiten,  die  beiden  DilYerentialgleiehungen 
.ilso  nach  Satz  13  durch  Quadraturen  erledigen. 

Ein  Specialfall  der  Gleichung  (28)  ist: 

d^  •  dv  =  a}{x,  y)dt'^. 
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Er  lässt  sich  leicht  geometrisch  deuten:  Die  Integralcurven  der 
beiden  vorgelegten  Differentialgleichungen  bilden  infinitesimale  Paral- 
lelogramme. Betrachten  wir 
das  an  der  Stelle  (a;,  y) 
befindliehe,  dfi  und  dv  sind 
in  demselben  die  Höhen. 
Bezeichnen  wir  die  Seiten 
des  Parallelogramms  mit 
dm  und  dn,  ihren  Winkel 
Fi«.  20.  mit  &,  so  ist  (Fig.  20): 

dfi=  dn  ■  sin  fe>,     Öv  =  dm  ■  sin  ®, 
also 

dyi,  •  dv  =  du  ■  dm  •  sin^  &. 

dm  ■  sin  &  ist  der  unendlich  kleine  Inhalt  J  des  Farallelo- 
Die  angenommene  Beziehung  liefert  daher: 
/sin  0  =  (x}(x,  y)df. 

Nun  ist  sin  &  leicht   als   Function   von  x   und  y   auszudrücken,  denn 
die    durch    den    Punkt    (a;,  y)   gehenden    Curven    der   beiden    Scharen 


Aber   d  n 
gramms. 


B 


D 


haben   zur  x-Kxq  die  Tangentialneigungeu  -j  und  -p,  sodass 


tsr  0  = 


Ä 


D 

C 


1  + 


B 


BC  —  AB 
AC  —  BD 


1) 

A      C 

ist.  Unsere  Annahme  kommt  also  auf  die  hinaus,  dass  der  Inhalt  J 
des  Parallelogramms  als  Function  des  Ortes  {x,  y)  bekannt  ist.  Wenn 
umgekehrt  dies  der  Fall  ist,  so  lässt  sich  rückwärts  die  Relation  (27) 
ableiten.     Sonach  kommt: 

Satz  14:    Zerlegen  die  Integralcurven  zweier  Differentialgleichungen 
Ady  —  Bdx  =  0,     Cdy  —  Ddx  =  0 
die  (xy)- Ebene  in  infinitesimale  Parallelogramme  derart,  dass  der  Inhalt 
des    an    der  Stelle    (x,  y)    befindlichen   Parallelogramms    eine    bekannte 
Function  des  Ortes  ist,  so  verlangt  die  Integration  nur  Quadraturen. 

Insbesondere  schliessen  wir  noch: 

Satz  15:    Weiss   man   von   den   Integralcurven   zweier   Differential- 
gleichungen 

Ady  —  Bdx  =  0,     Cdy  —  Ddx  =  0, 

dass  sie  die  {xy) -Ebene  in  infinitesimale  gleichgrosse  Parallelogramme  zer- 
legen, so  verlangt  ihre  Integration  nur  Quadraturen. 

Derartige  Differentialgleichungen  kommen  vor,  wenn  es  sich  darum 
handelt,  die  Ebene  flächentreu  auf  sich  selbst  abzubilden.     Die  Curven, 


1 
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in  wclclic  iliibei  die  Cieruden  x  =  Const.  iiiul  y  ==■  Coiist,  übergehen, 
bind  lutcgralcurven  solcher  Differentialgleichungen. 

Wir    gehen    dazu    über,    den   Satz   13    auf   Curvenscharen    anzu-^T'.'"^""« 

■^  '  auf  (  urren 

wenden,   die   auf  krummen  Flächen  gelegen  sind.     Es  seien  also  u,  ü^'"" *'**'"'• 
Parameter  einer  vorgelegten  Fläche  und 

Adv  —  Bdu  =  0,  Cdv  —  Ddu  =  0 
die  Differentialgleichungen  zweier  Curvenscharen  auf  der  Fläche.  Es 
seien  ferner  wieder  ö})i  und  Ön  die  Seiten  des  von  den  Integraicurvon 
an  der  Stelle  («,  v)  gebildeten  infinitesimalen  Parallelogramms.  Wenn 
wir  nun  alle  Punkte  der  Fläche  längs  der  zweiten  Curvenschar  um 
die  Strecken  dn  weiter  rücken  lassen,  so  werden  offenbar  die  Curven 
der  ersten  Schar  unter  sich  vertauscht.  Diese  infinitesimale  Trans- 
formation lässt  sich  leicht  in  u  und  v  ausdrücken.  (Vgl.  1.  Beispiel 
des  §  4.)  Da  sie  längs  der  Curven  der  zweiten  Schar  stattfindet,  hat 
sie  die  Form 

^(^S  +  ^l^). 

wo  r  noch  zu  bestimmen  ist  und  wo  das  allgemeine  Functionszeichen  f 
statt  /'  genommen  wurde,  um  Verwechselungen  mit  dem  sogleich  auf- 
tretenden Zeichen  f  vorzubeugen,  u  und  v  erfahren  also  die  Incremente 
du  =  rCSt,     dv  =  rDdt, 

d.  h.  das  Quadrat  der  Strecke,  um  welche  der  Punkt  (u,  v)  verschoben 
wird,  ist: 

cdii^  +  2fdudv  +  gdv^  =  t'  {eC^  +  2fCD  +  (jl)^)öt\ 

Hier  bedeuten  natürlich  c,  /,  (j  die  Fundamentalgrössen  erster  Ordnung 
der  Fläche.  Da  nun  die  Punkte  um  die  Strecken  Öu  verschoben  wer- 
den sollen,  so  ist  also: 

d.  h. 

_  8n 1 


Zur  Abkürzunti  wollen  wir  setzen; 


Ye'C^  -{-'2fCD-\-  gD'  =  V 
und  analog: 

YeÄ^  -\-2fAB  -^gli^  =  U, 
sodass  jene  infinitesimale  Transformation  das  Symbol  hat : 

Sic  lässt  die  Integralcurvcn  der  Differentialgleichung 
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Ädv  —  Bdu  =  0 
iuvanant,  d.  h.  diese   hat  nach  Theorem  8,  §  1,  6.  Kap.,  den  Inte- 
grabilitätsfactor 

(30)  ^=^-l^n' 

WO. 

zi  =  äD  -  BC 

ist.     Analog  hat  die  Differentialgleichung 

Cdv  -  Bdu  =  0 
den  Multiplicator 

(31)  .  iV=-^.^. 

Nach  Satz  13  sind  die  beiden  vorgelegten  Üiiferentialgleicliuiigen 
integrabel,  wenn  zwischen  ül/ und  iV^  eine  Beziehung  besteht  von  der  Form 

d.  h.  wenn  —  nach   den   letzten  Ergebnissen  —  zwischen  den  Seiten 

dm  und  Ön  des  Parallelogramms  eine  bekannte  Relation  besteht  von 

der  Form: 

Sm 


Daher  kann-  Satz  13  so  ausgesprochen  werden: 

Satz  16:  Weiss  man,  dass  sivisclien  den  Seiten  Öm  und  dn  der 
infinitesimalen  Parallelograttune,  in  tvelehe  die  Integralcurven  zweier  vor- 
gelegter BifferentialgleicJmngen 

Ädv  —  Bdu  =  0,     Cdv  -  Bdu  =  0 
eine  durch  gewisse  Gleichungen 

x  =  (p(u,v),    y  =  '4,(u,v),    3  =  x(u,v) 
definierte  Fläche  zerlegen,  eine  belcannte  Beziehung  besteht  von  der  Form: 

in  der  dt  eine  infinitesimale  Zahl  bedeutet,  so  verlangt  die  Integration 
der  Biff'erentialgleichimgen  nur  Quadraturen, 

Dies  tritt  z.  B.  dann  ein,  wenn  die  Parallelogramme  constanteii 
Inhalt  haben.  Denn  ist  &  der  Winkel  der  sich  im  Punkte  (;ii,v)  kreu- 
zenden Integralcurven,  so  ist  der  Inhalt  gleich  dmöu  siu  ®  =  Const., 
d.  h.  =  dt'^,  sodass  die  Relation  lautet: 

'öT        \dt)      '  sm~0  * 
sin  0  ist  bekannt,  denn  längs  der  einen  Curve  ist  j~  =  ■  j  »  längs  der_ 
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andern  =  -^ ,    sodass    sich    sin  &   nach    einer    bekannten    Formel    der 

Fiächentheorie  berechnen  lässt.     Es  kommt: 

J  ■  t 


Sm0=      jjy 


wo 


t  =  Veg-  r 
ist.     Daher  wird  unsere  Relation: 

8m     dn  _  U-  V 
dt  '  dt  ~  d  ■  t  ' 

Führen   wir  hierin  wieder  M  und  N  ein  nach  (30)  und  (31),  so 
kommt: 

J         ÄD  —  SC 
Also: 

Satz  17:    Weiss  man,  dass  die  Integrcdcurven  der  beiden  vorgelegten 
Biff'erentialgleiclmngen 

Adv  —  Bdu  =  0,     Cdv  -  Ddn  =  0 
eine  durch  gewisse  Gleichungen  x  =  (p{ii,v),    y  =  ijj(u,v),    z==x{ii,v) 
definierte  Fläche   in  gleichgrosse  infinitesimale  Parallelogramme  zerlegen, 
so  besteht  sivischen  sivei  Integrabilitätsfactoren  31  und  N  der  Gleichungen 
die  Beziehung 

AD-BC 
(c,  /,  g   bedeuten  ■  hierbei   die   Ftmdamentalgrösse^i   erster   Ordnung   der 
Fläche).     Bie  Integration  verlangt  also  nur  Quadraturen. 


Abteilung  III. 

Eingliedrige  (iruppeii  in  drei  Veränderliclien. 

Bisher  haben  wir  uns  auf  Untersuchungen  im  Gebiete  ztvcitr  Ver- 
änderlicher beschränkt.  Wir  wollen  jetzt  unsere  Betrachtun;4en  auf 
das  Gebiet  dreien'  Veränderlicher  x,  y,  z  ausdehnen.  Dabei  werden  wir 
zunächst  Xy  y,  z  als  rcchtwinldige  Funktcoordinatcn  im  Baume  deuten. 
Eine  andere  Interpretation  der  Veränderlichen  als  BcstimmumjsstiicJcc 
eines  Linicnelemenfes  in  der  Fbenc  wird  spätoj-  in  den  Vordergrund  treten. 


I 
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Kapitel  10. 

Systeme  siiiiultaiici*  ^euölinlicher  Differeiifial^leicluingeii  iiud  lineare 
partielle  Diirereutlalftleicliungeii.  —  Die  Jacobi'sclie  Identität. 

Zunächst  werden  wir  jetzt  an  eine  Reihe  bekannter  Thatsacheii 
erinnern,  indem  wir  den  Integralen  simultaner  gewöhnlicher  Differen- 
tialgleichungen und  den  Lösungen  linearer  partieller  Differentialglei- 
chungen in  drei  unabhängigen  Veränderlichen  x,  y,  z  geometrische 
Deutungen  unterlegen  und  den  Zusammenhang  zwischen  jenen  Inte- 
gralen und  diesen  Lösungen  erläutern. 

Im  Anschluss  hieran  werden  wir  noch  einzelne  Punkte  beleuchten, 
auf  welche  wir  uns  später  zu  beziehen  haben. 

§   1.  Geometrische  Deutungen  simultaner  gewöhnlicher  und  linearer 
partieller  Differentialgleichungen. 

Ebenso  wie  zwischen  einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung  in 
zwei  Veränderlichen  x,  y 

Xdy  —  Yclx  =  0 
oder 

dx dy 

und  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung 

ex    '         Oy 

ein  enger  Zusammenhang  besteht,  insofern  als  jedes  Integral  f  der 
ersteren  eine  Lösung  der  letzteren  und  umgekehrt  jede  Lösung  /"  der 
letzteren  ein  Integral  der  ersteren  ist,  —  ebenso  hängt  auch  das  simul- 
tane System  von  ztvei  f/ewühnlichen  Differentialgleichungen  in  drei  Ver- 
änderlicJien  x,  y,  z: 
,^  V  dx dy  dz 

eng  zusammen  mit  der  linearen  partielle^i  Differentialgleichung 

(2)  x|^+ r|^  +  z|^=o. 

^  '  dx    ^        oy    ^        oz 

Es  sollen  hier  natürlich  X,  Y,  Z  Functionen  von  x,  y,  z  bedeuten. 
Wir  wollen  diesen  bekannten  Zusammenhang  im  gegenwärtigen  Para- 
graphen analytisch  wie  geometrisch  beleuchten. 

^s>«tera-^*  Das  System  (1)  integrieren    heisst,   etwa  y  und  z  als  Functionen 

von  X  zu  bestimmen,  sodass  sie  die  Gleichungen  (1)  identisch  erfüllen, 
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mit  auderen  Worten  —  wenn  x,  y,  z  als  rechtwinklige  Punktcoordi- 
naten  im  Räume  gedeutet  werden  — ,  diejenigen  Curven  im  Ilaume  zu 
finden,  welche  die  folgende  geometrische  Eigentümlichkeit  besitzen: 
Die  Gleichungen  (1)  ordnen  jedem  Punkte  {x,  y,  z\  für  welchen  nicht 
etwa  zufällig  gerade  X=Y=Z=0  ist,  eine  Fortscheitunrjsrichtumj 
(dx,  dy,  dz)  zu,  deren  Richtungscosinus  proportional  X,  Y,  Z  sind. 
Das  Integrationsproblem  besteht  nun  darin,  alle  Curven  zu  finden,  deren 
Tangenten  in  allen  ihren  Punkten  mit  den' den  betreffenden  Punkten 
zugeordneten  Fortschreitungsrichtungen  zusammenfallen.  Die  Integra- 
tion liefert,  wie  man  analytisch  beweisen  kann,  oo-  Curven  (indem 
zwei  Integrationsconstanten  auftreten).  Dies  hat  einen  anschaulichen 
Sinn,  denn  wir  werden  geometrisch  eine  solche  Intefjralcurve  dadurch  i"'-«^'»'- 
erhalten,  dass  wir  von  einem  beliebigen  Punkte  ausgehend  der  ihm 
zugeordneten  Richtung  folgen  bis  zu  einem  benachbarten  Punkt,  hier 
wieder  der  diesem  zugehörigen  Richtung  bis  zum  nächsten  Punkt  nach- 
gehen u.  s.  w.  Durch  jeden  Punkt  allgemeiner  Lage  im  Räume  geht 
also  eine  und  nur  eine  lutegralcurve,  sodass  es  im  ganzen  deren  cc- 
giebt.  Natürlich  ist  diese  anschauliche  Betrachtung  kein  strenger 
Beweis  für  die  Existenz  von  Integralcurven.  Wir  setzen  vielmehr  die 
allgemeine  Möglichkeit  der  Integration  als  bekannt  voraus. 

Analytisch  werden  die  oo'-  Integralcurven  durch  zwei  Gleichungen 
dargestellt,  die,  nach  den  willkürlichen  Constanten  a,  h  aufgelöst,  etwa 
die  Form  haben: 

u{x,y,z)  =  a,     v(x,y,z)  =  h. 
Jedem  bestimmten  Zahlenpaar  a,  h  entspricht  eine  Integralcurve.    Die 
vorstehenden  Gleichungen  stellen  die  oc^  Integralcurven  dar  als  Schnitte 
der  Flächen  ii  =  Const.  und  v  =  Const.    Folglich   enthält  jede  dieser 
Flächen  oo^  Integralcurven. 

Eine  Function    u   heisst  ein  Integral  des  simultanen  Systems  (1),  iuu,^r^\. 
wenn  jede  Fläche   aus   der  Schar  n  =  Const.   von    oc^  Integralcurven 
des  Systems   erzeugt   wird.     Dies  tritt  dann  und  nur  dann  ein,  wenn 
«  die  Gleichung 

cx  '  cy  '  dz 
ulmtisch  erfüllt.  Dann  nämlich  und  nur  dann  besitzt  jede  Fläche 
M  =  Oonst.  in  jedem  Punkte  eine  Tangente,  deren  Richtung  (X:  Y:/) 
mit  der  Richtung  der  durch  den  betreöenden  Punkt  gehenden  Integral 
curve  zusammenfällt.  Wenn  man  also  von  Punkt  zu  Punkt  dieser 
Richtung  nachgeht,  d.  h.  eine  Jntegraleurve  durchläuft,  so  bleibt  man 
fortwährend    auf  der   Fläche   u  =  Const.,    die    daher  die   durch   einen 
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beliebigen  ihrer  Punkte  hindurchgehende  Integralcurve  vollständig 
enthält,  mithin  von  oo^  Integralcurven  erzeugt  wird. 

Kennt  man  zwei  von  einander  unabhängige  Integrale  u  und  v  des 
simultanen  Systems  (1),  so  stellen  die  Gleichungen 

u  =  a,  V  =  h    {a,  h  =  Const.) 
alle  (X)2  Integralcurven  dar.     Da  nun 

£l{u,  v)  =  0 
die  allgemeine  Gleichung  einer  von  oo^  Curven  u  =  a,  v  =  h  erzeugten 
Fläche  ist,  so  ist  il{u,  v)  das  allgemeinste  Integral  des  simultanen 
Systems.  Jedes  Integral  des  Systems  ist  also  darstellbar  als  Function 
irgend  zweier  von  einander  unabhängiger  Integrale  derselben.  Könnt 
man  nur  diese  zwei,  so  kennt  man  alle  Integrale  und  alle  Integral- 
curven, und  das  simultane  System  ist  als  integriert  zu  betrachten. 

Eine  einzelne  Fläche 

wird  von  oo^  Integralcurven  erzeugt,  wenn  sie  in  jedem  ihrer  Punkte 
{x,  y,  z)  die  Richtung  der  hindurchgehenden  Integralcurve  zur  Tan- 
gente hat,  wenn  also  für  jedeti  PunU  da'  Flüche 

(ix      '  CJ/      '  C'Z 

ist,  denn  dann  und  nur  dann  enthält  sie  die  durch  ihre  Punkte  gehen- 
den Integralcurven.  Dies  können  wir  auch  so  aussprechen:  Die  Glei- 
chung (p(x,  y,  ^)  =  0  lässt  sich  dann  und  nur  dann  in  der  Form 
il(9i^v)  =  ()  schreiben,  in  der  u,  v  zwei  von  einander  unabhängige 
Integrale  darstellen,  wenn  die  Gleichung: 

besteht  vermöge  q){x,  y,  z)  =  0. 

Hierbei  wird  stets  von  solchen  Punkten  (rr,  y,  z)  abgesehen,   für 
die  X,  r,  Z  selbst  sämtlich  verschwinden. 

Lineare par-         Betrachten  wir  nun  die  lineare  partielle  Differentialgleichung 

tielle  Diffo- 

Lösung  derselben  heisst  jede  Function  f=u,  welche  sie  identisch  er- 
füllt und  keine  Constante  ist.  Nach  dem  Obigen  ist  demnach  jede 
Lösung  von  (2)  ein  Integral  des  simidtanen  Systems  (1),  und  umgelehrt. 
Daher  leuchtet  ein,  dass  die  allgemeinste  Lösung  von  (2)  die  Form 
^^^  i^(«,  v;)  hat,  sobald  nur  u,  v  irgend  zwei  von  einander  unabhängige 
Lösungen  darstellen.     Während  das   simultane  System  (1)  oo^  Curven 
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—  die  Integralcurven  u  ^  a,  v  =  b  —  definiert,  werden  durch  die 
lineare  partielle  Differentialgleichung  (2)  diejenigen  Flächen 

5i(t<,  v)  =  Const. 
bestimmt,    deren  jede   von  je   oo^   Integralcurven   erzeugt   wird.     Sind 
die  Integralcurven  bekannt,  so  sind  es  auch  die  von  ihnen  gebildeten 
Flächen,  die  Intefjraljlüclien,  und  umgekehrt.  «uXa 

Die  Integration  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung  (2) 
ist  demnach  auf  diejenige  des  simultanen  Systems  (1)  zurückführbar, 
oder  auch  umgekehrt. 

Sind  M  und  v  zwei  von  einander  unabhängige  Lösungen  von  (2), 
d.  h.  Integrale  von  (1),  so  stellen  die  Gleichungen 

n  =  a,  V  '=  h 
die  oo^  Integralcurven  von  (1)  dar.  Diese  Curven  nennen  wir  nach 
Monge  auch  die  Charakteristiken  der  linearen  partiellen  Differential- 
gleichung (2).  Wir  können  daher  sagen:  Jede  Lösung  von  (2)  stellt 
gleich  Const.  gesetzt  eine  von  c»^  Charakteristiken  erzeugte  Integral- 
fläche von  (1)  dar,  und  umgekehrt  erzeugt  eine  continuierliche  Schar 
von  oo^  Charakteristiken  —  etwa  alle  von  einer  beliebigen  Curve  aus- 
gehenden Charakteristiken   —  stets  eine  Integralfläche. 

Wir  wollen  diese  geometrischen  Deutungen  durch  einige  sehr  ein- 
fache Beispiele  erläutern. 

1.  Beispiel:    Die  lineare  partielle  Differentialgleichung  Beispiele. 

df  cf       ,, 

^  ex  oy 

hängt  zusammen  mit  dem  simultanen  System 

dx        dy         dz 
y  —  .r  ~    0   ' 

Dasselbe  ordnet  einem  Punkt  {x,  y,  s)  des  Raumes  eine  Fortschrei- 
tungsrichtung  zu,  deren  Richtungscosinus  proportional  y,  —  a;,  0  sind, 
die  also  zur  (rci/)- Ebene  parallel  und  auf  dem  Lote  vom  Punkt  aus 
auf  die  ^r-Axe  senkrecht  steht.  Verfolgt  man  die  Fortschreitungs- 
richtung  von  Punkt  zu  Punkt,  so  beschreibt  man  einen  Kreis,  der 
seinen  Mittelpunkt  auf  der  ^r-Axe  hat  und  dessen  Ebene  auf  der  £:- Axe 
senkrecht  steht.  Die  Charakteristiken  sind  also  sämtliche  Kreise,  welche 
durch  Rotation  um  die  ^^-Axe  entstehen,  die  von  Charakteristiken  er- 
zeugten Integralflächen  daher  die  Rotationsflächen  mit  der  2-Axe  als 
liotationsaxe.     In  der  That  ist  die  Gleichung  einer  solchen 

fr^z--q>{x'-\-y')  =  () 
und   hier  ist 
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df  '     n  Öf  /     o 

also: 

2.  Beispiel:    Die  lineare  partielle  Dift'ereutialgleichung 

df    ,        df        ,, 

ox   '   ^  oy  ' ■ 

in  clor  ebenfalls  r-^  fehlt,  entspricht  dem  simultanen  System: 

dx        dy        dz 
x  y  b 

Dieses  ordnet  jedem  Punkte  eine  Fortschreitun gsrichtung  lotrecht  zur 
;sr-Axe  zu.  Die  Charakteristiken  sind  also  diese  Lote  zur  ^-Axe.  Die 
von  ihnen  erzeugten  Integralfliicheu  sind  Regelflächen  mit  der  all- 
gemeinen Gleichung 


1  — 

X         ^  ^^ 

In  der 

That  ist 

hier 

wegen 

dx  ' 

—       y 

dy 

1 

X 

auch 

X 

dx    '    ^  dy 

=  0. 

3. 

Beispiel: 

Die 

lineare  partielle 

Differentialgleichung 

'/    I    1    df    ,        df        ^ 

ex    '        d y    '        c z 

hat  zu  Charakteristiken  lauter  parallele  Geraden,   denn  das  simultane    a 

System 

dx dy  dz 

a  b  c 

ordnet  jeden  Punkt  die  Richtung  zu,  deren  Cosinus  proportional  «,  h,  r, 
also  constant,  sind.     Die  Integralilächen  sind  daher  Cylinder  von  der- 
selben Richtung,  und  die  allgemeine  Gleichung  eines  solchen  ist: 
f^  ex  —  a0  —  (p(cy  —  hz)  =  0. 

In    der  That    erfüllt  dies  /  die   lineare   partielle   Differentialgleichung 
und  zwar  identisch. 

4.  Beispiel:  Die  Charakteristiken  der  Gleichung 

0, 


cf 
X  -7,  - 

ex 

+  2/ 

dy 

+ 

df 

'd'z 

deren 

zugehöriges 

System 

lautel 

dx 

X 

dy 

= 

dz 
z  ' 

Abhängigkeit  linearer  partieller  DifiFereatialgleichungen.  193 

sind  alle  oo*  Geraden  durch  den  Anfangspunkt,  die  Integralflächen 
also  Kegel,  welche  den  Anfangspunkt  zur  Spitze  haben.  Diese  werden 
durch  eine  in  x,  y,  z  homogene  Gleichung 

fix,  y,  z)  =  0 
dargestellt.     Ist   dieselbe   homogen   vom   m**"  Grade,   so  ist  nach  dem 
Euler'schen  Satze 

öx    '    ^  dy    '       dz  ' * 

d.  h.  die  lineare  partielle  Difierentialgleichung  wird  von  f  erfüllt  ver- 
möge f  ^  0. 

§  2.     Abhängigkeit  linearer  partieller  Diflferentialgleichiingen. 

Zur  Abkürzung  wollen  wir  die  linke  Seite  einer  linearen  partiellen 
Differentialgleichung,  also  einen  Ausdruck  von  der  Form 

ex    '        cy  cz' 

der  einen  Differentiationsprocess,  ausgeführt  auf  eine  Function  f,  dar- 
stellt, durch  ein  Symbol  von  derselben  Form,  wie  wir  es  in  der  zweiten 
Abteilung  anwandten,  also  durch  Äf,  Bf  u.  dergl.  bezeichnen.  Setzen 
wir  also: 

so  lautet  die  lineare  partielle  Differentialgleichung  kürzer 

Äf  =  0. 
Es  seien  u  und  v  zwei  von  einander  unabhängige  Lösungen  der- 
selben,  d.  h.  es  sei: 

ex   '       cy  cz         ' 


^       ry  ^ 


dv      .       ^rr  CV       .        r/    dv 

dx  ^  ry  '  dz 
Aus  diesen  beiden  Gleichungen  lassen  sich  nun  die  Verhältnisse  X:  YiZ 
berechnen.  X,  Y,  Z  verhalten  sich  nämlich  zu  einander  wie  die 
zweireihigen,  wegen  der  Unabhängigkeit  der  Functionen  u,  v  nicht 
sämtlich  verschwindenden  Unterdeterminanten  der  Matrix: 


cu 
dx 

cu 
Ty 

cu 

dl 

•sodass  sich  ergiebt 

dv_ 
dx 

dv 

dv 

dz 

> 

X 

i 
C 

Y 

Z 

du dv      dv  du 
dy  dz      dy  cz 

)udv 

)z  dx 

dv 

dz 

du        du  dv      dv  du 
dx        dx  dy      dx  cy 

l.ie,  Differuiitialgluichungeu. 

13 

i 
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Diese  Relationen  bestimmen  X,  Y,  Z  und  daher  auch  Af  bis  auf  einen 
Factor  q.     Da  aber  die  Gleichungen 

Äf=0     und     QAf=0 

dasselbe  aussagen,  so  kommt  es  auf  diesen  Factor  nicht  an. 

Eine  lineare  partielle  Differentialgleichung  Af=0  in  x,  y,  z  wird 
also  durch  die  Angabe  zweier  von  einander  imahhängiger  Lösungen  v,  v 
his  auf  einen  umvesentlichen  Factor  völlig  bestimmt.  Unter  allen  glcich- 
herechtigten  Formen,  welche  sie  annehmen  Jcann,  ist  die  folgende: 

df      df      df 


=  0 


die  einfachste. 


dx 

dy 

dz 

du 

du 

du 

dx 

dy 

'd7 

dv 

dv 

dv 

dx 

dy 

dz 

Wir  nennen  zwei  lineare  Differentialgleichungen  AJ  =0  und  Ac^f=  0 

sobald  eiiii' 


Abhängig- 
keit zweier  i  •         i  n 

Hu.  part.  von  einander  abhängig,  sobald  sie  dasselbe  aussagen,   d.  h 
gieichungen. Relation  besteht  von  der  rorm 


A^f=Q{x,y,z)-AJ 
und  zwar  identisch  für  jede  beliebige  Function  f.  Dagegen  hcigsen  sie 
von  einander  unabhängig,  sobald  keine  derartige  Relation  besteht.  Im 
letzteren  Fall  sind  die  Fortschreitungsrichtungen ,  welche  die  ent- 
sprechenden simultanen  Systeme  den  Punkten  zuordnen ,  bei  beiden 
für  Punkte  allgemeiner  Lage  verschieden,  sodass  dann  Ayf  =  0  und 
A^f  =  0  verschiedene  Charakteristiken  haben. 


Betrachten  wir  nunmehr  (?rei  lineare  partielle  Diflferentialgleichungrn : 

0, 


AJ=  X,  1^  +  F,  1^ -+  Z,  1^ 
^'  >■  dx    '       ^  01/    '       '■  dz 


oy 
Af=  ^2J^+Y,  ^-  +  Z,j^  =  0, 


df 


dy 
df 


df 


Asf=  X3  -^  -\-  Y^j^-i-  Z^  -^-  —  0, 


und  nehmen  wir  an,  dass  sie  eine  gemeinsame  Lösung  oj  besitzen,  so  ist: 
(3)  M,cö  =  X, 


.  -^     d  <0        >        -^     d  (ä        .  ry     d  CO  ^ 

^  '^  dx     '  dy  ^  dz  ' 


A^G) 


2  dx 

d  CO 

dx 
d_ 
dx 


'  cy    '       ^ 


dz 
dm 

3  äl 


0, 
0. 


Dies  sind  drei  hinsichtlich  -5— .    2— .   ^—  lineare    und   homogene  Glei- 

'^'^      dy  '    dz  o 
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chuugen.     Nach  einem  allgemeinen  Satz  aus  der  Theorie  der  linearen 
homogenen  Gleichungen  ziehen  dieselben  bekanntlich  nach    sich,   dass 

entweder   5—,  -5—,   -^—  sämtlich   Null   sind    —    und    das   ist   hier  aus- 
öx '   oy      02 

geschlossen  — ,  oder  aber,  dass  ihre  Determinante  verschwindet: 

(4) 


A.2        JL2       Z^ 
^3        ^3       ^3 


=  0. 


Man  kann  hieraus  ferner  schliessen,  dass  es  drei  Functionen  Q^,  g.,^  q.^ 
geben  muss,  sodass: 

>i^i  +  92^2  +  Q3X3  ^=  0) 
(5)  \QrY,  +  Q,Y,  +  Q,Y,  =  0, 

9l  ^1  +  (>2  ^2  +  93  -^3  ^  0 

ist.     Natürlich  sind  p^,  q.^^  Qs  durch  diese  Gleichungen  nur  ihren  Ver- 
hältnissen nach  bestimmt.    Diese  drei  Gleichungen  lassen  sich  zu  einer 

einzigen  zusammenfassen.    Multipliciereu  wir  nämlich  die  erste  mit  ^, 

die  zweite  mit   2—  j  die  dritte  mit         und  addieren  sie  dann,  so  kommt 

cy  c  z  ' 

einfach : 

(>i^i/+  92Af+  QäAf=^- 
Satz  1:  Haben  drei  homogene  lineare  partielle  DijfcrentiaUjleichiuujen 
in  X,  y,  z: 

Af-^,    Ä,f  =  o,    A,f=0 

eine  gemeinsame  Lösung,  so  hesteht  mviscJien  A^f,  A.,f,  A.^f  eine  Identität 
von  der  Form 

Q^{x,  y,  z)AJ-\-  Q.-,{x,  y,  z)AJ-\-  q.,{x,  y,  s)A.,f~  0 

and  zwar  für  alle   Werte  von  f. 

Wir  werden  drei  lineare  partielle  Differentialgleichungen  Ayf=Oy 
A.J=0,  A^f^O  in  dem  Falle,  dass  zwischen  ihnen  eine  lineare  Ue- 
Uition   besteht: 

Q^(x,  y,  z)AJ-\-  Q.,{x,  y,  z)A,f  -}-  q.^^x,  y,  z)AJ  =  0, 

von  einander  abhängig  nennen.  Giebt  es  keine  drei  Functionen  Qy,  q^.  q,,  Ai.iiäninK 
•liirch  welche  diese  Gleichung  zu  befriedigen  wäre,  so  nennen  wir  sie  U"  j>art 
von  einander  unabhängig.  «U'ici.ung*!. 

Da  diese  lineare  Beziehung  wegen  der  Willkürlichkeit  der  Function/" 
in  die  Gleichungen  (5)  zertallt,  so  folgt,  dass  die  drei  likichungcn  Aj'=  0, 
ylj,/'=0,  713/==  0  dann  und  nur  dann  von   einander  loiablUingig  sindj 

Iwenn  ihre  Determinant-e: 
I 
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X,     Y,    Z, 


^2        jt  2       ^2 
■^3        -^3       -^3 


ä=0 


ist. 


Es  hat  dies  einen  wichtigen  geometrischen  Sinn.  Denn  X^,  Y^,  Z^ 
sind  proportional  den  Cosinus  der  Richtung,  welche  das  der  Gleichung 
AJ  =  0  entsprechende  System 

dx         dy  dz 

dem  Punkte  {x,  y,  ^)  zuordnet.  Ähnliches  gilt  von  X^,  Y^,  Z^  und 
von  Xg,  Y^,  Zo,.  Wäre  jene  Determinante  gleich  Null,  so  würde  das 
hiernach  aussagen,  dass  die  Richtung  (Xj  :  Y^  :  Z^  in  der  Ebene  der 
Richtungen  (Xj  :  Y^  :  Z^  und  (Xg  :  Y^  :  Z^  liegt.  Also:  Brei  lineare 
partielle  Differentialgleichungen  AJ=0,  AJ^O,  AJ=0  sind  von 
einander  unabhängig,  wenn  die  zugehörigen  simultanen  Systeme  dem  Punlt 
allgemeiner  Lage  (x,  y,  z)  drei  nicht  in  einer  Ebene  liegende  Bichtumjen 
zuordnen,  abhängig  aber,  sobald  jene  drei  Richtungen  nur  eine  Ebene  oder 
gar  nur  eine  Gerade  bestimmen.  Der  letzte  Fall  tritt  ein,  wenn 
zwischen  A^f,  A^f  und  A^f  ztvei  verschiedene  lineare  Relationen  be- 
stehen, d.  h.  wenn 

A2f=62ÄJ,     AJ=6sAJ 
ist. 

§  3.     Der  Klammerausdruck  und  die  vollständigen  Systeme. 

Für  das  Spätere  ist  es  nützlich,  gleich  hier  einen  gewissen  sehr 
wichtio-en  Ausdruck  zu  betrachten,  den  wir  schon  früher  in  zwei  Ver- 
änderlichen kennen  lernten,  und  zwar  wollen  wir  ihn  gleich  für  den 
Fall  darstellen,  dass  w  Veränderliche  iCi,  a^a  •  •  •  a;„  vorliegen,  um  späterer 
Wiederholungen  überhoben  zu  sein.  Wir  empfehlen  jedoch  dem  Leser, 
die  folgende  Rechnung  zur  Übung  für  den  Fall  dreier  Variabein  be- 
sonders durchzuführen. 

Es  mögen  also  in  n  Veränderlichen  zwei  lineare  partielle  Differen- 
tialgleichungen vorliegen: 

Hier  sollen  «,,  a,  •  •  •  a„,  ^,,  ^2  •  •  '  ßn  Functionen  von  XijX^-  ■•  x„  sein. 
Wir  wollen  die  linken  Seiten  dieser  Gleichungen,  da  sie  einen  Differen- 
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tiationsprocess,  ausgeführt  auf  /',  ilarstelleu,    wie  früher  abkürzend  be- 
zeichueu,  indem  wir  setzen: 


(6) 


y,  j.' cf     ,  df     .  ,  df 


oder  mit  Benutzun«;  des  Summenzeichens:» 


^f  j,r  -   <rf  ü     ^f 


(6')  ^/=2^«<-^.  ^/=2/^^.^^ 


1 


sodass  Af  =0  und  Bf=0  unsere  beiden  h'nearen  partiellen  Differen- 
tialgleichungen sind. 

Es  soll  nun  der  Ausdruck 

Der 

Ä{Bf)   —  B(Af)  au.druck. 

construiert  werden.  A(Bf)  bedeutet  natürlich,  dass  in  ^4/"  statt /' der 
Ausdruck  Bf  gesetzt  werden  soll,  und  entsprechend  B(Af'),  dass  in 
Bf  an  Stelle  von  /"  der  Ausdruck  Af  stehen  soll.  A(Bf)  wird  aus- 
gerechnet auch  die  zweiten  partiellen  Differential quotieuten  von  /"  ent- 
halten, ebenso  B(Af).     Es  kommt: 

1  '         1 

1      \  1  1 

Hierin   tritt  -^ — i —    zweimal   auf,   einmal   mit   den   Coefticienten   «, /Ji 

und  dann  mit  dem  Coefficienten  — ßkOCj,  d.  h.  es  hebt  sich  gerade 
fort.  So  fallen  überhaupt  alle  zweiten  Ditferentialquotieuten  von  /' 
weg  und  es  bleibt: 

oder,  wenn  im  ersten  Ausdruck  die  Indices  i,  Je  vertauscht  werden, 
was  geschehen  darf: 


I 


AiM)  -  u{Af)  ==  vf^  («.  g  -  /j,.  ^^  ;[^  ■ 
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Wenu  man  bedenkt,  dass 

1        *  1 

ist,  so  lässt  sich  die  Formel  noch  kürzer  so  schreiben:*) 

df 
1 


(7')  ÄiBf)  -  B{Af)  ^^^i{A ß,  -  Ba,)  ^ 


Das  Bemerkenswerte  ist  hier,  duss  der  Ausdruck  Ä(Bf)  —  B(Af) 
völlig   frei    von    den    zweiten   Differentialquotienten    von  /"  wird,    also 

wieder  in  - — ,  •  •  •  p. —  linear  und  homogen  ist,  gerade  so  wie  ^4/"  und 

Bf  selbst. 

Wir  werden  diesen  Ausdruck  Ä(Bf)  —  B(Af)  häufig  noch  kürzer 
schreiben:  (AB)  oder,  wenn  uns  daran  gelegen  ist,  dass  /"  in  der 
Formel  zum  Vorschein  kommt:  {Af\  Bf).  Wir  nennen  ihn  wie  in  der 
2.  Abteilung  (vgl.  §  1  des  7  Kap.)  den  Klammerausdruch  von  Af  und  Bf. 

Natürlich  ist  es,   um  {AB)  zu  bilden,  durchaus  nicht  notwendig, 
sich  unter  Af  und  Bf  die  linken  Seiten  linearer  partieller  Differential 
glcichungen   vorzustellen.     Vielmehr  werden  wir   späterhin  wie  in  der 
ersten  Abteilung  Ausdrücke  von  der  Form  Af,  Bf  an  sich  betrachten, 
indem  wir  sie  als  Symbole  infinitesimaler  Transformationen  auffassen. 

Kehren  wir  nach  dieser  den  Klammerausdruck   betreffenden  Ein- 
schaltung   zu    unseren    linearen    partiellen    Differentialgleichungen    in 
drei  Veränderlichen  x,  y,  z  zurück. 
^'^artuTir"         Wenn  die  beiden  linearen  partiellen  Differentialgleichungen  in  x,y, ,:: 

JMfforoutial-  .Ar  n  Ar  l\ 

glcicliiuigeu  A^j   =  U,       JL^J  =  U 

mit  einer 


Remciiiea 
meu 


liösLng.öine  gemeinsame  Lösung  u  besitzen,  so  ist 

^^n^O,    A^u^^O. 
Da  nun  der  Klammerausdruck 

{AJ\  AJ)~A,{A,f)-A,{AJ) 
ist,  so  folgt,  dass  auch 

(J.jM,  Ä^u)  ^  0 

ist,  d.  h. 


*)  Diese  wichtif^e  Formel  i«t,   wie  früher  (§  2  des  6.  Kap.)   bemerkt   wurdo, 
von  Jacobi  aufgestellt  worden. 
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Satz  2:  Besitzen  zwei  lineare  partielle  Differcntiahjlcichunijcn  AJ=() 
und  A.J' =  0  eine  gemeinsame  Lösung,  so  befriedigt  dieselbe  auch  die 
durch  Klammcroiieration  entstehende  Gleichung 

(Offenbar  gilt  dieser  von  Jacob i  herrührende  Satz  nicht  nur  für 
drei  Veränderliche,  sondern  allgemein.  Daher  haben  wir  ihm  auch 
seine  allgemeinere  Fassung  gegeben.)  ^ 

Jetzt  haben  wir  drei  lineare  partielle  Differentialgleichungen  in 
drei  Veränderlichen  vor  uns: 

AJ=0,  A,f=0,  {AJ,AJ)  =  0. 
Sie  besitzen  die  gemeinsame  Lösung  ii.  Nach  Satz  1  des  §  2  besteht 
also  zwischen  ihren  linken  Seiten  eine  lineare  Relation.  Dieselbe 
enthält  sicher  den  Klammerausdruck  {A^A^),  sobald  wir  voraussetzen, 
dass  AJ'=  0  und  A^f  =  0  von  einander  unabhängig  sind,  d.  h.  keine 
Relation  zwischen  A^f  und  A^f  allein  besteht.  Wir  können  demnach 
jene  Relation  so  schreiben: 

{A^A;)  =  Q,A,f-\-  Q,A,f. 
Also  ergiebt  sich: 

Satz  3:  Haben  zwei  {unabhängige)  lineare  partielle  Differential- 
gleichungen Aj^f=0  und  A.2f  ==  0  in  drei  VeränderlicJum  eine  gcmciti- 
same  Lösung,  so  besteht  eine  Relation  von  der  Form: 

(A  ^2)  =  Qii^,  y,  ^)Af  +  92  (^>  y,  ^)Af 

identisch  für  alle  Werte  von  f. 

Wir  werden  nun  erkennen,  dass  umgekehrt  die  Existenz  einer 
solchen  Relation 

(8)  {A,A,)  =  Q,AJ+Q,Af 

nach  sich  zieht,  dass  A^f=0  und  A^f  ^=  0  eine  gemeinsame  Lösung 
besitzen. 

Um  dies  nachzuweisen,  werden  wir  die  beiden  Gleichungen  AJ'=0 
und  A.^f  =  0  in  besonderer  Form  schreiben.  Zunächst  können  wir 
sie  allgemein  durch  zwei  Gleichungen 

(0)        ÄJ=).,Aj-^KA,f=(),     Ä,f^.^,AJ-\-  r,yI,/'^() 
ersetzen,  sobald  ky^.^  —  A^^u^j  eJe  0  ist.     Dann  ist: 

(ÄJ,  ÄJ)  =  (XiAi  +  Aa^a,  l^iA  +  ^hA) 

=  A,^i(^,^Ji)  +  X^fl^(A^A^)  +  A^/iiUa^,)  +  A,. (1,(^.1,)  -f 
+  (A,  .  A,fi,-{-X,-A,^,)AJ-\-{X,  ■  .>l,iu,  +  A,-.L/0.1,/- 
—  (."1  •  -'i'^i  +  Mä--'j'^i)^li/  — C"i  •  A^X,-\-  u^A^k^^A^f. 
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Da  Ui^l,)  ^  0,  (A^A.,)  =  0,  (^2^i)  =  —  {AA)  ist  und  die  Coeffi- 
cienten  der  vier  letzten  Glieder  Functionen  von  x,  y,  z  sind,  so  drückt 
sich  also  v^regen  (8)  auch  (^1^2)  linear  durch  A^f  und  Ac^f  di\x&  oder 
nach  (9)  linear  durch  A^f  und  A^f. 

Es  ist  also  ganz  gleicligültig,  in  welcher  Form  (9)  man  die 
beiden  linearen  partiellen  Differentialgleichungen  schreibt. 

Insbesondere  kann  man,  wie  wir  nachher  sehen  werden,  das 
System  der  beiden  Gleichungen  AJ'=0,  A<,f==0,  sobald 

{AA)  ^  Qi^if  +  QtAf 
ist,    stets    in   solcher   Weise  AJ'=^,    A.J=  0    schreiben,    dass    der 
Khimmerausdruck  (^1^2)^0  wird. 

Wir  werden  nun  —  bevor  wir  die  Möglichkeit  dieser  Umformung 

darthun  —  zunächst  beweisen,  dass,  wenn  AJ'=  0  und  A^f^  0  zwei 
lineare  partielle  Differentialgleichungen  sind,  für  die  insbesondere 

ist,  die  Gleichungen  alsdann  eine  gemeinsame  Lösung  besitzen.  Um 
nämlich  in  systematischer  Weise  eine  eventuell  vorhandene  gemeinsame 

Lösung  zu  finden,  denken  wir  uns  das  zu  A^f=0  gehörige  simultane 
System  integriert,  also  zwei  von  einander  unabhängige  Lösungen  u,  v 
der  Gleichung  A^f  =  0  gefunden.  Die  allgemeinste  Lösung  von 
Ayf  =  0   hat  dann  die  Form  Sl{UjV).     Da  uns  nun  daran  liegt,   eine 

solche  Lösung  von  Ayf  =^  0  zu  finden,  welche  auch  A^f  =  0  befriedigt, 
werden  wir  also  die  Function  ü(w,  v)  so  zu  bestimmen  suchen,  dass 
auch  A^^  ^  0  wird.  Nun  ist,  da  A^f  ein  auf  f  ausgeübter  Diffe- 
rentiatiosprocess  ist: 

(10)  Z2 il  («,  t;)  =  ^^  .4i w  +  1^  Ä^v. 

Andererseits  folgt  aus 


{A,A,)  =  A,(A,f)  -  AMif)  =  0, 
wenn  wir  darin  für  die  beliebige  Function  f  insbesondere  n  und  v 
setzen,  da  AiU^A^v^O  ist  (denn  u  und  v  sind  Lösungen  von 
Äf=0): 

d.    h.    AoU    und   A^v    sind    Lösungen    der    Gleichung    Aif=0,    also 
Functionen  von  u  und  v  allein: 

A^u^^  (p(9i,v),     A.^v^^ilf{u,v), 
sodass  (10)  liefert: 


* 


Der  Klammoransdruck  und  die  vollständigen  Systeme.  201 

Ä^Si(ii,  v)  =  (p{ii,  v)  j^  +  tili,  v)  .-  • 

I  )ie  Forderung,  welche  wir  noch  zu  erfüllen  haben,  stellt  sich  also 
so  dar: 

Dies  ist  eine  lineare  partielle  Differentialgleichung  in  n,  v  allein 
und  lässt  sich  als  solche  stets  durch  eine  lAinction  i2,(n,  v)  befriedigen, 
nämlich  durch  das  Integral  der  zugehörigen  gewöhnlichen  Differential- 
gleichung 

du  dv 

tp{u,  v)        ''/'(m»  v) 

Es  giebt  also  eine  Function  iß,  welche  beide  Gleichungen  AJ^=  0 
und  A^f  =  0  befriedigt.  Sie  ist  die  gesuchte  gemeinsame  Lösung 
der  beiden  Gleichungen  -4,/"=0  und  Ä^f  =  0. 

Um  noch  zu  sehen,  dass  sich  ein  System  von  zwei  Gleichungen 
Ji/'=0  und  A>^f=Oy  deren  Klammerausdruck 

{A^A^)  =  QyAJ-\-  Q.,A,f 

ist,  stets  in  solcher  Form  Aif=0,  A^f  =  0   schreiben   lässt,   in   der 

(AiA^)  ^E  0  ist,  brauchen  wir  uns  nur  das  System  AJ'==  0  und  A^f  =  0 

rf  df 

nach  -K-  und  -„—  aufgelöst  zu  denken,  sodass  etwa: 
ex  oy        °  ' 

T    X- df  ^        df  r. 

l,f=^  —  a,^  =  0 

ist.  <y,  und  ö^  bedeuten  hier  gewisse  Functionen  von  x,  ij,  z.  Nach 
Voraussetzung  muss  auch  jetzt  eine  Relation  bestehen,  welche  (^A^A^) 
linear  durch  AJ'  und  A.^f  ausdrückt.  Bildet  man  aber  den  Klammer- 
ausdruck,  so    erkennt  man,   dass  er  frei  von   ,       und  ^— ,  also,  da  er 

'  '  ex  (!y  '  ' 

die  Form  X^AJ'-\-  X^^A^f  hohen  muss,  gleich  Null  wird,  wie  gewünscht 
wurde. 

Liegen  zwei  Gleichungen  yl,/'=0  und  A.,f=0  vor,  deren 
Klammerausdruck  die  Form  Q^A^f-\-  Q.,A,,f  hat,  so  können  wir  sie 
nach  der  eben  gegebenen  Methode  der  Auflösung  stets  in  einer  Form 
.l|jr=0,  A.J'=0  schreiben,  in  der  {A^A^^'-O  ist.  Alsdann  aber 
besitzen,  wie  vorher  bewiesen,  Ayf  =  0  und  A^f  =  0  oder  also  Aj'=  0 
und  A.^f  =  0  eine  gemeinsame  Lösung,     Somit  gilt  das 
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Theorem  12:  Sind  AJ=  0  tind  A^f=  0  zivei  lineare  partielle 
Uifferentiahjleichungen  in  x,  y,  z,  so  besitzen  sie  dann  und  mir 
dann   eine  gemeinsame   Lösung,    wenn    eine   Relation   von   der 

Form 

{Ä,A,)  =  Q,  {x,  y,  z)AJ-]r  Qi{^;  y,  z)AJ 

identisch  für  jede  Function  f  besteht. 

Mau    nennt   in    diesem    Falle    die    beiden    Differentialgleichungen 
voiutäncu- ^ /•  ==  0    und    A^f  =  0    zusammen    ein    (ziveigliedriges)    vollständiges 

ges  System.       ''  '  \  »^  / 

System.  Der  Begriff  eines  vollständigen  Systems  ist  allerdings  um- 
fassender, da  er  nicht  auf  den  Fall  dreier  Veränderlicher  beschränkt 
ist.  Wir  werden  ihn  auf  einer  späteren  Stufe  in  voller  Allgemeinheit 
kennen  lernen.  Im'besonderen  heisst  das  vollständige  System  Aif^O, 
A^f  =  0  auch  ein  Jacobi'sches  System,  wenn  der  Klammerausdruck 
(^1^2)^0  ^st.  Wir  haben  gesehen,  dass  jedes  vollständige  System 
AJ==0,  AJ^O  als  Jacobi'sches  geschrieben  werden  kann. 

Die  Lösung  des  vollständigen  Systems,  d.  h.  die  gemeinsame 
Lösung  der  Gleichungen  AJ=0  und  AJ' =  0  bestimmt  man,  um 
es  zu  recapitulieren,  in  dieser  Weise:  Vorerst  schreibt  man  das  System 
in  einer  Form  ÄJ=0,  ÄJ  =  0,  in  der  (1^1,^)  =  0  ist.  Man  sucht 
dann  die  allgemeine  Lösung  Sl(ii,  v)  der  Gleichung  AJ  =  0  und  bildet 
Ä^Sl  =  0.  Diese  Gleichung  ist  dann  stets  eine  lineare  partielle  Dif- 
ferentialgleichung zwischen  Sl  und  «,  v  allein,  deren  Lösung  Sl  d'v 
gesuchte  Function  ist.  -Offenbar  ist  mit  5J  auch  jede  Function  ^(i^, 
Lösung  des  vollständigen  Systems*). 

Wenn  die  Jacolnsche  Form  Z/<=0,  ÄJ=0  im  besonderen 
durch  die  obige  Auflösungsmethode  erhalten  ist,  wenn  also 

1'  OX     '        *^    CS  ' 

^'        cy  vz 

ist,  was  stets  zu  erreichen,  so  vereinfacht  sich  die  Integration  noch 
etwas.  ÄJ=0  ist  nämlich  dann  äquivalent  der  gew.  Differential- 
gleichung in  zwei  Veränderlichen  x,  z: 

dx       dz 

*)  Die  Theorie  der  vollständigen  Systeme,  die  von  Jacobi  und  C  leb  seh 
herrührt,  bat  durch  Herrn  Mayer  ihre  jetzige  einfache  Form  erhalten. 
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wo  y  in  6^  nur  die  Rolle  einer  arbiträren,  von  x  und  z  unablmngigen 
Grösse  spielt.  Also  kann  man  das  Integral  dieser  Gleichung  als  das 
u  und  y  als  das  v  benutzen.  Man  sieht,  dass  sich  die  Integration 
des  vollständigen  Systems  so  auf  die  successive  Integration  zweier 
gew.  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  zwischen  je  zwei  Variabein 
reduciert. 

Übrigens  ist  die  Zurückführung  des  vollständigen  Systems  auf 
eine  Jacobi'sche  Form  vor  Beginn  der  Integration  nicht  nötig.  Man 
braucht  die  Gleichungen  nur  auf  eine  solche  Form  Ä^f  =  0,  A.,f  =^  0 
zu  bringen,  dass  {Ä^A.2)  ^  Q^if  wird.  Sind  nämlich  u,  v  die  Lösungen 
von  Aif=0,  so  zeigt  diese  Relation  wegen  Aiii^  Ä^^v  ^0,  dass 
Ai{A2n)  ^0  und  Ai(Ä2v)^0  ist,  dass  also  A^u  und  A^v  Lösungen 
von  A^f  =  0  sind  und  sich  daher  auch  jetzt  durch  u,  v  allein  aus- 
drücken. Nun  setzt  man  f  =  £l(ti,  v)  in  ^,/'=0  ein  und  erhält  so 
eine  Differentialgleichung  in  u,  v. 

Schliesslich  kann  mau  auch  die  Integration  des  vollständigen 
Systems  A^f  =  0,  A.J^  =  0,  wo 

{A,A,)  =  Q,A,f^Q,A,f 
ist,    sofort    in    Angriff  nehmen,    ohne   es   erst   umzuformen:    Man    be- 
stimmt   zwei  Lösungen    «,  v    von   A^f  =  0.     Eine    gewisse    Function 
derselben,    Sl{ii,v),    erfüllt    dann    sicher    auch  A^^f  =  Q.     Wir    bilden 
daher: 


oder: 


A.SI  =  A.M  •  ^  +  ^i'  ~  =  0 


cSl     .     A^v     cSl        ^ 


du     '^  A.u      dv 


Da   eine   Function  ^{11,  v)   existiert,   die   diese  Gleichung   erfüllt,   und 

da  -r—  und  -7^  nur  von  u,  v  abhängen,  so  lässt  sich  notwendig  auch 
ru  cv  ;  o     >  o 

Ä   V 

-r—  durch  u,  v  allein  ausdrücken.    Daher  ergiebt  sich  auch  auf  diesem 

^Vege  die  Differentialgleichung  in  u  und  v  allein.     Diese  Methode  ist 
oft  sehr  praktisch. 

Wir  wollen  uns  die  gemeinsame  Lösung  der  beiden  ein  voll- 
ständiges System  bildenden  Gleichungen  A^f  =  0  und  A^f  =  0  auch 
geometrisch  vorstellen. 

Die  Frage  nach  einer  gemeinsamen  Lösung  u  kommt  auf  die 
nach  00^  gemeinsamen  Integralflächen  u  =  Const.  der  beiden  Glei- 
chungen hinaus.    Es  fragt  sich  somit,  ob  es  00'  Flächen  giebt,  welche 
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sowohl  von  je  oo^  Charakteristiken  der  ersten  als  auch  von  je  oo* 
Charakteristiken  der  zweiten  Gleichung  erzeugt  werden.  Man  würde 
eine  derartige  Fläche  —  da  durch  jeden  Punkt  2^0  des  Raumes  eine 
derselben  hindurchgehen  müsste  —  in  dieser  Weise  zu  construiereu 
suchen:  Von  einem  Punkte  p^  ausgehend  verfolgt  man  die  durch  ihn 
gehende  Charakteristik   Jc^  der   ersten  Gleichung  eine  Strecke  weit  bis 

zu  einem  Punkte  2\  und  geht  dann  auf 
der  zu  2>i  gehörigen  Charakteristik  k.^  der 
zweiten  Gleichung  eine  Strecke  weit  bis 
2'>2f  dann  von  p^  aus  wieder  auf  einer  Cha- 
rakteristik Ä;/  der  ersten  Gleichung  u.  s.  w. 
abwechselnd.  (Fig.21.)  Diese  Bewegungen 
besitzen  noch  einen  ziemlichen  Grad  von 
Willkür.  Es  sind  zwei  Fälle  denkbar:  Entweder  beschreibt  man 
hierbei  nur  eine  Fläche  —  und  dann  ist  dies  eine  der  gesuchten  ge- 
meinsamen Integralflächen  —  oder  aber  man  bleibt  nicht  auf  einer 
Fläche.  Wenn  man  die  Bedingung  dafür  aufstellt,  dass  der  erste  Fall 
eintritt,  so  kommt  man  darauf,  dass  zwischen  A^f  und  A.J'  eine  Rela- 
tion von  der  Form 

(Ä,A2)^Q,AJ-\-  Q,A,f 

bestehen  muss*).  Da  wir  von  jedem  Punkte  p^  des  Raumes  aus- 
gehend alsdann  eine  Fläche  erhalten,  so  ergeben  sich  gerade  00'  ge- 
meinsame Integralflächen  u  =  Const.,  und  ti  ist  die  gesuchte  gemeinsame 
Lösung. 

Schliesslich  heben  wir  noch  Eines  hervor:  Eine  gemeinsame 
Integralfläche  der  beiden  Difi'ereutialgleichungen  AJ'=  0  und  A,J'=0, 
welche  ein  vollständiges  System  bilden,  hat  in  jedem  ihrer  Punkte 
die  beiden  Richtungen,  welche  dem  Punkte  durch  die  zu  Aif  =  0 
und  A2f=0  gehörigen  simultanen  Systeme  zugeordnet  werden,  zu 
Tangenten.     Ist 


'o^ 


^^f'=  ^1  ä^  +  ^1  ly  +  -^1  äl' 

^2/      =     ^2      g^      i-      -^2       ^y     -1-     ^2     g^      , 

so  sind  Xj,  Y^,  Z^  den  Richtungscosinus  der  einen,  X2,  Y^,  Z^  deueji 
der  anderen  proportional.  Sind  ferner  a,  ß,  y  proportional  den  Rich- 
tungscosinus einer  zu  diesen  beiden  senkrechten  Richtung,  so  muss  sein: 


*)  Diese  Deutung  des  Klaranierausdruckes  (Äi  .1,)  erhält  in  der  Theorie  der 
Transformationsgruppen  eine  vollständig  scharfe  Form. 
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X,c<-i-  Y,ß-j-Z,y  =  0, 
d.  h.  man  kann  setzen: 

«  =  i\z,  -  Y,z,,   ß  =  z,x,  -  z,x\,   y  =  X,  i;  -  X y,. 

Diese  drei  Grössen  verhalten  sich  also  wie  die  Richtungscosinus  der 
Normalen  der  gemeinsamen  Integralfläche.  Bezeichen  dx,  dy,  dz  die 
Differentiale  der  Coordinaten  x,  y,  z  auf  der  gemeinsamen  Integral- 
fläche, so  ist  daher: 

(r,Zo  -  Ya^^  +  {Z^X.,  -  Z,X,)dy  +  {X,  Y,  —  X,  Y,)dz  =  0. 
Es  ergiebt  sich  somit  der  Satz: 

Satz  4:  Die  Integralflächen  des  vollständigen  Systems:  zusammen- 

hang  zwi- 

^l/   ^  -A.J  5—  -f-  J:  j   "5 ]-  Z,   TT—  =  (),  System  und 

^  OX     '         ^    dy     ^  ^  CZ  '  totaler 

o/.  p,,  ^  DifferentiAl- 

Ä,f=  Z2  ^  -f  z,  ^  +  z,  ^  =  0,  ^'"^'""^ 

^  ^  ex    *       ^  Oy  ^^     -  cz  ' 

wo  {A^A^)^Q^AJ -\- Q.,A.J'  ist,  hefriedigm  die  totale  Differential- 
gleichung: 

{1\Z,  -  Y,Z,)dx  +  {Z,X,  -  Z,X^dy  +  (X,  Y,  -  X,  Y,)dz  =  0, 
nnd  umgekehrt  ist  jede  Fläche,  tvelche  die  letztere  befriedigt,  eine  Integral- 
fläche des  vollständigen  Systems. 

Diese  ümkehrung  leuchtet  ein:  Eine  Fläche,  welche  der  totalen 
Differentialgleichung  genügt,  besitzt  als  Normale  die  Richtung,  welche 
zu  den  beiden  Fortschreitungsrichtungen  senkrecht  steht,  die  dem  be- 
treffenden Flächenpunkt  durch  die  zu  A^f  =  0  und  A.,f  =  0  gehörigen 
simultanen  Systeme  zugeordnet  werden.  Die  Fläche  hat  daher  die 
beiden  letzteren  Richtungen  als  Tangenten,  d.  h.  ist  Integralfläclie 
von  AJ=0  und  A,f  =  0. 

Es  wird  erwünscht  sein,  diese  Theorien  an  einfachen  Beispielen 
erläutert  zu  sehen. 

1.  Beispiel:    Sei:  BeUpieie. 

AJ=tl,     A,f=xU-^y^  +  z'^- 
^'         cx^         2/  cx^ -^  cy~      cz 

Dann  ist 

{A,A,)  =  I^^  =  AJ, 

d.  h.  AJ=0  und  AJ=()  bilden  ein  vollständiges  System.  Dies 
zu  integrieren,  suchen  wir  zunächst  zwei  Integrale  u,  v  des  zu  yl,/"=n 
gehörigen  simultanen  Systems: 

dx dy        de 

1  I)         77  ' 


206  Kapitel  10,  §  3. 

Offenbar    sind    n^^y,    v^z    zwei    Integrale    desselben.     Nun    wird 
A.2^{y,  z)  gebildet.     Es  kommt: 

A,^{y,0)  =  yj^-}-Zjj  =  O. 
Diese  Gleichung  wird  durch 

z 


befriedigt.  Also  stellt  --  =  Const.  die  oo^  lutegralflächen  des  ge- 
gebenen vollständigen  Systems  dar.  Stellen  wir  uns  alles  geometrisch 
vor.     Die  zu  AJ'=^()  und  A^f  =  Q  gehörigen  simultanen  Systeme: 

dx dy  dz 

T  ~  IT  "~  T' 

dx dy dz  M 

X  y  z  » 

ordnen  dem  Punkte  {x,  y,  z)  zwei  Richtungen  zu,  das  erste  die  Pa- 
rallele zur  rc-Axe,  das  zweite  den  Strahl  nach  dem  Anfangspunkt. 
Die  Integralflächen  von  AJ=0  sind  demnach  alle  Cylinder  parallel 
der  a;-Axe,  die  von  742/'=0-alle  Kegel,  deren  Spitze  der  Anfangs- 
punkt ist.  Eine  gemeinsame  Integralfläche  muss  beides  zugleich  sein, 
d.  h.  ist  eine  Ebene  durch  den  Anfangspunkt,  die  die  rc-Axe  enthält.  > 
Also  sind  die  Ebenen 

y  =  Const. 

z 

in  der  That  die  Integralflächen  des  vollständigen  Systems.  Die  in 
Satz  4  genannte  totale  Differentialgleichung  lautet  hier: 

—  zdy  +  ydz  =  0. 

Ihre  Integral  flächen  sind  die  Flächen,  deren  Normalen  Richtungscosinus  || 
proportional  0,  — z,  y  haben.  Diese  Normalen  sind  der  (y^)-Ebene  | 
parallel  und  kreuzen  die  x-Axe  senkrecht.    Mithin  sind  die  betreffenden 

Flächen  die  Ebenen  —  =  Const.  durch  die  a;-Axe. 

z 

2.  Beispiel:    Sei 

^'         dz  ^         ^  ex  dy 

Hier  ist  (^^ A^)  =  0,  d.  h.  AJ=0  und  A./ =  0  bilden  ein  voll- 
ständiges System  und  zwar  in  Jacobi'scher  Form.  A^f^O  hat  die 
Lösungen  x  und  y  und  als  allgemeine  Lösung  also  eine  Function 
Sl(x,y).  Die  Lösung  Sl  des  vollständigen  Systems  muss  noch  der 
Gleichung 

^  ^  dx  oy 
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genügen,  d.  h.  sie  ist  gleich  X"  -f  y-  zu  setzen.     Also  giebt 

X'  -f-  y'  =  Const. 

die  Integralflächeu  des  vollständigen  Systems.  Geometrisch:  Die  Cha- 
rakteristiken von  Äif=0  sind  die  Parallelen  zur  z-Axe,  also  die 
Integralflächeu  von  ^,/'=  0  die  Cy linder  parallel  dieser  Axe.  Die 
Charakteristiken  von  A2f  =  0  sind,  wie  wir  schon  in  einem  früheren 
Beispiel  sahen  (1.  Beispiel  des  §  1),  die  Kreise,  deren  Mittelpunkte 
auf  der  ^-Axe  liegen  und  deren  Ebenen  zu  dieser  senkrecht  stehen. 
Die  Integralflächen  von  A^f  =  0  sind  folglich  die  Rotationsflächen 
um  die  ^;-Axe.  Gemeinsame  Integralflächen  beider  Difi'erentialglei- 
chungen  können  also  nur  die  Rotationscy linder  um  die  s-Axe  sein: 

x^  +  V'  =  Const. 
Die  totale  Differentialgleichung  lautet  hier 

xclx  -\-  ydy  =  0 
und  giebt  in  der  That  sofort 

x^  +  y^  =  Const. 
3.  Beispiel:    Sei 

A,f=z  x  ^  +  ^  Q-^, 
*'  dx    ^       dz  ' 

sodass  (^1^42)^0,  d.  h.  AJ'==0,  A.2f  =  0  ein  vollständiges  System 
ist.  Wir  werden,  um  die  Integralflächen  derselben  zu  findeu,  gut 
thun,  statt  A^f  ^^^  0  die  einfachere  Gleichung 

Äf=  A,f-  AJ=  2/  1^  +  ,  II  =  0 

zu  benutzen.  A^f==0  hat  zu  Charakteristiken  alle  Geraden  parallel 
der  (a;^;)-Ebene,  welche  die  y-Axe  schneiden,  A^f  =^  0  alle  Geraden 
parallel  der  (i/^;) -Ebene,  welche  die  a;-Axe  schneiden.  Die  Integral- 
flächen von  A^f  ^  0  sind  somit  die  Regelflächen,  welche  durch  Gleiten 
einer  der  (a;^) -Ebene  beständig  parallelen  Geraden  längs  der  y-Axe 
entstehen.  Analog  sind  die  Integralflächen  von  A.,f  =  0  gewisse 
Kegelflächen.  Soll  eine  Fläche  Integralfläehe  des  vollständigen  Systems 
sein,  .so  muss  sie  sowohl  cx)^  Geraden  durch  die  y-Axe  parallel  der 
(a:2;)-Ebene  als  auch  00^  Geraden  durch  diea:-Axe  parallel  der  (t/z)-Ebeno 
'  nthalten.  Daher  ist  die  Fläche,  wie  man  elementar  ein.sehen  kann, 
tili  hyperbolisches  Paraboloid: 


I 


-^  =  Const. 

z 
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Man    kauu    auf    systematischem    Wege    durch    Integration    des    voll- 
ständigen   Systems    dies    verificieren:    ÄJ=0    hat    das    allgemeine 

Integral  Sl  ( '^ ,  y)  und  es  ist 

wenn    ^-    mit    u    bezeichnet    wird.     ^2^  =  0    hat    die    Lösung   tiy 

oder  —  •     Die  totale  Differentialgleichung  lantet  hier: 

—  yzdx  —  X0dy  -|-  xydz  =  0  ^ 

oder,  wenn  durch  xyz  dividiert  wird: 

ydx-\-xdy    ,    d^  r\ 

xy  ''     z 

und  giebt  integriert: 

^  =  Const. 
z 

§  4.     Die  Jacobi'sche  Identität. 

Zum   Schluss  dieses   Kapitels  wollen   wir  noch   eine  Formel  ent- 
wickeln, die  von  grosser  Bedeutung  für  das  Folgende  ist  und  die  wir,    : 
wie    im    vorigen    Paragraphen    den    Klammerausdruck,    sogleich    in  n 
Veränderlichen  x^,  x.^  -  •  •  x^  darstellen,  indem  wir  dem  Leser  anheim- 
geben, die  Rechnung  im  Falle  w  =  3  durchzuführen. 

Es  seien 

drei  solche  Differentialausdrücke,  wie  wir  sie  nun  schon  vielfach  be- 
trachtet haben.  Die  «,  ß,  y  bedeuten  irgendwelche  Functionen  der 
n  Veränderlichen  a^^,  iCg  •  •  •  a;„.  Zwischen  den  Klammerausdrücken, 
die  sich  aus  Af,  Bf,  Cf  herstellen  lassen,  besteht  eine  sehr  merk- 
würdige Beziehung.  Wenn  wir  wie  oben  A{Bf)  —  B{Af)  kurz  durch 
{AB)  bezeichnen,  so  lautet  diese  Beziehung  so: 

{{AB)C)  +  {{BC)A)  +  {{CÄ)B)  =  0. 
Diese  Identität  rührt  von  Jacobi  her,   der  sie  in  noch  allgemeinerer 
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Weise  entwickelte.  Wir  werden  sie  deshalb  die  specielle  JacoMsclie 
Identität'*)  oder  auch  kurz  die  Jacohi'sche  Identität  nennen. 

Man  kann  sie  auf  verschiedenen  We<j;en  Ijcweiseu.  Der  nächst- 
liegende, aber  umständlichste  wäre,  die  Ausdrücke  {(^AB)C)  u.  s.  w. 
direct  auszurechnen  und  dann  zu  zeigen,  dass  sich  alle  Glieder  fort- 
heben. In  zwei  Veränderlichen  ist  dies  noch  weniger  umfaiigreich 
und  der  Leser  möge  deshalb  die  Formel  für  w  =  2  wirklich  aus- 
rechnen. 

Wir  wollen  die  Identität  nach  einer  Bemerkung  von  Engel  be- 
weisen: Es  ist 

{AB)  =  A{Bf)-B{Af) 
und  daher 

{{AB)C)  =  A{B{Cf))  -  B{A{Cf))  -  CiA{Br)-B^Af)) 

=  A{B(Cf))  -  B{A{Cf))  -  CiA^^Bf))  +  C{B{Af)). 

Durch  cyklische  Vertauschung  der  Buchstaben  A,  B,  C  gehen  hieraus 
die  Entwickeluugen  von  ((^BC)A)  und  {(^CA)B)  hervor.  Addiert 
man  dann  die  drei  Formeln,  so  heben  sich  alle  Glieder  rechts  paar- 
weis fort,  denn  z.  B.  A{B(C'f))  kommt  in  der  ersten  als  erstes  Glied 
positiv,  in  der  zweiten  Formel  als  drittes  Glied  negativ  vor  u.  s.  w., 
sodass  die  Identität  übrig  bleibt: 

{(AB)C)  +  {{BC)A)  -f  i{CA)B)  ~  0. 
Diese    specielle  Identität   gilt  also   stets   für   drei   Ausdrücke   Af,  Bf, 
Cf.     Sie    spielt    eine    wichtige   Rolle    in    vielen   Untersuchungen    über 
infinitesimale  Transformationen. 


Beispiel:    Ist 


Af^xH  +  yU.  +  ^U,     Tif^^'lk,     Cf^'f  +  '^ 


SO  ist: 

also 

{iAB)C)=~2xl{,    {{BC)A)  =  0,     {{CA)B)  =  2x'^^, 

und  die  Summe  der  drei  letzten  Ausdrücke  verschwindet  identisch. 

*)  Die  heivornigende   Wiclitigkoit  iltn*  apecidhn  Jacoin' selten    Idtntitüt   trat 
wohl  zuerst  in  der  Tlieoric  der  Transformationsgruppen  deutlich  hervor. 


Lib,  UitTereutinlRlpioliiineeii.  14 
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Kapitel  11. 

Eingliedrige  Gruppe  in  drei  Veränderlichen. 

Um  die  Theorie  der  Dijffereutialgleichungen  erster  Ordnung,  welche 
alle  Transformationen  einer  eingliedrigen  Gruppe  gestatten,  zu  einem 
befriedigenden  Abschlüsse  zu  bringen,  ist  es  notwendig,  zunächst  ein- 
gliedrige Gruppen  in  drei  Veränderlichen  zu  betrachten.  Der  Leser 
wird  finden,  dass  diese  Betrachtungen  in  sehr  vielen  Punkten  nur 
insofern  von  denen  des  2,  und  3.  Kapitels  abweichen,  als  jetzt  die 
Zahl  der  Veränderlichen  3  statt  2  ist.  Es  mag  deshalb  auch  gestattet 
sein,  die  Darstellung  möglichst  knapp  zu  fassen  und  bezüglich  der 
ausführlichen  Entwickelungeu  häufig  auf  jene  beiden  Kapitel  zurück- 
zuverweisen. 


§  1.    Definition  der  eingliedrigen  Gruppe  im  Baume,  Existenz  einer 
infinitesimalen  Transformation  derselben. 


Drei  Gleichungen  von  der  Form 

(1)  x^  =  <p{x,  y,  s),    y,  =  t(x,  y,  z),    z,  =  x{x,  y,  z) , 

von  denen  vorausgesetzt  wird,   dass   sie   auch   nach  x,  y,  z  auflösbar 
Trans-    geicu ,    bestimmen    allgemein    eine   Transformation    der  Veränderlichen 

fonnation.  '  o  ' 

X,  y,  z  in  die  neuen  Veränderlichen  x^,  y^,  z^.  Wir  fassen  sie  wie 
früher  begrifflich  auf  als  eine  Operation,  welche  alle  Punkte  (rr,  y,  z) 
des  Raumes  in  neue  Punkte  {x^^  y^,  z^)  desselben  überführt.  Eine 
Fläche  wird  also  durch  die  Transformation  wieder  in  eine  Fläche,  eine 
Curve  wieder  in  eine  Curve  verwandelt.  Will  man  die  Gleichung 
der  Fläche  aufstellen,  in  welche  die  gegebene  Fläche 

Sl{x,  y,z)  =  0 

vermöge  der  Transformation  übergeht,  so  hat  man  hieraus  x,  y,  z 
vermöge  der  Gleichungen  (1)  zu  eliminieren,  wodurch  sich  die  gesuchte 

Gleichung 

W{x^,yi,z^)  =  0 

der  transformierten  Fläche  ergiebt.  Man  wird  also  zunächst  die 
Gleichungen  (1)  nach  x,  y,  z  auflösen,  dies  gebe  etwa: 

(2)  oc  =  '^{x^,y^,Zj),     y  =  ^(xuyi,^i),     ^  =  x{^i,Vif^i)> 
und  dann  diese  Werte  (2)  in  ü  =  0  einführen: 

W{x^,  y„  z^)  =  ß(^,  tß,  x)  =  0. 
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Die  Auflösung  (2)  ist  nicht  nötig,  wenn  man  umgekehrt  nach  der 
Fläche  fragt,  welche  vermöge  der  Transformation  (1)  in  die  neue 
Fläche 

übergeführt  wird.     Die    betreffende  Fläche  hat  offenbar  die  Gleichung 

in  X,  y,  s: 

a{x,  y,  z)  =  Wisp,  t,  x)  =  0. 

Die  durch  Auflösung  von  (1)  nach  den  ursprünglichen  Veränder- 
lichen X,  y,  z  erhaltenen  Gleichungen  (2)  stellen  ebenfalls  eine  Trans- 
formation dar  und  zwar  die  zu  (1)  inverse,  indem  nämlich  beide  nach  „?''^"/^ 
einander  ausgeführt  alle  Punkte  (x,  y,  0)  des  Raumes  über  die  Stellen    »«ation. 
(x^,  ?/, ,  Sj)   in   ihre   ursprünglichen   Lagen  {x,  y,  s)   zurückführen.     Die 
Aufeinanderfolge  beider  Transformationen  ist  demnach  der  identischen:  i''entisci,c 

,  ,  ,  nialiün. 

x  =x,    y  =y,    z  =z 
äquivalent. 

Wenn  nun  die  Gleichungen  einer  Transformation  der  Punkte  des 
Raumes  noch  eine  willkürlich  annehmbare  Constante,  einen  Para- 
meter a,  enthalten: 

(3)         x,  =  (p{x,y,z,a),     y,  =  ip(x,y,  z,  a),     ^,  =- x(x,  y,  z,  a), 

so  stellen  sie  eine  Schar  von  00*  Transformationen  dar.  Insbesondere 
ist  es  denkbar,  dass  diese  Schar  die  Gruppeneigenschaft  besitzt,  d.  h. 
dass  zwei  Transformationen  der  Schar,  wenn  man  sie  nach  einander 
auf  die  Punkte  des  Raumes  ausführt,  durch  eine  einzige  Transformation 
derselben  Schar  ersetzt  werden  können,  welche  diese  Überführung  aus 
den  Anfangs-  in  die  Schlusslagen  mit  einem  Schlage  leistet. 

Analytisch  stellt  sich  das  Kriterium  für  das  Vorhandensein  der 
\  Gruppeneigenschaft  so  dar:  Eine  erste  Transformation  der  Schar  (3j 
mit  beliebig  gewähltem  Parameterwert  a  führt  die  Punkte  (.r,  y,  z) 
des  Raumes  in  die  Punkte  {x^,  y^,  z^)  über,  deren  Coordiuaten  durch 
(3)  bestimmt  werden.  Eine  nach  dieser  Transformation  (a)  der  Schar 
ausgeführte  Transformation  derselben  mit  dem  Parameterwert  «i, 
welche  die  Punkte  (x^,  y^,  ^, )  weiterhin  in  die  Lagen  {x^,  y^,  rj 
bringt,  besitzt  die  Gleichungen: 

^1)     x^  =  (p{x^,y^,z,,a^),    y->  =  il^{,Xi,y^,z^,a^),    ^o  =  ;tO"o  l/u  ~n '^)- 

Die  Transformation  nun,  welche  die  Aufeinanderfolge  von  (3)  und  (4) 

ersetzt,   wird   durch   Elimination  der  Zwischenwerte  a;, ,  y,,  ;?,  aus  (3) 

und  (4)  bestimmt.     Es  ergiebt  sich: 

14* 
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(5) 


X2  =  fp(9>  (^;  y>  ^,  ^)  5   ^  {^'>  y^  ^, «)  1  X  (^,  y,  ^> «);  ^u ) 

uiul  analog: 

y-2  =  ^(9';'/'.  L  «i). 

Diese  Transformation  (5)  der  Punkte  (rr,  ?/,  s)  in  die  Punkte  (0:2,  ^2?  ^2) 
muss  also,  wenn  die  Scliar  der  00^  Transformationen  eine  Gruppe 
bilden  soll,  eine  Transformation  dieser  Schar  sein,  d.  h.  es  rauss  ein 
Wert  A  des  Parameters  existieren,  sodass  die  Gleichungen  (5)  sich 
decken  mit: 

^2  =  9i^,  yr  ^,  ^)7     ya  =f  tix,  y,  z,  A),     z^  =  lix,  y,  z,  A); 
es  muss  daher  sein: 

^^(«pC^,  y,  ^, «),  ^{^,  y,  ^, «);  x{^,  y,  ^> «),  «i)  =  9>{^,  y,  ^,  ^)  y 

ti<p{ ),  ti ),  xi ),(ii)  =  fl^ioc,y,z,l), 

xifpi ),  ^( )>  xi ),«])  =  x(.^>y,^,^) 

und   zwar   für   alle  Werte   der  Veränderlichen  x,  y,  z.     a  und  «^  be- 
deuten   hierbei    beliebig    angenommene    Constauten    und    auch    A    soll 
eine  Constante  sein.     A  ist  bestimmt,  sobald  die  beiden  nach  einander 
auszuführenden   Transformationen  (a)  und   (aj)   gegeben   sind,  d.  h.  A    j 
ist  eine  Function  von  a  und  a^ : 

A  ^  A(a,  «i). 

Die  Gleichungen  (3)  stellen  demnach  dann  und  nur  dann  eine  Gruppe 

dar,   wenn   es   eine  Function  A   von  a  und  «j   allein  giebt,   sodass  fiii 

alle  Werte  von  x,  y,  z,  a  und  a^  die  drei  letzten  Identitäten  bestehen. 

■'Gru'!?''^-^^         Insbesondere  nennen  wir  diese  Gruppe  (3)  eine  eingliedrige  Gruppe, 

Baume,    ^gjj  gj^  eiucn  Parameter  a,  also  00^  Transformationen  enthält. 

Man  bemerkt,  dass  jede  eingliedrige  Gruppe  der  Ebene 

^1  =  tC^,  y,  a),    y,  =  ^{x,  y,  a) 
durch  Zufügung  von  z^  ==  z  eine  eingliedrige  Gruppe  des  Raumes  wird.    | 

Wir  werden  nunmehr  die  eingliedrigen  Gruppen  im  Räume  ge- 
nauer untersuchen  und  wollen  —  wie  in  der  Ebene  —  immer  voraus- 
setzen, dass  die  eingliedrige  Gruppe  auch  zu  jeder  ihrer  Transformationen 
die  dazu  inverse  enthalte,  d.  h.  es  soll  eine  Function  ä  von  a  geben, 
sodass  die  Aufeinanderfolge  der  Transformationen  mit  den  Parameter- 
werten a  und  ä  der  identischen  Transformation  äquivalent  ist. 

Führen  wir  nach  einander  zwei  Transformationen  der  Gruppe 
aus,  die  zu  einander  invers  sind,  so  ergiebt  sich  die  identische  Trans- 
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formation,  d.  h.  die  Gruppe  enthält  die  identische  Transformation,  mit 
anderen  Worten:  Es  muss  ein  Wert  «„  des  Parameters  a  vorhanden 
sein,  für  welchen  sich  die  Gleichungen  (3)  der  Gruppe  auf  die  der 
identischen  Transformation  a:,  =  x,  l/i  =^  y,  z^  =  z  reducieren,  das« 
also  für  alle  Werte  von  x,  y,  s 

(6j         (p{x,y,2,a,)  =  x,     4^ix,y,  2,  a^)  =  y,     i{x,y,  2,a^)  =  z 

ist. 

Aus   der  Existenz   der   identischen  Transformation   schliessen   wir 
—  wie    in    der    Ebene    (§  3    des   2.   Kap.)  —  auf   die   Existenz    einer  i^fnitcsi- 

^"  i    z  male  Tran» 

infinitesimalen  Transformation  in  der  eingliedrigen  Gruppe.  Wenn  f'^^mation. 
nämlich  dem  Parameter  a  ein  von  a^  nur  unendlich  wenig  abweichender 
Wert  aQ-\-  da  erteilt  wird^  so  werden  die  Gleichungen  (3)  nicht  die 
identische,  sondern  eine  von  ihr  unendlich  wenig  verschiedene  Trans- 
formation der  Gruppe  vorstellen,  d.  h.  eine  infinitesimale  Transfor- 
mation der  Gruppe.     In  der  That,  (3)  giebt  für  a  =  a^  -\-  da: 

X,  =  (p{x,  y,  z,  «0  +  '^«)  =  <p{x,  y,  ^,  «o)  +  ^'^^'^-^'""'""^  da-] , 

!/i  =  ^G'-^^,  y,  ^,  «0  -^  8a)  =  xp(x,  y,  z,  a^)  +  ^J'^VaM^  ö«  H , 

-1  =  zw  y,  s,  «0  +  «5«)  =  zw  y,  ^,  «0)  4-       ^;;       0«  n — , 

oder  wegen  (6): 

,^^,  +  W-„)  ,,+  .... 

Jeder  transformierte  Punkt  {x^,  y^,  z^)  ist  also  seiner  Anfangslage 
(x,  y,  z)  unendlich  benachbart.  Natürlich  ist  es  denkbar,  dass  in  den 
Reihenentwickelungen  die  Glieder  niedrigster  Potenz  in  öa  identisch 
verschwinden.  Jedenfalls  aber  wird  eine  Potenz  da"  von  da  als 
niedrigste  wirklich  auftreten  und  sie  wählen  wir  dann  als  unendlich 
kleine  Grösse  dt  =  da''.  Ihre  Coefficienten,  die  von  x,  y,  z  ab- 
hängen («Q  ist  ja  nur  eine  bestimmte  Zalil\  wollen  wir  mit  ^[x,  y,  z\ 
yi(x,y,z),  t,{x,y,z)  bezeichnen.  Dann  nimmt  die  infinitesimale  Trans- 
tormation,  welche,  wie  wir  wissen,  der  Gruppe  augehört,  die  Form  au: 

x^  =x-\-  ^{x,y,0)dt  -}-•■', 

<)                        yi  =  y  +v{-'^,y,^)^H — , 
~i  =^  +  ^i^c,y,z)d(  -\ , 
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wo  die  nicht  hiDgeschriebenen  Glieder  unendlich  klein  von  höherer 
Ordnung  sind. 

Satz  1 :  Eine  eingliedrige  Gruirpe  des  Baumes  mit  paarweis  inversen 
Transformationen  enthält  die  identische  und  sicher  auch  eine  infinitesimale 
Transformation . 

Man  kann  noch  auf  einem  allgemeineren  Wege*)  zu  einer  infini- 
tesimalen Transformation  der  Gruppe  gelangen,  in  analoger  Weise, 
wie  es  in  der  Ebene  (in  §  3  des  2.  Kap.)  geschah:  Nach  einer  be- 
liebigen Transformation  der  Gruppe  mit  dem  Parameter  s  wird  eine 
zweite  ausgeführt,  welche  sich  von  der  zur  Transformation  (s)  inversen 
Transformation  (?)  nur  unendlich  wenig  unterscheidet,  deren  Parameter 
also  etwa  6  -|-  tfe  ist.  Diese  Reihenfolge  ist  einer  einzigen  Transfor- 
mation der  Gruppe  äquivalent  und  zwar  einer  infinitesimalen  Trans- 
formation, denn  die  Transformation  {s  +  ^^)  führt  die  Punkte  in 
Lagen  zurück,  welche  nur  unendlich  wenig  von  den  Anfangslagen 
abweichen. 

Kann  man   so   auf  verschiedenen  Wegen  zu  einer  infinitesimalen 
Transformation  der  Gruppe  gelangen,   so  bleibt  noch  die  Frage  offen, 
ob  wir  dadurch  auch  stets  zur  selben  kommen.     Hierüber  werden  wir 
uns  im  nächsten  Paragraphen  Klarheit  verschaffen, 
Beispiel.  Bcispicl.'    Die  oo^  Transformationen: 

x'i  ==  X  cos  cc  —  y  sin  a, 
1/^^  =  X  sin  a  -\-  y  cos  a, 
Zi  =  z  -\-  ma 

mit  dem  Parameter  a  bilden  eine  eingliedrige  Gruppe,  (m  soll  eine 
bestimmte  Zahl  sein.)  Zunächst  sieht  man  dies  rein  geometrisch  ein: 
Die  Gleichungen  stellen  ja  nichts  anderes  dar  als  eine  Bewegung  des 
Raumes,  bei  welcher  der  (starr  gedachte)  Raum  um  die  2-Axe  um 
den  Winkel  a  gedreht  und  gleichzeitig  längs  der  z-kxe  um  die 
Strecke  ma  verschoben  wird.  Es  ist  dies  also  eine  ScJtraubenhctvcguuf/. 
Variiert  a,  so  hat  man  oo^  solche  Schraubenbevvegungen,  aber  alle 
mit  derselben  Steighöhe,  weil  das  Verhältnis  zwischen  Drehwinkel  a 
und  Verschiebung  ma   constant  ist.     Zwei  solche  Schraubungen  nach 


*)  Erst  durch   diese  zweite  Methode   erkennt  man  in   voller  Strenge,   dass 
jede   eingliedrige   Gruppe    des   dreifachen   Raumes  mit  paarweis  inversen  Trans- 
formationen eine  infinitesimale  Transformation 
Sx  =  ^{.r,y,z)dt-{----,     Sy  =  ri{x,y,z)8t-\----,    8z  =  U^,  y,  z)St -\ 

enthält,   deren  lleihenentwickelungen  nach  ganzen  Potenzen  von  3t  fortschreiten 
und  Glieder  cr&lcr  Ordnung  in  dt  wirklich  enthalten. 
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einander  ausgeführt  sind  natürlich  einer  einzigen  äquivalent  mit  eben- 
derselben Steighöhe.  Wenn  a  und  a^  die  Drehwinkel  der  beiden  nach 
einander  ausgeführten  Schraubungen  sind,  so  ist  offenbar  a  -\-  u^  der 
Drehwinkel  der  dieser  Aufeinanderfolge  äquivalenten  Schraubung. 

Auch  analytisch  erhellt  dies:  Führen  wir  nach  der  Schraubuug 
(a),  welche  die  Punkte  (x",  y,  z)  in  die  Lagen  (a,j,  y^,  z^)  überführt, 
eine  zweite  (aj  aus,  welche  die  neuen  Punkte  (xj,  y^,  z^  weiter  nach 
den  Stellen  {x<^,  y^,  z.^  bringt,  so  haben  wir  ausser  den  drei  obigen 
Gleichungen  diese: 

x.^  =  x^  cos  «1  —  y^  sin  «j , 

y^  =  x^  sin  «i  +  y^  cos  «j, 

Eliminieren  wir  a:^,  y^,  z-^,  so  liefern  die  ersten  beiden  Gleichungen- 
paare, wie  wir  schon  von  der  Gruppe  der  Rotationen  um  den  An- 
fangspunkt in  der  (a;?/)-Ebene  wissen  (vgl.  §  2  des  1.  Kap.): 

iCg  -r=  a;  cos  (a  +  «i)  —  y  sin  (a  -f"  "i)j 
y^  =  X  sin  (a  +  «i)  +  ^  cos  (a  -{-  «J, 

und  ausserdem  kommt: 

%  ==  ^  +  wi(«  +  «i) 

und  dies  ist  wieder  eine  jener  Schraubungen,  nämlich  die  mit  Dreh- 
winkel a  -\-  a^. 

Also  bilden  jene  oo^  Transformationen  eine  eingliedrige  Gruppe 
des  Raumes,  a  =  0  giebt  ihre  identische,  also  a  =  dt  eine  unendlich 
kleine  Transformation  der  Gruppe,  nämlich: 

Xi=x  —  ydt-\ ,     y^=y^xöt-\ ,     Zi  =  s  -{-  mdt-] 

Hier  ist  also 

^  =  —  y,     r]  =  x,     ^  =  m. 

§  2.  Construction  einer  eingliedrigen  Gruppe  aus  einer  infinitesi- 
malen Transformation;    Nachweis,  dass  sie  nur  eine  solche  enthält. 

Ausgehend  von  der  vorgelegten  eingliedrigen  Gruppe  des  Raumes 
sind  wir  zum  Begriff  einer  infinitesimalen  Transformation  des  Raumes 
gelangt.  Es  liegt  uns  jetzt  ob,  diese  näher  zu  untersuchen.  Wir 
werden  dabei  völlig  parallel  mit  den  Eutwickelungen  des  §  4,  2.  Kap., 
zu  Werke  gehen,  also  zunächst  den  Gruppenbegritf  beiseite  lassen  und 
annehmen,  es  sei  irgend  eine  infinitesimale  Transformation  iks  liaumes 
definiert  durch  drei  Gleichungen  von  der  Form 


I 
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\x,  =  X  +  lix,  y,  z)dt  -\ ,     y^  =  y  ^  rj{x,  y,  z)8t  + 


welche    die   Punkte   {x,  y,  s)    der  Ebene   in   ihnen   unendlich   benach- 
barte  Punkte   (a?!,  i/i,  ^i)    überführt,    da    hierbei  x,  y,  z   nur   um   un- 
endlich kleine  Grössen 
(9)  dx  =  ^{x,tj,z)dt  +  "-,  dy  =  n{x,y,z)öt  +  -:,  dz  =  ^{x,y,z)8t-{---- 

/unehmen.     Die   nicht   geschriebenen  Glieder   denken  wir  uns  als  con- 
vergente  Reihen  nach  ganzen  Potenzen  von  dt. 

Diese  infinitesimale  Transformation  ordnet  jedem  Punkte  (x,  y,  ::) 
des  Raumes  eine  infinitesimale  Fortschreittmgsstrecke  zu.     Ihre  Länge 


ySx'  +  dy'  +  Sz'  =  dt  ■  Ye  Vrf  +  t', 

mit    den    Projectionen    t,dt,    rjdt,    t,dt    auf    die    drei    Axen,    variiert 
ebenso  wie  ihre  Richtung  im  allgemeinen  von  Punkt  zu  Punkt. 
tischc'vTi-  Indem    wir    wie    in  §  4,   2.  Kap.,    hiernach    einer    kinematischen 

a.iBchau-  Vorstellung  folgen  dadurch,  dass  wir  die  Punkte  des  Raumes  diese 
ihnen  durch  die  infinitesimale  Transformation  zugeordneten  Fort- 
schreitungsstrecken  wirklich  durchlaufen  lassen  im  Zeitteilchen  dt  und 
diese  Bewegung  unendlich  oft  wiederholen,  also  die  infinitesimale 
Transformation  als  Definition  einer  stationären  Bewegung  einer  coni- 
pressibelen  Flüssigkeit  auffassen,  erkennen  wir  wie  damals,  dass  die 
endlichen  Gleichungen 

X,  =  0{x,  y,  z,  t),    y,  =  W{x,  y,  z,  t),    z,  =  X(x,  y,  z,  t) 

der  stationären  Bewegung  eine  eingliedrige  Gruppe  bestimmen.  Da 
jedoch  diese  kinematische  Betrachtung  ohne  analytische  Hülfsmittel 
nicht  streng  zu  formulieren  ist,  wollen  wir  sie  hiermit  nur  angedeutet 
haben  und  ein  rein  analytisches  Verfahren  einschlagen,  um  zu  einer 
eingliedrigen  Gruppe  zu  gelangen. 

Anaijtiaciie  Wir  stellen  nämlich  das  simultane  System  von  drei  gewöhnlichen 

lUrstulluuK  ... 

(iuci  ein-  DilVerentialgleichungen  in  a;/,  t/i,  z^  und  t  auf: 

und    denken    uns    dasselbe    integriert,    also    x^^,  y^,  z^    als   Functionen 
von  t  bestimmt.    Diesen  Functionen  können  wir  die  Anfangsbedingung 
vorschreiben,    sich   für   t  =  0   auf  x,  ?/,  z  zu   reducieren.     Es    mögen 
sich  etwa  die  Integralgleichungen  ergeben: 
(11)      .r^  =  0{x,  y,  z,  t),     y,  =  W{x,  y,  z,  t),     ^,  =  X{x,  y,  z,  t). 
Für  t  =  0  geben  dieselben  also  einfach  x^  =  x,  y^  =  y,  i^i  =  ^- 
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Diese  Gleichungen  (11)  sind  nun  der  analyti.sclie  Ausdruck  einer 
Schar  von  oo^  Transformationen  des  Raumes  und  diese  bilden  eine 
eingliedrige  Grujjpe  mit  dem  Parameter  t. 

Zum  Nachweis  dieser  Behauptung  müssen  wir  auf  die  Art  der 
Integration  des  simultanen  Systems  (10)  näher  eingelien.  Zunächst 
besitzen  die  beiden  Gleichungen 

S(^i .  Vi ,  h)       niXi ,  yt , z,)       ^«, ,  t/j,  2j 
zwei  von  einander  unabhängige  Integrale  Sli(x^,  y^,  Zj)  und  P^.J,'\,  y^,  ^,), 
die,  weil  sie  frei  von  t  sind,  natürlich  auch  Integrale  des  ganzen  Sy- 
stemes  (10)  sind.     Um  nun  noch  ein  Integral  des  letzteren  zu  finden, 
das  t  enthält,  werden  wir  etwa  y^  und  z^  vermöge 

aus 

eliminieren.  Dadurch  wird  die  linke  Seite  ein  Ausdruck  in  ./,  und 
den  Constanten  q,  c^.  Diese  Gleichung  wird  folglich  eine  gewöhn- 
liche Differentialgleichung  zwischen  x^  und  t,  die  sich  durch  eine 
Quadratur  integrieren  lässt.     Ihr  Integral  hat  die  Form: 

Wenn  man  c^  und  c.^  wieder  durch  i>\  und  ßg  ersetzt,  so  geht  hier- 
aus ein  Integral  des  Systems  (10)  hervor  und  zwar  in  der  Gestalt 

W{a\,y^,z,)  —  f. 
Da  sich  für  ^  =  0   die  Functionen  x^,  y^,  s^  von  t  auf  x,  ?/,  z  redu- 
cieren   sollen,    so    ergeben   sich   also   die   gesuchten   Functionen   durch 
Auflösung  der  drei  Gleichungen: 

(12)  Sl^{x^ ,  y, ,  z^)  =  Sl.,{x,  y,  z) , 

^^\^^,Vx,^^)~  t=  W{x,y,z) 
nach  .(?j,  //j,  z^.     Die  Auflösungen   sind   die   obigen  (ileichuugcn    (11), 
I   von  denen   wir  behaupteten,   dass   sie   eine  Gruppe   vorstellen.     Diese 
Behauptung   wird   durch    die   Form   der   Gleichungen   (12)   leicht   dar- 
gethan. 

Eine  Transformation  nämlich  der  Schar  (11)  oder  —  uiuuifgelöst 
—  der  Schar  (12),  welche  dem  Paranieterwert  t  zugehört,  führt  die 
Punkte  {x,  y,  z)  in  die  Punkte  (a:,,  t/j,  z^)  über.  Eine  zweite  Trans- 
formation derselben  Schar,  deren  Parameterwert  t^  sei,  wird  diese 
Punkte  {Xy,y^,z^)  weiterhin  an  die  Stellen  {x.^,y^,z^  gelangen  lassen, 
die  sich  aus  den  Gleichungen  bestimmen: 


218  Kapitel  11,  §  2. 

^l(^2,  2/2,  ^2)  =  -^l  (^O  Vi  ,  ^1)  , 

( 1  ;3)  ii,  {X., ,  2/a ,  ^-2)  =  >a2  (^'i ;  Vi ,  ^1) , 

Die  Transformation  also,  welche  die  Punkte  {x,  y,  s)  direct  in  die 
Endlagen  {3i\,  y^,  z^  überführt,  geht  durch  Elimination  von  x^,  y^,  z^ 
aus  (12)  und  (13)  hervor.  Diese  Elimination  ist  ausführbar,  es  kommt 
einfach: 

W{x,,  y„  z,)  -{t  +  t,)  =  W{x,  y,  0) , 
und   diese  Transfoi'mation   gehört  ebenfalls   der   Schar  an;    es  ist  die 
zum  Parameterwert  t  -\-  i^   gehörige.     Insbesondere    giebt  die   Keiheu- 
folge   der  Transformationen   if)   und   ( —  £)   die   Transformation  <  =  0, 
d.  h.  die  identische.     Also: 

Satz  2:  Integriert  man  ein  beliebiges  simultanes  System  von  der  Form 
(^^i         ^        dyi         ^        dz,         ^  ^^ 
U^i,yi,^i)       r]{Xi,yi,Zi)       t{Xi,yi,Zi) 
mit  der  Anfangsbedingung   x^  =  x,  y^  =  y,  Zy  =  z  für  t  =  0,   so  be- 
stimmen die  hervorgehenden  Integralgleichiingen 

X,  =  0(x,  y,  z,  t),    y,  =  W{x,  y,  z,  t),    z^  =  X{x,  y,  z,  t) 
eine  eingliedrige  Gruppe  mit  paanveis  inversen  Transformationen. 
Da  die  Integration  des  simultanen  Systems 

(^^i         ^        (^Vi         ^        dz,         ^  ^^ 

vermöge  der  Maclaurin'schen  Entwickelungen  von  x^,  y^,  z^  nach  Po- 
tenzen von   t  die  lleihen  mit  den  Anfangsgliedern: 
x,=x-\-'i{x,y,z)t-\--  .,  y^^y-\.Yi{x,rj,z)t-\----,  z^  =  z^l{x,y,z)t-]-- 
liefert,  so  hat  die  infinitesimale  Transformation  der  construierteu  Gruppe 
die  Form: 

X,=X-]-i8t+...,      y^^y^ndt^'--,      0^  =  Z-\-^8t-\----. 
Sie  stimmt  also  mit  der  ursprünglichen  infinitesimalen  Transformation 
(8)  in  den  Gliedern  erster  Ordnung  überein,  und  auf  diese  allein  kommt 
es  an,  da  8t^,  •  •  •  gegen  dt  zu  vernachlässigen  sind.    Die  Coefficienten 
der  Glieder  zweiter  Ordnung  in  unseren  Reihenentwickelungen  ergeben 
sich  in  derselben  Weise  wie  früher  in  der  Ebene  (§  4  des  2.  Kap.). 
Wir  sagen  daher: 
Theorem  13:     Jede  infinitesimale  Tranformation 

x,=x-{-  i{x,  y,  z)8t  -\ ,     y^=y  +  ri(x,  y,  z)8t  -\ , 

^1=^  +  i{x,y,z)öt-\ 


i 
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gehört,  tvenn  von  unendlich  kleinen  Grössen  zweiter  und  höherer 
Ordnung  abgesehen  ivird,  mindestens  einer  eingliedrigen  Gruppe 
mit  paariveis  inversen  Transformationen  an.  Die  endlichen 
Gleichungen  dieser  Gruppe  ergehen  sich  durch  Integration  des 
simultanen  Systems: 

dxy        ^  dy, ^        dz^         ^  ^^^ 

4(aJ,  ,  Vi  ,  Zy)  ni'^l.  Vi  ,  2l)  h-i-i  ,  Vi  7  2i) 

mit  der  Anfangsbedingung,  dass  x^  =  a;,  yi=  y,  2^  =  z  für  t  =0 
sein  soll,  in  der  Form: 

oder,  nach  x^,  y^  aufgelöst  und  nach  t  entwickelt,  in  der  Form: 

'J,  =  u  +  ni^.y,^)  T  +  [irx  +  "^  j^  +  iji) -[-2  +  ■■  ■' 
..  =  .+  5ra=.y,.)f  +  (||f,+,f +  g|i)^  +  .... 

Die  erzeugte  eingliedrige  Gruppe  besitzt  somit  eine  infinitesi- 
male Transformation,  die  in  den  Gliedern  erster  Ordnung  mit 
der  gegebenen   infinitesimalen  Transformation   übereinstimmt. 

Beispiel:     Vorgelegt  sei  die  infinitesimale  Transformation  Beispiel. 

x^  =  X  —  yöt,     ^1  =  y  -|-  x8t,     Zi=  z  -\-  mdt. 
Wir   fragen   nach   der   von   ihr   erzeugten  eingliedrigen  Gruppe.     liier 
lautet  das  simultane  System: 

dx^    ^  ^jVi  ^  <i£i_  ^  ^n 


—  Vi 
Das  System 


dx,    _  rfy,  ^  ^^^ 


—  Vi  -'i 

wurde  schon  friilicr  in  der  Ebene  integriert  (Beispiel  in  §  4  de.s  '2.  K'ai».Y 
Wir  fanden  die  Integralgleichungen: 

x^  =  X  cos  t  —  y  sin  /, 

y,  =  X  sin  /  -\-  y  cos  /. 

Es  bleibt  also  nur  noch 

"^-^^dt 
r/t 

mit  den  Anfangswerten  z,  0  von  ^i  und  t  zu  integrieren.    Dies  giebt: 


I 
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in 
oder 

s^  =  s  -\-  int. 

Die  drei  gef'imdoiieii  Integrtilgleichimgeii  stellen  die  iui  Beispiel  zu 
§  1  schon  betrachtete  eingliedrige  Gruppe  von  Schraubungen  mit  con- 
stanter  Steighöhe  um  die  0-Axe  dar. 

Im  vorigen  Paragraphen  gingen  wir  von  einer  beliebig  gegebenen 
eingliedrigen  Gruppe  des  Raumes  mit  paarweis  inversen  Transforma- 
tionen aus  und  fanden,  dass  sie  sicher  eine  infinitesimale  Transfor- 
mation enthält.  In  diesem  Paragraphen  betrachteten  wir  umgekehrt 
eine  infinitesimale  Transformation  als  vorgelegt  und  zeigten,  dass  sie 
eine  eingliedrige  Gruppe  mit  paarweis  inversen  Transformationen  erzeugt. 

Jetzt  fehlt  nur  noch  der  Nachweis,  dass  eine  eingliedrige  Gruppe 
des  Raumes  nur  eine  infinitesimale  Transformation  enthält,  sowie  dass 
jede  infinitesimale  Transformation  des  Raumes  nur  einer  eingliedrigen 
Gruppe  angehört.     Dies  werden  wir  jetzt  zeigen. 

Vorher  aber  eine  Bemerkung :  Wenn  bei  zwei  infinitesimalen 
Transformationen  des  Raumes: 

:^  =  x-{-  i{x,  y,  z)dt  -f-  .. .,  2/'  =  y  +  ,;()^  +  ...,  /  =  ^  4-  gd^  +  ..• 

und 

X   =X-\-  i{x,y,z)dt  -^...,y'  =  y-\-  }Jdt  +  ...,/  =  ^  +  ^d^  +  ••. 

die  Coefficienten  ^,  t],  ^  und  |,  ^,  ^  von  dt  einander  im  ganzen  Räume 
in  der  Weise  proportional  sind,  dass 

ist,  wo  X  eine  Constante  bedeuten  soll,  so  sagen  wir,  wie  früher  in 
der  Ebene,  diese  beiden  infinitesimalen  Transformationen  seien  von 
einander  cibMingig,  und  betrachten  sie  als  im  Grunde  identisch.  In 
der  That,  dt  ist  ihrem  Begrifi'e  nach  nur  eine  gegen  Null  conver- 
gierende  Grösse,  dt  und  xÖt  sind  also  als  äquivalent  aufzufassen.  Auch 
ordnen  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen  dem  Punkte  {x,  y,  z) 
Fortschreitungsstrecken  ötYl^  ■}- ri^  ^^^  und  xÖ t'\/l^~^rf-{- ^^  zu, 
welche  für  irgend  einen  Wert  von  dt  dieselbe  Richtung  haben  und 
deren  Längenverhältnis  im  ganzen  Raum  constant  ist. 

Nachweis,  Um  nuu   den   versprochenen   Nachweis   zu   liefern,    verfahren  wir 

«.  e.  i'ingl.        .        .  ^      '■  ' 

ornppo  nur  wie   iu   §  5   dcs   2.  Kapitels.     Wir    gehen    aus    von    einer  vorgelegten 

pino  iiilin.       ...  "  o        o 

Trf.  hat.   eingliedrigen  Gruppe  des  Raumes: 
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(14)         x^  =  (p(x,  y,  z,  a),     y^  =  ip(x,  y,  z;  a),     ^,  =  x{^,  V,  ^,  «) 
mit  dem  Parameter  a  und  nolimon  an,  es  sei 

'/  =  X  4-  ^(x, y,z)dt-i ,    y  =y-}-v(^,y,^)^H 

^     ^  /  =  ^-{-^{x,y,z)df+--. 

eine  infinitesimale  Transformation  derselben,   Dass  eine  solche  existiert, 

ist  ja  bewiesen. 

Nun  führen  wir  nach  der  Transformation  (a)  der  Gruppe,  weiche 
die  Punkte  (x,  y,  z)  in  die  Lagen  (x^,  y^,  z^  überführt,  die  infinitesi- 
male Transformation  (15)  aus,  welche  die  Punkte  {x^,  y^,  z^)  weiter 
in  neue  Lagen  (x2,  y.^,  ^2)  gelangen  lässt: 

a;.  =  X,-\-  ^(Xj^,y^,Zi)dt-\ ,     y.^  =  y^ -{-  >K'n  2/n  ^i)«^/ H , 

z,  =  Zi-{-  l{x„y„z^)bt  +  •  •  . 
Diese  Reihenfolge  der  Transformation  (a)  und  der  infinitesimalen  ist 
einer  einzigen  Transformation  der  Gruppe  (14)  äquivalent,  die  natür- 
lich nur  unendlich  wenig  von  der  Transformation  (a)  abweicht,  also 
etwa  den  Parameter  a  -\-  da  besitzt,  wo  8a  eine  infinitesimale  Cou- 
stante  bedeutet.  Die  Gleichungen  dieser  Transformation  {ci  -j-  da), 
welche  die  Punkte  {x,  y,  z)  direct  in  die  Punkte  (iPg,  2/2;  ^2)  verwan- 
delt, lauten: 

^■2  =  9>  (^,  y,  ■'■'■,  a-\-  da)=(p  (x,  y,  z,n) -{-  .^^^da -\ . 

(l'^)         [y-i  =  t{oc.,  y,z,a-\r  da)  =  xl^{x,  y,  z,  a)  +  ^  öVf  H , 

=  i  (^,  y,  ^, «  +  ^«)  =  z {^,  y,  ^> «)  +  II  <^«  H • 

Andererseits  müssen  sie  sich  auch  ergeben  durch  Elimination  von 
Xyj  ?/, ,  z^  aus  (14)  und  (10).  Diese  Elimination  wollen  wir  nur  zum 
Teil  wirklich  durchführen.     Es  kommt: 

X.,  =  (p{x,  y,  z,  a)  +  K^i;  ^n  ^i)^H , 

y^  =  t{x,  y,  z,  a)  +  v(.^i,yiy  ^i)^^  H » 

^2  =  x{x,  y,  ^, «)  +  ti^i,  yi,^i)öH —  • 

l)i(?  hieraus  noch  nicht  entfernten  Xi,  t/,,  z^  sollen  also  die  durch  (Mi 
lii'stimmten  Functionen  von  x,  y,  z  und  a  sein. 

Der  Vergleich  der  letzten  Relationen  mit  (17)  liefert: 


da 


I 


,S{^„,/„.,)a/+...  =  '2li^'i^")A»  +  .^ 


222  .  Kapitel  11,  §  2. 

Wir  können  nun  genau  so  wie  in  §  5  des  2.  Kapitels  erkennen, 
welche  Form  die  Gleichung  hat,  die  da  als  Function  von  dt  und 
a  darstellt.  Um  sie  zu  finden,  werden  wir  wie  damals  die  Veränder- 
lichen X,  y,  z  zunächst  specialisieren,  indem  wir  ihnen  bestimmte  Werte 
geben.    Alsdann  erhalten  wir  wie  damals  eine  Relation  von  der  Form 

8a  =  n\öt  -j-  iv^df^  +  ■  •  • , 
wo  w^,w.2'  ■  '  Functionen  von  a  allein  sind  und  «<?i  =|e  0  ist. 

Nun  verstehen  wir  wieder  in  (18)  unter  a;,  y,  z  beliebige  Ver- 
änderliche. Sobald  unter  x^,  y^,  z^  die  Functionen  (14)  von  x,  y,  z  und 
a  verstanden  werden,  müssen  die  Gleichungen  (18)  identisch  bestehen, 
sobald  8a  =  iv^dt  ■\-  ■  ■  •  gesetzt  wird.  Diesen  Wert  führen  wir  wirk- 
lich in  (18)  ein.  Alsdann  lässt  sich  rechts  und  links  8t  einmal  fort- 
heben. Da  8  t  unendlich  klein  ist,  so  müssen  die  sich  ergebenden 
Relationen  auch  noch  bestehen,  wenn  8  t  gegen  Null  convergiert.  Dies 
liefert: 

(19)  •'j(^.,j/„^.)  =  '*'"j:'^"^».(«), 

Aus  diesen  Formeln  folgt  nun  ohne  weiteres,  dass  unsere  ein- 
gliedrige Gruppe  nur  eine  infinitesimale  Transformation  enthält.  Führt 
man  nämlich  noch  die  aus  (14)  folgenden  Werte  von  a:,  y,  z^  aus- 
gedrückt in  iCj,  ?/j,  z^,  ein,  so  erhält  man  drei  Relationen  von  der  Form: 

U^u  2/i,  ^i)  =  ^(^u  Vi,  ^u  «)  •  ^i(«)j 

n  (^1 ,  Vi ,  ^i)  =  Y(^i,  yi,^i,a)-  «t'i  («) , 
K^i ,  Vi  1  ^i)  =  ^(^1,  yi,^i,  ff)  ■  iVi (ö) • 

Erteilen  wir  hierin  der  Grösse  a  einen  bestimmten  Wert  ä,  so 
gehen  X{xi ,  2/i ,  ^i ,  «) ,  Y{Xi ,yi,  Zi,a),  Z{x^ ,  ?/i ,  ^i ,  «)  in  bestimmte 
Functionen  von  a:^,  i/j,  z^  allein  über: 

während  ic^ia)  in  eine  Constante  sich  verwandelt.  Demnach  sind 
5(^17  Vu  ^i))  vi^n  Vif  ^i)}  5(^1  >  Vii  ^i)  bestimmt  bis  auf  einen  coustanteu 
Factor  Ä": 

l{x„y„  z,)  =  KX{x^,yy,  z^), 
v{^i,yu^i)  =  K  Y(x,,y„z,), 
Ua^i,  y,,  ^i)  =  K  Z(x„  y^,  z^); 
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und  zwar  gilt  dies  für  jede  infinitesimale  Transformation  (15)  unserer 
Gruppe.  Daher  können  sich  zwei  infinitesimale  Transformationen  der 
Gruppe  in  ihren  Gliedern  erster  Ordnung  nur  um  einen  constanten 
Factor  unterscheiden,  d.  h.  sie  sind  als  identisch  aufzufassen.  Also 
ergiebt  sich: 

Satz  3:  Eine  eingliedrige  Gruppe  des  Raumes  mit  paarweis  inverscn 
Transformationen  enthält  nur  eine  infinitesimale  Transformation,  exacter 
ansgesprocJien :  _Alle  infinitesimalen  Transformationen  einer  einglicdrigeti 
Gruppe  des  Ratimes  stimmen  his  auf  einen  blossen  Zahlcnfactor  in  den 
Gliedern  erster  Ordnung  üherein. 

Um  unsere  Gleichungen  (19)  von  dem  Factor  «',  (a)  zu  befreien, 
führen  wir  an  Stelle  des  Parameters  a  in  die  Gruppe  (14)  den  durch 
die  Gleichung 


r  da 

J  «6-,  (a) 


*     ■    ■.) 


definierten  Parameter  t  ein,  indem  wir  für  a  die  hierdurch   bestimmte 
Function  a  von  t  setzen,     «o   soll  hierbei  der  Wert  von  a  sein,   dem 
die  identische  Transformation  zugehört.   Dann  werden  x^,  y^,  Zy  Func- 
tionen von  X,  y,  z  und  t'. 
(20)        x^  =  Q>{x,  y,  z,  t),     y,  =  'F(rc,  y,  z,  t),     z^  =  X{x,  y,  z,  t), 

die  sich  für  ^  =  0  auf  x,  y,  z  selbst  reduciereu.  Nun  werden  die 
Gleichungen  (19)  einfach  diese: 

~ji  =  Krr^,  ^1,  z^),   ^  =  rj{x„  y,,  z^),  ^~^l  =  e(.i'i,  y,,z,), 

d.  h.  die  endlichen  Gleichungen  (20)  der  Gruppe  sind  die  lutegral- 
gleichungen  des  simultanen  Systems: 

doc,         ^ dyx ^         dz^  ^  ^j^ 

wenn  die  Anfangs  werte  x,  y,  z,  0  von  x^,  y^,  z^,  t  vorgeschrieben 
werden. 

Da  dieses  simultane  System  durch  die  Glieder  erster  Ordnung 
der  infinitesimalen  Transformation  (15)  vollständig  bestimmt  wird,  so 
ist  auch  die  Gruppe  durch  ihre  infinitesimale  Transformation  völlig 
definiert. 

Unser  Schlussergebuis  ist  also  unter  Berücksichtigung  des  Theo- 
rems 13: 

Theorem  14:  Jede  eingliedrige  Gruppe  des  Raumes  mit 
paarweis  inverscn  Transfer mationcn  enthält  eine  und  nur  eine 


I 


iiifiii.  Trf. 
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infinitesimale    Transformation.      Jede    infinitesimale    Trans 
formation  des  Raumes  gehört  einer  und  nur  einer  eingliedrigen 
Gruppe  an.  Dieselbe  besitzt  paarweis  inverse  Transformationen. 
KJugiiedriRe         Wir  können  demnach   wie   früher   in   der  Ebene  auch  im  Räume 
zlügt  V.  e.  von  einer  einglledrlge^i  Gruxjpe,  erzeugt  von  einer  gegebenen  infinitesimalen     ' 
Transformation,  sprechen,  ohne  Unklarheiten  befürchten  zu  müssen. 

§  3.  Symbol  einer  infinitesimalen  Transformation  und  Reihen- 
entwickeluug  der  endlichen  Gleichungen  einer  eingliedrigen  Gruppe 

im  Räume. 

Gleichwie  wir    in    der  Ebene    eine   infinitesimale  Transformation     I 
durch  ein  Symbol  charakterisierten,  werden  wir  auch  hier  im  Raunn 
verfahren.    Liegt  die  eingliedrige  Gruppe  im  Räume  vor: 

(21)        x^  =  (p{x,  y,  z,  0,     ^1  =  ^{x,  y,  z,  t),    z,  =  i{x,  y,  z,  t), 

deren  identische  Transformation  etwa  dem  Parameterwert  t  ==  0  ent- 
spreche, so  kann  jede  Function  f{x^^yi,z^  vermöge  (21)  als  Function 
von  t  und  den  Anfangswerten  x,  y,  z  aufgefasst  werden,  die  uiit 
variierendem  t  sich  auch  im  allgemeinen  ändert  und  sich  für  ^  =  (l 
auf  f(x,  y,  z)  selbst  reduciert.  In  dieser  Auffassung  wollen  wir  nach 
dem  DiÖerentialquotienteu  der  Function  f(xi,  y^,  z^)  nach  t  fragen. 
Lassen  wir  t  bis  t  -\-  8t  wachsen,  so  wachsen  die  von  t  vermöge  (21) 
abhängigen  Veränderlichen  x^,  y^,  z^  um  die  Incremente,  welche  sie 
bei  der  infinitesimalen  Transformation  der  Gruppe: 

{22)x=x-\-^{x,y,z)dt-j--,  y'=-y-hri^t  +  -,  z' =  z -\- ^dt-^ - 
erfahren,  nämlich  um 

dXi  =  l{x^,yi,Zi)dt,    8yi=r}(Xi,iji,Zj)dt,    8z^  =  l{x^,y^,  z,)8t, 

sodass  die  gleichzeitige  Änderung  von  fiXi,yi,Zi)  sich  so  darstellt: 

Der  Index  1  soll  hier  überall  andeuten,  dass  x^,  ?/, ,  Zy  die  Argumente 
sind.     Der  gesuchte  Diff'erentialquotient  lautet  also 


*)  Man  könnto  liievin  das  Variationszeichen  8  durch  das  Differentiations- 
zciehen  ä  ersetzen.  Wir  finden  es  jedoch  bequemer,  das  erstere  Zeichen  beizu- 
behalten. 
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Insbesondere  für  ^  =  0  wird  f\^zf(x,y,z)  uud  also  ist  dann: 

,  oo\  Sf(x,y,z)  _^cl_,        cf  of 

-'^^  dt        ~  ^  ox^  ^  cy  ^  ^  (z 

Wir  fähren  demnach  symboi 

als  Symljol  der  infinitesimalen  Transformation  (22)  unserer  Gruppe  ein. 
Uf  stellt  den  durch  die  infinitesimale  Grösse  dt  dividierten  Zuwadis 
dar,  den  f(x,  y,  s)  vermöge  der  infinitesimalen  Transformation  (22) 
der  vorgelegten  Gruppe  erfährt.  Ist  Uf  gegeben ,  so  ist  auch  die  in- 
finitesimale Transformation  gegeben,  denn  setzt  man  in  Uf  die  will- 
kürliche Function  f=Ex,y,z,  so  giebt  Ly  die  Coefficienten  |,  ^,  ^  der 
infinitesimalen  Transformation.     Es  ist  also  auch 

,     Uf=  Ux  1^  +  Uy  l^  +  t/^l-^- 
'  ex    ^  Cy  dz 

So  ist  z.  B. 

TTS- ^f       l  ^f       \  ^f 

Uf^.—  y  ^  -\-  X  ^  -{■  m  7^ 

'  ^  ex    ^       cy  cz 

das  Symbol  der  in  §  1  uud  §  2  als  Beispiel  betrachteten  infinitesi- 
malen Schraubung: 

x  =  X  —  yöt,    y  =  y  -\-  x8t,    z  =  z  -\-  möi. 

Wir  werden  nun  untersuchen,  wie  sich  das  Symbol  Uf  gegenüber 
der  Einführung  neuer  Veränderlicher  in  die  Gruppe  verhält. 

Es  bedarf  zunächst  keines  besonderen  Beweises,   dass,  wenn  wir  xpue  ver- 

ünderlicha 

in  die  Gruppe  in  der 

Gruppe. 

(21)        :ci  =  g)  {x,  y,  z,  t) ,    yi  =  i>  {x,  y,  z,t),    z,  =  x  C^-,  y,  ^,  0 
vermöge  zweier  cogredienter  Gleichungensysteme: 
^        I  j  =  0{x,  ij,  z),         t)  =  W{x,  y,  z),         5  =  X{x,  y,  z); 
U,  =  0{x,,  y„  z^),   Q,  =  W{x^,  y^,  zi),   j^  =  X{x^,  y^,z,) 

neue  Veränderliche  j,  l),  5  und  -g^,  l),,  Ji  einführen,  dann  die  so  ent- 
stehenden Gleichungen,  welche  Ji,  1)^,  J^  durch  j,  \),  5  und  t  aus- 
drücken, wieder  eine  eingliedrige  Gruppe  darstellen.  Es  ist  dies  ja 
selbstverständlich,  wenn  wir  die  Gleichungen  (24)  nicht  als  die  zweier 
Ortsveränderungen,  sondern  als  die  einer  Coordiuatenäuderung  auf- 
fassen, vermöge  deren  die  Punkte  (.r,  y,  z)  uud  {x^,  y^,  £",)  im  neuen 
System  die  Coordinaten  J,  l;,  5  und  J,*!,  \)^^,  J^  haben.  Zur  weiteren 
Ausführung  dieser  Auffassung  brauchen  wir  nur  auf  die  Bemerkungen 
des  §  1,  3.  Kap.,  zurückzuverweisen.     Wir  sprechen  den  Satz  so  aus: 

Ijio,  DifforGntialgluicliuui;eu.  15 


I 
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Satz  4:    Führt  man  in  die  eingliedrige  Gruppe 

u\  =  cp (x,  y,  s,  t),     ?/i  =  ip{x,  y,  z,  t),     z^  =  i {x,  y,  z,  t) 
vermöge  der  Gleichungensystcme 

l  =  ^{x,y,z),         \)=W{x,y,z),         i^X{x,y,zy, 

die  neuen   Veränderlichen  E,  9>  ä  ****^  £i?  Qu  äi  ^''*>  ^^^  stellen  die  her- 
vorgehenden Gleichungen 

wieder  eine  eingliedrige  Gruppe  dar. 

Kinführung  j)]g  gQ   entstellende  Gruppe   in  (j,  t),  l)  besitzt  nun  eine  gewisse 

änderiicher  jjjgjjj^ggjjjj^ly  Transformation  und  diese  ein  gewisses  Symbol,  das  wir 

in  das  °  j  1 

Symbol,  jj^i^  \[j'  bezeichnen  wollen.  Es  fragt  sich,  ob  dies  Symbol  U/'  aus 
dem  Symbol  Uf  der  infinitesimalen  Transformation  der  ursprünglichen 
Gruppe  direct  durch  Einführung  der  neuen  Veränderlichen  j,  Q,  §  er- 
halten werden  kann.  Wenn  man,  wie  wir  dies  oben  gethan  haben, 
TJf  als  Differentialquotienten  von  /'(a^i,  y^,  z^)  nach  t  an  der  Stelle 
^  =  0  auffasst,  so  ist  die  Bejahung  dieser  Frage  selbstverständlich, 
denn  wird  /'  in  den  neuen  Veränderlichen  i^,  t)^,  jj  geschrieben,  die 
als  Functionen  von  j,  t),  5  und  t  aufzufassen  sind,  und  nach  t  differen- 
ziert an  der  Stelle  ^  ^  0,  so  ergiebt  sich  offenbar  ein  Ausdruck  U/j 
der  direct  aus  dem  Differentialquotienten  Uf  durch  Einführung  der 
neuen  Veränderlichen  j,  t),  J  hervorgehen  muss. 

Übrigens  könnten  wir  wie  in  §  2  des  3.  Kapitels  zur  Klärung 
dieser  Frage  auch  rein  analytisch  vorgehen.  Doch  überheben  wir  uns 
dieser  Rechnungen  durch  den  Hinweis  auf  das  damals  Gesagte.  Wie 
damals  können  wir,  entweder  indem  wir  die  Gruppe  in  den  neuen 
Veränderlichen  schreiben  und  dann  ihre  infinitesimale  Transformation 
U/"  suchen,  oder  indem  wir  direct  Uf  in  U/'  verwandeln,  zu  der  Formel 
gelangen,  dass 
(25)  U/=f/E^/  +  f,,|/+£,,|/ 

ist,  wo  natürlicli 

Ut)  und   U^  durch  ^,  t),  5  allein  ausgedrückt  werden  müssen. 

So  finden  wir 

Satz  5:    Führt  man  in  eine  eingliedrige  Gruppe: 

Xy=q>  {x,  y,  z,  t),    y^  =  tP{x,  y,  z,  t),     z^  =  %  (x,  y,  z,  t) 
an  Stelle  von  x,  y,  z  und  x^,  ?/, ,  z^  dioch  zwei  cogrcdicnte  GleicJiimgen- 


ä 
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Systeme  neue  Ve)-änclerlicJie  j,  t),  5  und  j,,  ))i,  3,  ein,  so  geht  das  Symbol 

Vf^iü  +  v^  +  tli 

der  infinitesimalen  Transformation  der  Gruppe  dabei  direct  in  das  Symbol 
\lf  de)-  infinitesimalen  Transformation  der  neuen  Gruppe  über.  Es  er- 
giebt  sich  also: 

Mf^  Vi  |/  +  m  %  +  Vi  %, 

tio  natürlich  f7j,  U\),  U^  in  den  neue)i  Veränderlichen  j;,  \),  5  zu 
schreiben  sind. 

Hiernach  ist  leicht  einzusehen,  dass  man  eine  gegebene  infini- 
tesimale Transformation  Uf  nebst  der  von  ihr  erzeugten  eingliedrigen 
Gruppe  durch  Einführung  neuer  Veränderlicher  J,  Q,  5  stets  auf  eine 
beliebig  angenommene  Form  bringen  kann.  Wollen  wir  z.  B.  Uf  in 
die  infinitesimale  Transformation 

\Xf=  1  (E,  9, 5)  ?{  +  n{h  9,  s)  |{  +  l{h  %  i)  If 

überführen,  so  haben  wir  zur  Bestimmung  der  Functionen  j,  \),  3  von 
X,  y,  z  nach  (25)  die  Gleichung  anzusetzen: 

I  IL  +  ^IL  +  iU=  ui  U  +  u\)  l^-  +  Uh  'S- 

Sie  soll  für  jede  Function  /'  gelten,  zerfällt  also  in  die  drei  einzelneu 
Forderungen: 

(26)  £^j  =  i,    U\)  =  n,    Vi==l 

oder  ausführlich  geschrieben: 


(26-) 


Dies  aber  sind  drei  simultane  Diflferentialgleichungen  zur  Bestimmung 
von  j,  t),  J  als  Functionen  von  a;,  y,  z,  die  sich  immer  erfüllen  lassen, 

vorausgesetzt  natürlich,    dass    nicht    etwa   §,    >/,   §    sämtlich   identisch 
gleich  Null  angenommen  werden. 

Da    die    hierdurch    bestimmten    neuen  Veründerliehen    j;,  l),  5   die      i'i>er- 

..  .,.1,,  ,  ...  fubrunn 

infinitesimale   Transformation    V f  in    \\f  überführen   und   gleichzeitig«-'»''r<'rui>i>o 

iu  cino 

die  von   Uf  erzeugte  Gruppe  gerade  in  die  von  \\f  erzeugte  übergeht,    andoro. 
so  hat  sich  ergeben: 

15* 
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Satz  6:    Durch  Einführung   neuer    Variahein   Jcann   man  jede  ein- 
,      gliedrige    Gruppe   des   liaumes   in  jede   andere   eingliedrige    Gruppe   des 
Haunies  vertvandeln. 

Reduction  ^jg  Corollar  hierzu  entwickeln  wir  Folgendes.     Nehmen  wir  ins- 

auf  (liK  " 

'^^"»'^'^j"'''"' besondere  die  neue  Transformation  U/"  in  der  einfachen  Form  an: 

Vif. 


Form. 


SO  geht  die  ursprüngliche  Gruppe  über  in  die  Gruppe  mit  dieser  neuen 
infinitesimalen  Transformation.     Wf  erteilt  j,  \),  5  die  Incremente: 

ist  also  eine  infinitesimale  Translation  längs  der  J-Axe,  wenn  für  den 
Augenblick  J,  t),  J  als  rechtwinklige  Puuktcoordinaten  aufgefasst  wer- 
den.    Die   endlichen  Gleichungen   der    von  Vif  erzeugten  Gruppe,  sind: 

Ji  =  ?.     9i  =  ^),     5i  =  ä  +  i, 

wie  man  sofort  durch  Integration  des  simultanen  Systems 

dj,  ^^  dt),  ^^  dji  ^^  ,. 
00  j         «t 

mit  den  Anfangswerten  i,  ^,  J,  0  nach  Theorem  13  (§  2)  erkennt. 

Theorem  15:  Jede  eingliedrige  Gr tippe  in  drei  Veränder- 
lichen kann  durch  passende  Wahl  der  Veränderlichen  in  eine 
Gruppe  von  Translationen  übergeführt  werden.  Insbesondere 
also   kann    ihre    infinitesimale    Transformation    in    den   neuen 

Veränderlichen  j,  t),  j  auf  die  Form  -J-  gebracht  tcerden. 

Zur  Bestimmung  der  hierzu  nötigen  Variabein  j,  t),  3  dienen  nach 
(26)  oder  (26')  die  drei  Differentialgleichungen: 


(27) 


Die  neuen  Veränderlichen  i',  t),  J,  welche  die  Verwandlung  der  Gruppe 
Uf  in  eine  Gruppe  von  Translationen  ermöglichen,  nennen  wir  ca- 
nmiische  und  die  dadurch  erhaltene  Form  der  Gruppe  ihre  cano- 
nische Form. 

Wir  hätten  zu  demselben  Ergebnis  auch  auf  einem  Wege  gelangen 
können,  der  sich  eng  an  das  in  der  Ebene  benutzte  Verfahren  an- 
schliesst  (§  1   des  3.  Kap.).    Wir  haben  ja  in  Theorem   13  (§2  dieses 
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Kapitels)  gefunden,  dass  sich  die  endlichen  Gleichungen  der  von  Uf 
erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  durch  Integration  eines  simultanen 
Systems  in  der  Form  ergeben: 

Wenn  wir  also 

E  =  il,(x,  y,  z),     9  =-St,{x,  y,  2),     5  =  W{x,  y,  2) 
und  analog 

j,  =  5i, (^i,yi, 2i),    tii  =  -^2(^1; yu  h),   h  =  ^^\^\, yi,  ^i) 

setzen,  so  lauten  die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe  in  den  neuen 
Veränderlichen: 

und    dies   ist    die   gewünschte    eingliedrige  Gruppe  von  Translationen 
längs  der  5-Axe, 

1.  Beispiel:  Wir  wollen  die  eingliedrige  Gruppe  von  Schraubungen  Beispiele, 
längs  der  ^-Axe,  die  wir  schon  in  §  1  und  §  2  als  Beispiel  benutzten: 
Xi  =  X  cos  t  —  y  sin  t, 
y^  =  X  sin  t  -\-  y  cos  t, 

z^  ^  z  -{-  mt, 

in    eine    Gruppe    von    Translationen    überführen.      Die    infinitesimale 
Schraubung  hat  das  Symbol: 

Uf=  —  y  >     4-  X  J-  +  m  -.—  • 

'  ^  ex    ^       cy    ^         cz 

Es  ist  hier  also  ^  ^  —  y,  rj^  x,  ^^m.     Die  Gleichungen  (27)  für 
die  neuen  Veränderlichen  j,  9,  j  lauten  demnach: 


(27') 


"^  dx    '       cy  '         cz           ' 

dtj     ,         CV)  ,           et)          ^ 

—  y  .-'  -\-  X  .  '  -[-  m  -^  =  0 , 

'^  ex    '       c  1/  ^2           ' 


—  y  ^     4-  X  .    4-  m  -     =  l  . 


.!/ 
r.  l)  sind  also  Integrale  des  simultanen  Systems 

dx    dy         dz 

—  y  X  III 

VAU  Integral  derselben  ist  offenbar: 
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Da  ferner 

xdy  —  ydx dz 

x'^  +  y^  wt 

ist,  so  liefert  dies  als  ein  zweites  Integral: 

ti  =  arc  tor  ^ 

''  ^   X         m 

Die  dritte  Gleichung  (27')  wird  offenbar  befriedigt  durch 

z 

^~~  m' 
Die  drei  neuen  Veränderlichen: 

l  =  Vx^-^f,     l;  =  arctg|-;,     ä  =  ^ 
vermitteln  also  den  Übergang  zur  Gruppe  von  Translationen: 

Dass  in  der  That  j  und  t)  durch  die  Schraubuugen  längs  der  ^-Axe 
nicht  geändert  werden,  erhellt  übrigens  auch  aus  ihrer  geometrischen 
Bedeutung,  denn  j  ist  der  Abstand  des  betreffenden  Punktes  {x,  y,  z) 

von  der  Schraubenaxe,  arc  tg       ist  der  Winkel   dieses  Abstaudes  mit 

'  °  X 

z 
der  (a;^) -Ebene,  der  sich  bei  der  Schraubung  genau  so  wie  --  ändert, 

sodass  auch  li  =  arc  tg  -  —  —  ungeändert  bleibt.  Schliesslich  kann 
dies  auch  rechnerisch  eingesehen  werden.     Denn  es  ist: 


?/,  z.  ,     X  sin  t  -\-  y  cos  t        z-i-mt 

l),  =  arc  tg  ^^^ '-  =  arc  tg ,  ■   . — 

^^  °  x^         m  °  X  cos  t  —  2/  sin  t  m 

=  arc  tg t 

°i-tg«.-|        "^ 


X  VI 


Dagegen  ist 


=  t  +  art  tg  |-  — 
=  arc  tg  — "   =  11. 


^,    _  z  +  Vit  _  z      ,    ,  _        ,    , 


^.  Beispiel:     Die  drei  Gleichungen: 

x,=x-\-l^t{20-\-t), 
yi=V'{-^t{20-\-t), 
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bilden  eine  eingliedrige  Gruppe  in  x,  y,  z.  Wir  suchen  ihre  cano- 
nischen Veränderlichen.  Es  ist  hier  die  infinitesimale  Transformation 
(die  sich  für  t  =  Öt  ergiebt): 

'  ex    *       cy    '    02 

Daher  bestimmen  sich  j  und  l)  nach  (27)  als  Lösungen  f  der  Gleichung: 

,U-{-,'X  +  U  =  o. 

ex    '         Cl/    '     cz 

Dieselbe  ist  dem  simultanen  System 

dx dy         dz 

T       T"       T 
äquivalent  und  hat  die  beiden  Lösungen: 

l  =  x-  )iz\    \)  =  y  -  ^zi 
Die  dritte  neue  Veränderliche  5  bestimmt  sich  aus: 


"  ex    '       ey    '    ez 

und  kann  offenbar  gleich  3  gesetzt  werden.     Wenn  wir  also  vermöge: 

?i  =  ^1  —  Y-r?    Ol  =  ?/i  —  Y~r>    Si  =  ^1 

die  neuen  Veränderlichen  j,  t),  j;    i^,  l)^,  j^  in  die  vorgelegte  Gruppe 
einführen,  so  ergiebt  sich  ihre  canonische  Form: 

Man  verificiert  dies  ohne  Schwierigkeit. 

Wie  in  zwei  Veränderlichen  die  endlichen  Gleichungen  einer  ein-  Reihouent 

°  ■Wickelung 

gliedrigen    Gruppe    in   Form   von  BeiJienentivickelungen  mit   Hülfe   des  ^l^^^f  ^*" 
Symbols    der   infinitesimalen   Transformation    der   Gruppe    geschrieben  t""ctioD. 
werden   konnten   (vgl.  §  3  des  3.  Kap.j,   so   können  wir  nun  auch  die 
rndlichen  Gleichungen   der   eingliedrigen  Gruppe   Uf  des  Raumes    mit 
Hülfe  des  Symbols   Uf  entwickeln. 

Wie  wir  wissen,  giebt  die  Litegration  des  simultanen  Systems 

dx^         ^         dy^         ^         dz^         ^  ^^^ 
S(^i.2/i>'"i)        '?(a;,,  2/1,2,)        S(a-,  ,2/,,  ~,^ 

mit   den  Anfangswerten  x,  y,  z,  0  die  endlichen  Gleichungen  der  \ou 
der  intinitesimalen  Transformation 

•  rzeugten  eingliedrigen  Gruppe,  also  a:, ,  y^,  z^    ausgedrückt  als  Func- 
tionen   des   Parameters    t    und    der    Anfangsworte    .f,   y ,  z    für   t  =  0. 
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Eine  beliebige  Function  fi^  f{Xi,yi,  Zj)  kann  also,  wie  wir  auch 
schon  bemerkten,  als  Function  von  t  aufgefasst  werden,  die  sich  für 
t  =  0  auf  f^f{x,y,z)  reduciert.  Die  Maclaurin'sche  Entwickelung 
giebt  folglich: 

/■,=f(^.,;/„.,)=/(x-,,,.)+ ;  ('^),_„+/;,(^),_„+-- 

Nun  ist,  wie  wir  früher  sahen: 


dt 


uj,, 


wo  der  Index  1  überall  anzeigt,  dass  Xi,  y^,  z^  die  Veränderlichen 
sein  sollen.  Hieraus  können  wir  nun  wie  in  §  3  des  3.  Kapitels  die 
allgemeine  Formel  ableiten: 


dt'" 


i\{i\i--<i\n)'--)) 


m-ma.\ 

Setzen   wir  hierin  insbesondere  ^  =  0,   so  gehen  a;,,  //,,  Zi  in  x,  //,  r, 
f\  in  /■    Uifi  in   Uf  u.  s.  w;  über.     Es  bleibt  also: 


m.^rlSa^^''^--^) 


m-mal 
und  die  obige  Entwickelung  giebt  daher: 

/;  =  a^\,  vu  ^i)  =  fi^, y^  ^)  +  T  ^'f  + 1'^  f/(r/)  +  •  • . . 

Diese  Formel  gilt  für  jede  Function  fip'^i,  y^,  ^i),  insbesondere  also 
auch  für  x^,  y^,  z^.     Daher  können  wir  sagen: 

Theorem  16:    Die  endlichen  Gleichungen  der  von  der  infini- 
tesimalen Transformation 

erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  Jcönnen  in  Form  von  Heihcn- 
cntiv ichelung en  nach  dem  Parameter  t  der  Gruppe  so  geschrieben 
tverden: 


Xi  =x-{- 

Vx  =y  + 

Zy=  z  -\- 


UX  +  /;^  U{UX)  +  ^3    UiU(Ux))  +  ■■; 

Uy  +  /\,  U{üy)  +  ^-  U(U(Uy))  +  •  •  •, 
Uz  +  ^^2  U{Uz)  +  ^^  U{U{Uz))  +  •  •  •, 
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und  jede  Function  / (-»'i ,  «/i ,  ^i)  Jiftt  die  Form: 
/•(•r. ,  u„  z,)  =  fix,  y,  z)  +  I  Vf  +  /.V  U{Uf)  +  ^3  U{U{Uf))  +  •  ■  . 

Au  dieser  Stelle  wollen  wir  noch  eine  Ausdrucksweise  einführen, 
die  sehr  bequem  ist:  Liegen  mehrere  iuliuitesimale  Transformationen 
^\t\  U^f •  ■  •  U,f  des  Raumes  vor,  so  nennen  wir  sie  von  einander 
unabhängig  dann  und  nur  dann,  wenn  zwischen  ihnen  keine  lineare 
Relation  mit  constantcn  Coefficieuten  besteht,  dagegen  abhängig,  wenn 
eine  solche  Relation: 

identisch  stattfindet, 

1.  Beispiel:    Wir  wollen   die   endlichen  Gleichungen   der   von  der  Bcisiüeic 
infinitesimalen  Transformation 

TT /» C  t         t  C  t         \  C  f 

Ufz=z  —  y  ^^  4-  X  ~  4-  m  - 

'  -^  ex     '         CIJ     '  cz  ■ 

erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  von  Schraubungen  längs  der  ^-Axe 
vermöge  der  Reiheuentwickelungen  darstellen.  Die  Entwickelungeu 
von  x^  und  y^  sind  hier  genau  dieselben  wie  im  1.  Beispiel  des  §  3, 
3.  Kap.,  sodass  sich  ergiebt: 

^1  =  -^'(l  -  1^  +   i.2'.3.4 )-'J  (  !    -  1.  2:3  +  •••)' 

^^  =  ^'  (t  -  lT¥^  +  -fT-oT^TT^T )  +  ^  (1  -  ri  +  ■  •  ■) 

oder: 

X-^  =  X  cos  t  —  y  sin  t, 

y^  =  ,/;  sin  t  -{-  y  cos  t. 
Ferner  ist 

Uz=m,     U{Uz)^0,     U{U{Uz))  =  0,'-, 
sodass  als  dritte  Gleichung  hinzutritt: 

Zi  =  3  -\-  mt, 
was  mit  den  früheren  Ergebnissen  übereinstimmt. 

2.  Beispiel:  Man  soll  die  endlichen  Gleichungen  der  von  der  in- 
tiuitesimalen  Transformation 

erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  vermittelst  Reihenentwickelung  Hndi-n. 
Hier  ist: 

Ux  =  z,     U(Ux)  =  1,     r(  U(Ux))  r-  0,  u.  s.  w.; 

Uy  =  g,     Ui Uy)        I ,     r{U{ Uy))       0,  u.  s.  w. ; 

Uz  1:^1,    U{Uz)  ^0,  u.  s.  w. 


1^ 
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Also  konniit: 

Zi  =^  z  -\-  t. 
Man   verificiere,   dass   diese  Gleichungen   eine   Gruppe   darstellen.     Es 
ist  dies  die  im  2.  Beispiel  zu  Theorem  15  benutzte  Gruppe, 

3.  Beispiel:     Man    soll    die    endlichen    Gleichungen    der    von    der 
infinitesimalen  Transformation 

erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  durch  Reihenentwickeluug  finden. 
Wollte  mau  hier  Ux^  TJ{Ux),  u.  s.  w.  berechnen,  so  würde  die  Auf- 
findung der  Gesetzmässigkeit  dieser  Ausdrücke  schwierig  sein.  Be- 
quemer ist  es,  nicht  die  Ausdrücke  von  x^,  y^,  z^,  sondern  die  gewisser 
linearer  Functionen  derselben  zu  berechnen.     Es  ist  nämlich 

U{x  +  y-^z)  =  0,     U{U{x  +  y  +  ^))  =  0,  u.  s.  w., 
also  nach  Theorem  16,  wenn  darin  f  :^  x  -\-  y  -{-  z  gesetzt  wird: 

^'i  +  Hl  +  ."i  =  •<-•  +  y  +  ^^ 

Ferner  ist: 

U{x  —  y)  =  y  —  z  —  {z  —  x)  =  x-]-y  —  2z, 

UiUix-y))  =  y-z  +  z-x-2(x-y)  =  -'6x  +  'dy  =  -3(x-y). 

Daher  wird: 

U{ü(U{x-y)))  =  -3U(x-y), 
U(ü{UiU(x  -  y))))  EE  -  3  U{U{x  -  y))  ee  (-  'dy(x  -  y), 

u.  s,  w.  Theorem  16  liefert  demnach,  wenn  darin  f  =  x  —  y  gesetzt 
wird: 

'^'i  -  yi  =  ^  —  y  -\-  Y  (^^'  +  y  —  -''")  +  r^  (""  ^) (^  -  y)  + 
+  1.2.-3  (- 3)  (^  +  ^--^)  + 

=  ^--^)  (1-1-2+1. ^'L---)^ 

+  (^'  +  ^-  ^~^)  (!    -  1  .'2.3  +  1.-2^^5 ) 

=  {x  —  y)  cos  t  ys  +  ^_  {x  -\-  y  —  2z)  sin  t  ]/3 . 
Wir  haben  also  gefunden: 
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./■,  —  f/i  =  X  [cos  1 1/3  4"     -  si"  t  V^  )  4" 

+  y(—  cos  <  1/3  +     -  sin  ^  1/3  ) j-  z  siu  t  V'd. 


Analog  kommt: 


f^i        Ai 


z  ('cos  ^  1/3  +    ^l  sin  it  }/3  ]  4- 

+  o;  ( —  cos  1 1/3  -| —  _  sin  t  Y'd  j  —    '-.  ij  siii  ^  y3. 

Da  ausserdem: 

-^"i  +  //i  +  -1  =  '^'  +  //  +  -5 
ist,  so  giebt  die  Addition  der  ersten  und  dritten  und  Subtraction  der 
zweiten  Gleichung: 

3.r,  =  X  (l  +  2  cos  tV'd)  +  y{l  -  cos  t  Y'd  +  Y'd  sin  t  Ys)  + 

+  ^(l  —  cos  ^]/3  —  }/3  sin  ^l/3). 
Indem    man    nun  x,  y,  z    cyklisch    vertauscht,    erhält    man    auch   die 
Function  y^  und  z^  von  x,  y,  z  und  f. 

Die  in  diesem  Beispiele  betrachtete  infinitesimale  Transformation 
und  eingliedrige  Gruppe  ist  einer  einfachen  geometrischen  Deutung 
fähig.  Man  bemerke  nämlich,  dass  bei  der  infinitesimalen  Trans- 
formation 


die  Functionen  Y^  -h  y^  -{-  ^'  und  x  -\-  y  -\-  z  das  Increment  Null 
erhalten.  Erstere  Function  ist  der  Abstand  des  Punktes  {x,  y,  z)  vom 
Anfangspunkt.  Der  Abstand  des  Punktes  von  der  Geraden  x  =  y  =  : 
ist  gleich: 

Er  erhält  also  bei  üf  auch  das  Increment  Null.  Daher  folgt,  dass 
rf'  die  infinitesimale  Rotation  um  die  Gerade  x  =  y  =  z  vorstellt. 

4.  Beispiel:    Man    bestimme    die    endlichen   Gleichuugen   der   von 
der  infinitesimalen  Transformation 

jjj. ^^  _L       ^f    \    „  '^f 

erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  durch  Reihenentwickeluug.  Man  veri- 
ficiere  schliesslich  auch,  dass  die  endlichen  Gleichungen  eine  Gruppe 
darstellen. 
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Bestimmung  aller  bei  einer  eingliedrigen  Gruppe  des  Raumes 
invarianten  Functionen,  Curven  und  Flächen,  insbesondere  der 

Bahncurven. 

Die  Bestimmung  aller  bei  einer  eingliedrigen  Gruppe  des  Raumes 
invarianten  Functionen  weicht  in  keiner  wesentlichen  Hinsicht  von  dem 
entsprechenden  Problem  der  Ebene  ab  (§  1  des  4.  Kap.).  Dagegen 
tritt  bei  der  Bestimmung  der  invarianten  Gebilde  insofern  ein  Unter- 
schied gegen  früher  auf,  als  wir  jetzt  zweierlei  Gebilde,  nämlich 
invariante  Flächen  und  invariante  Curven,  zu  betrachten  haben. 

§  1.     Die  Invarianten  einer  eingliedrigen  Gruppe  des  Baumes. 

Soll  eine  Function  Sl{x,  y,  z)  bei  allen  Transformationen  der  vor- 
gelegten eingliedrigen  Gruppe 

(1)  X,  =  (p{x,  y,  z,  t),     y,  =  ip{x,  y,  z,  t),     z^  =  x{x,  y,  z,  t) 

mit  der  infinitesimalen  Transformation 

^1  —^  dx^^  dy^  ^  dz 
^vlnction  '^^^^9^^^^^*'^  bleiben,  also  für  jedes  t  stets: 

sein,  so  liefert  die  Reihenentwickelung  nach  Theorem  16  (§  3  des 
11.  Kap.)  leicht  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür. 
Denn  nach  jener  Entwickelung  ist: 

^(^1^  2/n  ^i)  =  ^i^,  y,  ^)  +  i"  USl{x,  y,z)-\ . 

Soll  dies  gleich  Sl(x,  y,  z)  sein  für  jedes  t,  so  muss  zunächst  notwendig 

USlix,  y,z)^0 

sein.  Dann  verschwinden  aber  auch  die  höheren  Glieder  U{USi)  u.  s.  w. 
in  der  Entwickelung.  Das  gefundene  notwendige  Kriterium  ist  somit 
auch  hinreichend. 

Theorem  17:  Die  Invarianten  einer  eingliedrigen  Grupi^c 
Uf  in  drei  Veränderlichen  x,y,z  sind  die  Lösungen  der  linearen 
partiellen  Differentialgleichung  Uf=0,  und  umgekehrt.  Es 
lässt  sich  also  auch  jede  Invariante  der  Gruppe  als  Function 
ztveier  heliehiger,  aber  von  einander  unabhängiger  Invarianten 
derselben  darstellen. 


Die  Invarianten  einer  eingliedrigen  Gruppe  des  Raumes.  2'*" 

1.  Beispiel:  Die  Gruppe  der  Schraubungen  längs  der  £-Axe:  .BeUpiei« 

Xi  =  X  cos  t  —  y  sin  t, 
yi  =  X  sin  t  -^  y  cos  t, 
Zy  =  z  -\-  mt 
hat  die  infinitesimale  Transformation 

'  ^  ex    '        cy    '         cz 

Die    Invarianten    ß    sind    also    die    Lösungen    der    linearen    partiellen 
Differentialgleichung 

—  ?/  , \-  X  .     4-  in  ^—  =  ü. 

Schon   im   1.  Beispiel   zu  Theorem  15  (§  3  des  11.  Kap.)   fanden    wir 
als  Lösungen  der  partiellen  Differentialgleichung: 

"^x^  -j-  y^     und     arctg 


z 
X  m 


Die  allgemeinste  Invariante  unserer  Gruppe  ist  also: 

Sl{V^T?,  arctg  f-^). 

Dass  wir  zwei  Invarianten  schon  damals  bestimmten,  hat  seinen 
Grund:  Die  in  Theorem  15  mit  j  und  \)  bezeichneten  neuen  Tcanoni- 
schen)  Veränderlichen  sind  ja  nichts  anderes  als  zwei  von  einander 
unabhängige  Invarianten  der  Gruppe. 

2.  Beispiel:    Man    soll    die    allgemeinste   Invariante    der    von   der 
infinitesimalen  Rotation 

TJf=(y-,)^tj^i^z-x)^^-^r{x-y)lL 

erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  von  Rotationen  um  die  Gerade 
X  =^  y  =  z  aufstellen.  Schon  im  §  3  des  vorigen  Kapitels  im  3.  Bei- 
spiel zu  Theorem   16  bemerkten  wir,  dass 


^  -\-  y  -\-  2     und     ]/ic*  +  y^  +  0^ 

von    Uf  ungeändert   gelassen    werden.     Demnach   ist   die   allgemeinste 
Invariante: 

o{x  -^y  +  z,  .r^  +  f  +  "7 

3.  Beispiel:    Man   bestimme   die   allgemeinste  Invariante   der   von 
der  infinitesimalen  Transformation 

'  ox    '       oy    '    cz 

erzeugten  eingliedrigen  Gruppe.    (Vgl.  2.  Beispiel  zu  Theorem  15  uii.l 
■-^   Beispiel  zu  Theorem   16  in  §  3  des    11.   Kap.") 
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§  2.     Die  Bahncurven  einer  eingliedrigen  Gruppe  des  Kaumes. 

Zur  geometrischen  Deutung  der  Invarianten  bedürfen  wir  des 
Begriifes  der  Bahncurven,  der  auch  sonst  hervorragende  Wichtigkeit 
besitzt. 

Indem   wir   auf  einen   beliebigen   Punkt  p^y  des  Raumes   mit  den 
Coordinaten    x^,  y^,  z^    alle    Transformationen    unserer    eingliedrigen 
Gruppe   ausführen,    gelangt  er  in  oo^  Lagen  {x,  y,  z),   die  sich  durch 
Elimination  von  t  aus  den  drei  Gleichungen: 
(2)    x==(p{xQ,yQ,z^„t),    y  =  ilfixQ,yo,ZQ,t),    z  =  %{x^,yQ,8Q,t) 

pahncurve.  ergeben  und  eine  Curve  erfüllen.    Diese  Curve  soll  die  Bahncurve  des 
Funhtes  j^  heissen. 

Wenn  2h  irgend  ein  Punkt  auf  der  Bahncurve  von  p^  ist,  so  hai 
^j  genau  dieselbe  Curve  zur  Bahncurve;  denn  ist  2\i  die  Transfor- 
mation der  Gruppe,  welche  p^  nach  2h  führt: 

so  ist  auch,  wenn  To  irgend  eine  Transformation  der  Gruppe  be- 
zeichnet: 

Da 

d.  h.  gleich  einer  Transformation  der  Gruppe  ist,  so  folgt: 

die  beliebige  Transformation  Tb  führt  also  den  Punkt  ^^i  auf  der 
Bahncurve  von  jjy  in  einen  Punkt  (^jj  T^ab)  über,  der  ebenfalls  auf  der 
Bahncurve  von  p^  liegt.  Wir  haben  uns  hier  ganz  kurz  ausgedrückt, 
da  diese  Betrachtung  nur  eine  Wiederholung  der  in  der  Ebene  an- 
gestellten ist.     (Vgl.  §  2  des  4.  Kap.) 

Satz  1:  Ist  hei  einer' eingliedrigen  Gruppe  des  Baumes  p^^  ein  Bunlct 
auf  der  Bahncurve  von  jj^,  so  hat  2~>i  c^<^*  diese  Curve  auch  zur  Bahn- 
curve.    Die  Gru2Tpe  hesiizt  also  oo^  Bahncurven. 

Es  hat  ja  jeder  Punkt,  der  nicht  etwa  ausnahmsweise  bei  allen 
Transformationen  der  Gruppe  in  Ruhe  bleibt,  eine  Bahncurve,  während 
umgekehrt  eine  Bahncurve  für  alle  ihre  po^  Punkte  Bahncurve  ist. 

Denken  wir  uns  nun  eine  beliebige  Transformation  Ta  der  Gruppe 
auf  alle  Punkte  p  einer  Bahncurve  ausgeführt,  so  gehen  sie  in  Punkte 
{p)Ta  über,  welche  auf  derselben  Bahncurve  liegen,  denn  {p)Ta  ist 
ja  ein  Punkt  der  Bahncurve  von  p  und  diese  Bahncurve  ist  eben  die 
ursprüngliche  Curve.     Also  folgt 
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Satz  2 :  Jede  Bahncurve  einer  eingliedrigen  Gruppe  des  Raumes  bleibt 
invariant  bei  allen  Transformationen  der  Gruppe. 

Oben  fanden  wir,  dass  sieh  die  Gleichungen  der  Bahncurven  in 
der  Form  (2)  ergeben.     Daraus  folgt: 

Satz  3:  Kennt  man  die  endlichen  Gleichungen  einer  eingliedrigen 
Gruppe  des  Uaumes,  so  Jcennt  man  auch  ihre  Bahncurven. 

Handelt  es  sich  dagegen  darum,  die  Bahncurven  zu  be.stimuieu, 
wenn  nur  die  infinitesimale  Transformation 

'        ^  ex    '     '  01J    '    ^  dz 

der  eingliedrigen  Gruppe  bekannt  ist,  so  hat  man  zu  beachten,  dass 
ein  Punkt  {x,  g,  z)  vermöge  der  infinitesimalen  Transformation  Uf  in 
einen  benachbarten  Punkt  seiner  Bahncurve  übergeführt  wird,  d.  h. 
dass  X,  y,  z  auf  der  Bahncurve  um  Incremente  dx,  dy,  dz  zunehmen, 
welche  proportional  ^,  ^,  ^  sind,  was  wir  in  einem  Satz  aussprechen: 

Satz  4:  Die  Bahncurven  einer  eingliedrigen  Gruppe  des  Raumes 
ordnen  ihren  Punkten  gerade  die  Richtungen  zu,  welche  ihnen  vermöge 
der  in^nitesimalen  Transformation  der  Gruppe  zugehören. 

Die  Bahncurven  sind  also  auch  die  Integralcurven  des  simultanen 

Systems: 

dx dy dz 

das  gerade  oo^  Integralcurven  besitzt,  oder,  was  dasselbe  ist,  die 
oo^  Charakteristiken  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung: 

Uf^-ili  +  n'i  +  ili^o. 

Satz  5:  Die  Bahncurven  der  von  der  infinitesimalen  Transformation 
Uf  erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  des  Raumes  sind  identisch  mit  den 
CharaJcteristihen  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung  Uf=0. 

Betrachten  wir  endlich  die  Gleicluuigen 

dx,         y.  .        dy,  ,  .        dZi         ,,  . 

als  Definitionsgleichungen  einer  stationären  Bewegung  eines  com- 
pressibeln  Fluidums,  so  werden  die  Strömnngscurven  der  statio)u'ir(n 
Beivegung  die  Bahncurven  der  infinitesimalen  Tra)isformafion: 

^(x,  y,  z)  ^.^  +  Vi^,  y,  ^)  >7,  +  U-';  >f,  -)  l:  ■ 
Im   Laufe  der  Beweguug  wird  jede.  Bah)uun-e  in  sich   rcrschubcn. 
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Erinnern  wir  uns  nun  daran,  dass  nach  Theorem  17  des  vorigen 
Paragraphen  die  Invarianten  -Q  der  Gruppe  die  Lösungen  /'  der  linearen 
partiellen  Differentialgleichung  Uf=  0  sind,  so  erhellt,  dass  zwei  von 
einander  unabhängige  Invarianten  der  Gruppe  gleich  Null  gesetzt 
eine  Charakteristik  dieser  Differentialgleichung,  also  eine  Bahncurve 
darstellen. 

Satz  6:  Sind  £1^  und  Sl^  zivei  von  einander  miabhängige  Invarianten 
eine>'  eingliedrigen  Gruppe  des  Raumes,  so  stellen  die  Gleichungen 

ßi  =  Const.,     1^2  =  Const. 
die  <xr  Bahncurven  der  Gruppe  dar. 
Beispiel.  Beispiel:    Wir.  fanden    bei    der    von    der    infinitesimalen    Trans- 

formation 

'  ^  ox    '       oy    ^        oz 

erzeugten  Gruppe  von  Schraubungen  längs  der  ^-Axe  (vgl.  1.  Beispiel 
des  §  1)  die  Invarianten 


X 


Sil  ^  V^^  +2/%     -^2  =  arctg 
daher  stellen  die  Gleichungen: 

x^  +  i/^  =  r\     arctg =  c, 

wenn  r  und  c  darin  Constanten  bedeuten,  ihre  c»^  Integralcurven  dar. 
Die  erste  Gleichung  sagt  aus,  dass  die  Bahncurven  auf  Rotations- 
cylindern  um  die  ^-Axe  liegen,  die  zweite: 

arctg  —  ==  c  -\ , 

dass  der  Winkel,  den  das  Lot  vom  Punkte  {x,  y,  z)  einer  Bahncurve 
auf  die  ^;-Axe  mit  der  (icy) -Ebene  bildet,  in  arithmetischer  Progression 
mit  der  Höhe  z  wächst.  Der  betreffende  Punkt  beschreibt  also  seine 
Bahncurve,  wenn  er  beständig  auf  einem  Rotationscylinder  um  die 
^-Axe  gleichförmig  längs  der  ;s;-Axe  weitergehend  diese  mit  gleich- 
förmiger Geschwindigkeit  umkreist.  Die  Bahncurve  ist  also  eine 
Schraubenlinie.     Aus  den  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe: 

Xi  =  X  cos  t  —  ^  sin  t, 

y^  =  a;  sin  t  -\-  y  cos  t, 

z^  =  z  -\-  mt 
ergeben  sich  die  Gleichungen  der  Bahncurven  durch  Elimination  von  t. 
Die  beiden  ersten  liefern  die  Cylinder 

^1^  +  Vi'  =  x^  -j-  y^  =  Const. 
und  wegen  der  letzten  ist  f  = ''' ,  also,  da  die  beiden  ersten 
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2/i  a; 


oder 

ergeben,  ist  auch: 

oder: 


"■         i-^^rtg« 


arctg  ^  =  arctg  —  +  t 


arctt^  ^-  =  arctg  —  + 

°  X,  °  X     '        m 


arcte  — ~  =  Const. 

°  X,         m 


§   3.     Die    bei    allen   Transformationen    einer    eingliedrigen    Gruppe 
des  Raumes  invarianten  Curven  und  Flächen. 

Wie    wir  schon   oben   in   Satz  2   ausgesprochen   haben,    sind   die 
00-    Bahncurven    der    eiughedrigen    Gruppe    invariante    Curven.      Wir 
wollen   uns  nun   die  Frage  vorlegen,  ivelche  Curven  üherhaupt  hei  f^'c'"  ^"cu"*"'^ 
eingliedrigen  Gruppe  invariant  bleiben. 

Sobald  eine  derartige  Curve  wenigstens  einen  Punkt  enthält,  der 
nicht  bei  allen  Transformationen  der  Gruppe  in  Ruhe  bleibt,  ist  sie 
eine  Bahnciirve,  denn  dann  gelangt  dieser  Punkt  bei  allen  Transfor- 
mationen der  Gruppe  nur  nach  Punkten  seiner  Bahncurve.  Da  er 
aber  auf  der  invarianten  Curve  bleiben  soll,  muss  diese  also  auch  die 
Bahncurve  des  Punktes  sein. 

Die  zweite  Möglichkeit  ist  nun  die,  äass  alle  PunTite  der  Curve 
eingeln  bei  der  Gruppe  invariant  bleiben.  Wenn  ein  Punkt  {x,  y,  z)  bei  ^"p*J^k"''"' 
allen  Transformationen  der  Gruppe  in  Ruhe  bleiben  soll,  so  muss  er 
zunächst  bei  der  infinitesimalen  Uf  invariant  sein,  d.  h.  die  seinen 
Coordinaten  x,  y,  z  durch  Uf  erteilten  Incremente  ^öt,  t]df,  ^dt 
müssen  Null  sein.  Die  Coordinaten  (x,  y,  z)  eines  invarianten  Punktes 
müssen  demnach  das  Gleichungeusystem 

(3)  ^(x,y,z)  =  0,    n{x,y,z)  =  0,    ^{x,y,z)  =  0 

erfüllen.  Alsdann  bleibt  er  aber  auch  bei  allen  Transformationen  der 
Gruppe  invariant,  wie  man  genau  so,  wie  wir  es  früher  in  der  Ebene 
machten,  einsieht.  (Vgl.  §  3  des  4.  Kap.)  Es  kann  mm  zunächst 
vorkommen,  dass  die  Gleichungen  (3)  nicht  nur  von  einer  discreteu 
Anzahl  von  Punkten,  sondern  von  allen  Punkten  einer  oder  einiger 
Curven  erfüllt  werden  und  in  diesem  Falle  sind  diese  Curven  invariante 
("urven  der  gesuchten  Art.  Aber  es  kann  fernerhin  sogar  vorkommen, 
dass  die  Gleichungen  (3)  von  allen  l\inkten  einer  oder  einiger  Flächen 

Lio,  Differoutialglüiuliuugoii.  IG 
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erfüllt  werden  und  in  diesem  Fall  ist  jede  beliebige  auf  einer  dieser 
Flächen  gelegene  Curve  eine  invariante  Curve. 

Theorem  18:  Dreierlei  Curven  können  hei  einer  eingliedrigen 
Gruppe  des  Baumes,  welche  von  der  infinitesimalen  Transfor- 
mation 

erzeugt  wird,  in  Muhe  bleiben.  Die  einen  (stets  vorkommenden) 
sind  die  oo^  Bahncurven,  d.  h.  die  Charakteristiken  der  linearen 
partiellen  Differentialgleichung  Uf=0.  Zweitens  kann  es  vor- 
kommen, dass  die  Gleichungen 

i{x,  y,z)==ri  {x,  y,  z)  =  t{oc,  y,  z)  =  0 

von  allen  Punkten  einer  oder  einiger  Curven  erfüllt  iverden. 
Alsdann  sind  diese  Curven  ebenfalls  invariant.  Drittens  ist 
es  möglich,  dass  diese  drei  Gleichungen  von  allen  Punkten 
einer  oder  einiger  Flächen  erfüllt  werden.  In  diesem  Falle 
ist  jede  Curve  auf  einer  dieser  Flächen  eine  invariante. 

Die  in  den  beiden  letzten  Fällen  auftretenden  invarianten 
Curven  bestehen  aus  lauter  einzeln  invarianten  Funkten. 

Beispiele.  1.  Bcispicl .'    Fragen   wir  uns,   ob   bei  der  von  der  infinitesimalen 

Transformation 

'  ^  ex    ^        oy    '        dz 

erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  von  Seliraubungen  längs  der  ^;-Axe, 
deren  Bahncurven  wir  in  §  2  als  Schraubenlinien  bestimmten,  in- 
variante Curven  der  zweiten  oder  dritten  Art  existieren.  Wir  müssten 
zu  dem  Zweck 

X  =  y  =  m  =  0 

setzen.  Es  existieren  also  einzeln  invariante  Punkte  (im  Endlichen) 
nur  dann,  wenn  m  =  0  ist.  In  diesem  Falle  sind  es  die  Punkte  der 
;^-Axe.  Dies  ist  selbstverständlich,  denn  für  m  =  0  reduciert  sich  die 
infinitesimale  Schraubung   Uf  auf  die  infinitesimale  Rotation 

'^  ox    '       oy 

um  die  ^-Axe,  die  natürlich  bei  ihr  invariant  bleibt.  Die  Schrauben- 
linien, welche  früher  die  Bahncurven  waren,  sind  zu  Kreisen  dege- 
neriert. 

2.  Beispiel:    Die  von  der  infinitesimalen  Transformation 


^f^-'f.  +  yfy  +  ^'^ 


J 
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erzeugte  Gruppe  ist  die  der  Ahnlichkeitstransformationen  (ähnlicher 
VergrösseruDgen  uud  Verkleinerungen)  vom  Anfangspunkt  aus,  bei 
welchen  der  Anfangspunkt  in  Ruhe  bleibt.  Denn  ihre  endlichen 
Gleichungen  bestimmen  sich  durch  Integration  des  simultanen  Systems 

X,  2/1  ^1 

mit  den  Anfangswerten  x,  y,  ^,  0  in  der  Form: 

x^  =  xe',    2j^  =  ye',     z^=ze' 
oder,  wenn  e'  =  a  gesetzt  wird : 

x^  =  ax,     y^  =  ay,     z^  =  az. 

Die  Bahncurven  sind  die  Geraden  vom  Anfangspunkt  aus.  Soll  ein 
Punkt  {x,  y,  z)  invariant  sein,  so  müssen  I^oj,  rj  ^y,  t,^  z  für  ihn 
verschwinden.  Also  bleibt  nur  der  Anfangspunkt  einzeln  invariant. 
Es  giebt  demnach  keine  invariante  Curve  der  zweiten  oder  dritten  Art. 

3.  Beispiel:    Die   Bahncurven   der  von   der  infinitesimalen  Trans- 
formation 

erzeugten  eingliedrigen  Gruppe: 

sind  offenbar  die  Geraden  y  =  Const.,  z  =  Const.  parallel  der  ;r-Axe. 
Setzen  wir  ^  =  t]  =  i>  =  0,  so  erhalten  wir  für  die  einzeln  invarianten 
Punkte  hier  die  Ebene 

x  =  0. 

Es  giebt  also  invariante  Curven  der  dritten  Art:  Jede  Curve  in  dieser 
Ebene  ist  invariant. 

4.  Beispiel:    Es  stellt,  wie  wir  wissen, 

df    ,       cf 

—  y  ^  -\-  X  J 

eine  infinitesimale  Rotation  um  die  ^-Axe  und 

a/-    ,        df    ,        cf 

ex    *    '^  cy    *        cz 

eine  infinitesimale  Ahnlichkeitstransformation  vom  Anfangspunkt  aus 
dar.  Von  Interesse  ist  nun  diejenige  infinitesimale  Transformation, 
die  wir  aus  beiden  zusammensetzen,  indem  wir  die  erste  mit  —  1, 
die  zweite  mit  einer  Constanteu  x  multiplicieren  und  darauf  beide 
addieren.     Die  dadurch  entstehende  infinitesimale  Transformation 

Uf    :  {y  +  ^^)  ^  +  (-  •'•  +  x//^  '/„  +  x^  li 
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bewirkt  gleichzeitig  eine  uneudlich  kleine  Rotation  und  eine  ähnliehe 
VercTÖsserung  oder  Verkleinerung  vom  Anfangspunkt  aus.  Wir  nennen 
sie  eine  infinitesimale  Ähnliclikeitsformation  im  weiteren  Sinne  des  Wortes 
oder  auch  eine  infinitesimale  Sjnraltransformation. 

Die  Bahncurven  der  zugehörigen  eingliedrigen  Gruppe  sind  näm- 
lich doppelt  gekrümmte  Spiralen.  Sie  ergeben  sich  ja  als  Charakte- 
ristiken der  linearen  partiellen  Differentialgleichung  Uf  =  0,  d.  h. 
durch  Integration  des  simultanen  Systems: 


dx 
y  ■\-  V.X 


dy 


—  X  -\-yi.y 


dz 


Einmal  folgt  hieraus: 


xdy  —  ydx 


x'^  -\-  y'^ 
und   dies   lässt   sich  sofort  integrieren. 


dz 
V.Z 

Es  kommt  so  die  Invariante: 


ii,  =  arctg  I  -f- 


1l'  z. 


Andererseits  ist: 


xdx  +  ydy dz 

x'  +  2/^  ^ 


und  dies  liefert  integriert  die  Invariante: 


ßg  =  lg  yx-  -i-  r  —  lg  2- 

Setzen    wir    die    beiden  Integrale  Sl^    und   il^  Constanten    gleich,    so 

haben  wir  die  Gleichungen  der 
Bahncurven.  Wir  können  sie  offen- 
bar so  schreiben: 

lg  Y^^  -\-y^  -\-  '^  arctg  "4  =  Const., 

x^  -\.  if  z=  z^ .  Const. 

Die  erste  Gleichung  stellt  die  Pro- 
jectionen  der  Bahncurven  auf  die 
(a;t/) -Ebene  dar.  Es  sind  dies  oo^ 
einander  congruente  logarithmische 
Spiralen.  Die  zweite  Gleichung  ist 
die  eines  geraden  Kreiskegels, 
dessen  Spitze  der  Anfangspunkt, 
dessen  Axe  die  ;S-Axe  ist.  Man 
erhält  demnach  die  Bahncurven 
als  die  Curven  auf  diesen  oo^  Kegeln,  deren  Projectionen  auf  die 
(a?/) -Ebene  jene  logarithmischen  Spiralen  sind.     (Fig.  22.) 
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Einzeln  invariante  Punkte  müssen  in  dem  jetzigen  Beispiel  die 
Gleichungen 

y  -{-  XX  =  0,     —  X  -j-  xy  =  0,     z  =  0 

erfüllen.  Ist  x.^  --  —  1,  so  liefern  sie  x  =  y  =  2  =  0,  also  nur  den 
Anfangspunkt.  Wenn  aber  x  =  i  ist,  wodurch  allerdings  die  Trans- 
formationen imaginär  werden,  so  giebt  es  eine  Gerade,  die  aus  lauter 
einzeln  invarianten  Punkten  besteht,  nämlich  in  der  (xy)-Yihene  2  =  0 
die  Gerade: 

y-\-ix  =  0. 

Ist  X  =  i,  so  bleibt  auch  die  dieser  Geraden  imaginär  conjugierte: 

y  —  ix  =  0 

invariant,  aber  als  Bahncurve  (eine  zur  Geraden  degenerierte  Spirale), 
indem  nicht  alle  ihre  Punkte  einzeln  invariant  sind. 

Fragen  wir  nun  nach  den  FläcJien,  welche  alle  Transformationen  i^jf'fute 

o  '  Flache. 

der  vorgelegten  eingliedrigen  Gruppe  gestatten.  Wir  betrachten  also 
eine  Fläche,  deren  Punkte  bei  allen  Transformationen  der  Gruppe 
immer  wieder  in  Punkte  auf  ihr  selbst  übergeführt  werden. 

Es  sind  zwei  Fälle  denkbar.  Zunächst  ist  es  möglich,  dass  alle 
Punkte  der  Fläche  einzeln  invariant  bleiben.  Dies  kann  nur  dann 
eintreten,  wenn  die  drei  Gleichungen 

i(x,  y,  z)  =  r}(x,  y,  z)  =  ^{x;,  y,  z)  =  0 

von  allen  cx»^  Punkten  einer  oder  einiger  Flächen  erfüllt  werden. 

Liegt  dieser  Fall  nicht  vor,  so  wird  ein  allgemein  gewählter 
Punkt  p  der  invarianten  Fläche  von  allen  Transformationen  der  Gruppe 
in  die  Punkte  seiner  Bahncurve  übergeführt  und  diese  muss,  da  der 
Punkt  die  Fläche  nicht  verlassen  soll,  ganz  auf  der  Fläche  liegen. 
Zieht  man  also  durch  jeden  Punkt  der  Fläche  die  hindurchgehende 
Bahncurve,  so  liegen  alle  diese  Curven  auf  der  Fläche,  d.  h.  die 
Fläche  enthält  oo^  Bahncurven. 

Wenn  umgekehrt  eine  Fläche  von  oo^  Bahncurven  der  Gruppe 
irzeugt  wird,  so  leuchtet  ein,  dass  sie  bei  der  Gruppe  invariant  sein 
muss,  denn  alsdann  liegt  ja  die  Bahncurve  jedes  Punktes  ;>  der  Fläche 
auf  ihr  und  der  Punkt  ^),  der  bei  den  Transformationen  der  Gruppe 
immer  nur  in  Punkte  seiner  Bahncurve  übergeführt  wird,  bleibt  be- 
ständig auf  der  Fläche. 

Theorem  19:  Es  giebt  ztvcierlei  Flächen,  welche  hei  allen 
Transformationen  einer  eingliedrigen  Gruppe  des  Baumes  in- 
I  ariant  bleiben.  Eine  solche  Fläche  lann  entweder  ans  lauter 
'  inzeln  invarianten  Funkten  bestehen  —  wenn  soviele  vorhanden 
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sind  —  oder  aber  sie  ist  erzeugt  von  oo^  Bahncurven  der  Gruppe. 
UmgeJceltrt   ist  jede   von  oo^  Bahncurven   der  Gruppe   erzeugte 
Fläche-invariant. 
nti»pieic.  1.  Beispiel:    Bei    unserer    oft    schon   benutzten    Gruppe    von  oo^ 

Schraubungeu  längs  der  ^;-Axe: 

x^  =  X  cos  t  —  y  sin  t, 

y^  =  X  sin  t  -{-  y  cos  t, 

Zi  ==  z  -{-  mt 

existiert  (wenn  m  =\=  0)  kein  Punkt  im  Endlichen,  der  invariant  wäre. 
Es  giebt  also  keine  invariante  Fläche  der  ersten  Art.  Da  die  Bahn- 
curven Schraubenlinien  sind  fvgl.  §  2),  so  sind  die  von  solchen 
Schraubenlinien  mit  gleicher  Steigung  erzeugten  Flächen  die  einzigen 
bei  der  Gruppe  invarianten  Flächen.  Offenbar  kann  man  eine  solche 
Fläche  dadurch  herstellen,  dass  man  von  einer  beliebigen  Curve  aus 
alle  dieselben  schneidenden  oo*  Schraubenlinien,  welche  Bahncurven 
sind,  zieht,  oder  also  dadurch,  dass  man  diese  beliebige  Curve  in 
Schraubenbewegung  mit  der  richtigen  Steigung  längs  der  ^;-Axe 
hinführt. 

2.  Beispiel:  Anders  verhält  es  sich  bei  der  von  x  >—  erzeugten 
eingliedrigen  Gruppe: 

x^=xt,    yi=y,    z^  =  z. 

Die  Bahncurven  sind  hier  die  Parallelen  zur  a;-Axe.  Demnach  ist 
jede  Fläche,  welche  von  oo^  dieser  Geraden  erzeugt  wird,  also  jede 
Cylinderfläche  parallel  der  a;-Axe  invariant.  Es  giebt  aber  noch  <x>^ 
einzeln  invariante  Punkte,  nämlich  die  der  Ebene  x  =  0,  die  also 
auch  eine  invariante  Fläche  ist. 

Da  man  aas  der  Schar  der  oo^  Bahncurven  der  eingliedrigen 
Gruppe  auf  unendlich  vielfache  Weise  je  oo^  herausgreifen  und  zur 
Erzeugung  einer  invarianten  Fläche  zusammenfassen  kann,  so  giebt 
es  bei  jeder  eingliedrigen  Gruppe  des  Raumes  oo^   invariante  Flächen. 

Wenn  nun  insbesondere  die  durch 

Sl{x,  y,  z)  =  Const. 

dargestellten  oo^  Flächen  sämtlich  invariante  Flächen  sind,  so  muss, 
wenn  {x,  y,  z)  ein  Punkt  einer  dieser  Flächen,  etwa  der  Fläche 

fl{x,y,z)  =c 
ist,  dieser  Punkt  durch  die  allgemeine  Transformation 

^1  =  ^C^',  y,  ^.  0;   !/i  =  i'{^,  y,  ^,  0;   ^1  =  xi^,  y,  ^,  0 
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der  Gruppe  in  einen  Punkt  (x^,  y^,  z^)  derselben  Fläche  übergeführt 
werden.     Es  muss  also 

sein,  sobald 

^{x,  y,z)  =  c 

ist.  Da  dies  für  jede  einzelne  Fläche  P^  =  Const.,  also  für  jedes  c 
gelten  muss,  so  folgt,  dass  für  alle  x,  y,  z: 

sein  muss.     Sl  ist  daher  eine  Invariante  der  Gruppe. 

Umgekehrt  erhellt  ohne  weiteres,  dass  jede  Invariante  ft  der 
Gruppe,  gleich  Const.  gesetzt,  oc^  einzeln  invariante  Flächen  darstellt. 
Hiermit  haben  wir  die  Invarianten  geometrisch  gedeutet: 

Satz  7:  Setzt  man  eine  Invariante  einer  eingliedrigen  Gruppe  des 
Baumes  gleich  Const.,  so  stellt  sie  oo^  einzeln  invariante  Flächen  dar, 
und  umgehehrt  ist  die  linhe  Seite  der  Gleichung 

Sl(x,  y,  z)  =  Const. 

einer  Schar  von  c»^  einzeln  invarianten  Flächen  stets  eine  Invariante  der 
Gruppe.    Sind  u  und  v  irgend  zwei  von  einander  unabhängige  Invarianten 
der  Gruppe,  so  ist   W{ti,  v)  ^0  die  allgemeine  Form  einer  invarianten 
Fläche,  deren  Punlie  nicht  sämtlich  einzeln  invariant  sind. 
Selbstverständlich  ist  im  allgemeinen  die  Fläche 
P(x,  y,  z)  =  c 

nicht  von  einzeln  invarianten  Punkten  gebildet,  denn  sonst  würden 
ja,  da  jeder  Punkt  (x,  y,  z)  im  allgemeinen  auf  einer  der  Flächen 
(l  =  Const.  liegt,  alle  Punkte  des  Raumes  einzeln  invariant  sein.  Die 
Fläche  Sl  =  c  enthält  also  bei  allgemein  gewähltem  c  oo^  Bahncurven 
der  Gruppe. 

Der  obige  Satz  stimmt  sonach  mit  der  geometrischen  Deutung  der 
linearen  partiellen  Differentialgleichung 

'        ^  dx    '     '  cy    '    ^  dz 

iibereiu,  welcher  die  Invarianten  Sl  geuüijen.  Denn  wir  erkannton  in 
§  1  des  10.  Kapitels,  dass  eine  Lösung  /' =  ß  dieser  Differential- 
gleichung, gleich  Const.  gesetzt,  oo'  Flächen  darstellt,  deren  jede  von 
>c'  Charakteristiken  dieser  Gleichunji  erzeugt  wird,  und  diese  Charakte- 
ristiken  sind  nach  Satz  5  des  §  2  die  Bahncurven  der  Grupj)e. 

Bekanntlich  stellen  zwei  Lösungen  /ij  und  £1.,  der  obigen  linearen 
partiellen  Differentialgleichung  gleich  Const.  gesetzt  eine  Charakteristik, 
also    eine  Bahncurve    der  Gruppe   dar.     Es    ist    aber  auch  geometrisch 


248-  Kapitel  12,  §§  3,  4. 

klar,  dass   die  Schnittlinie  der   beiden  invarianten   von  je  c»^  Bahn- 
ciirven  erzeugten  Flächen 

fll  =  Ci,  5^2  =  c., 
eine  Bahncurve  ist,  denn  die  Bahncurve  eines  Punktes  dieser  Schnitt- 
linie muss  sowohl  der  einen  als  auch  der  anderen  Fläche  angehören. 
Ausnahmsweise  kann  es  natürlich  allerdings  auch  vorkommeu,  dass 
alle  Punkte  der  Schnittlinie  einzeln  invariant  sind.  Dann  ist  sie 
natürlich  eine  bei  der  Gruppe  invariante  Curve  der  zweiten  oder 
dritten  Art  des  Theorems  18. 
Beispiel.  Beisj^iel:  Bei  der  Gruppe  von  oo^  Rotationen  um  die  ^-Axe: 

Xj^  =  X  cos  t  —  y  sin  t, 

y^  =  X  sin  t  -\-  y  cos  t, 

deren  infinitesimale  Transformation  ist: 

'  ^  ox    ^        cy' 

sind  die  Invarianten  Lösungen  der  Differentialgleichung 

—  y  t:^  4-  x-^  =  0. 
^  ex    ^        oy 

Zwei  unabhängige  Lösungen  derselben  sind: 

i^^  =  a;2  +  xf,     Sl^  =  z, 

und  jede  andere  Lösung  ist,  wie  bekannt,  eine  Function  dieser  beiden. 

Mithin    wird    eine    von    Bahncurven    der    Gruppe    erzeugte    invariante 

Fläche  in  allgemeinster  Weise  dargestellt  durch 

^{x^  +  y\  ^)  =  0 
oder: 

z  =  (p{x^  -\-  if). 

Es  ist  dies  die  allgemeine  Gleichung  einer  Rotationsfläche  um  die 
.s-Axe.  Zwei  solche  Rotationsflächen  schneiden  sich,  wenn  sie  sich 
überhaupt  treffen,  in  einem  Kreise,  dessen  Ebene  zur  z-kxe  senkrecht 
ist  und  dessen  Mittelpunkt  auf  der  ^;-Axe  liegt.  In  der  That  ist  jeder 
derartige  Kreis  Bahncurve.  Eine  aus  lauter  einzeln  invarianten  Punkten 
bestehende  Fläche  giebt  es  hier  nicht,  denn  nur  die  Punkte  x  =  y  =  0 
der  z-Axe  sind  invariant. 

§  4.     Analytische  Kriterien  für  die  Invarianz  einer  Curve  oder 
Fläche  bei  einer  eingliedrigen  Gruppe  des  Baumes. 

In  dem  vorangehenden  Paragraphen  bestimmten  wir  alle  Flächen 
und  Curven,  die  bei  allen  Transformationen  einer  eingliedrigen  Gruppe 
invariant  bleiben.    Wir  fanden  zwei  Arten  invarianter  Cuxven,  nämlich 
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die  Bahncuiven  und  die  aus  lauter  invarianten  Punkten  bestehenden 
Curven.  Andererseits  fanden  wir  gwei  verschiedene  Arten  invarianter 
Flächen,  nämlich  die  von  Bahncurven  erzeugten  Flächen  zusammen 
mit  denjenigen  Flächen,   die  aus  lauter  invarianten  Punkten  bestehen. 

Es  ist  nun  bemerkenswert,  dass  alle  invarianten  Curven  sich 
durch  ein  einziges  analytisches  Kriteritim  definieren  lassen;  dieses  gilt 
für  die  beiden  Arten  invarianter  Curven  und  für  keine  andere  Curve 
des  Raumes.  Noch  wichtiger  ist  es,  dass  sich  für  die  Invarianz  einer 
Fläche  ein  einziges  Kriterium  aufstellen  lässt,  welches  von  allen  in- 
varianten Flächen  und  von  keiner  andern  Fläche  erfüllt  wird.  Dies 
wollen  wir  jetzt  zeigen. 

Vorher  haben   wir  iedoch   einige   Bemerkungen    über  gewisse   zui'°sta'thaf»e 

J  o  o  o  Darstclluu- 

vermeidende   analytische  Darstellungsformen  von  Flächen  und  Curven   sen  von 

*'  °  Flächen  u. 

zu  machen.  curven. 

Man  kann  voraussetzen,  dass  die  Gleichung  einer  beliebigen 
Fläche 

CO  (x,  %j,z)  =  0 

so   geschrieben  ist,   dass   nicht  0— .  -ö-.  0—  sämtlich  für  alle  Punkte 
°  '  ox^   oy'  dz 

der  Fläche  verschwinden.    Denn  man  braucht  sich  z.  B.  die  Gleichung 

nur  nach  einer  der  darin  vorkommenden  Veränderlichen,  etwa  nach  z, 

aufgelöst  zu  denken: 

z  -  Fix,  y)  =  0, 

um  zu  erreichen,  dass  der  Differentialquotient  der  gleich  Null  gesetzten 
Function  nach  z  verschieden  von  Null,  nämlich  gleich  1,  wird.  Für 
die  berührte  Ausnahmeform  ist  dies  ein  Beispiel:  Die  Gleichung  einer 
Kugel  mit  dem  Radius  1  um  den  Anfangspunkt  kann  offenbar  so 
geschrieben  werden: 

0  =  (:c^  +  y^  +  z'  —  \f  =  0. 
Hier  ist: 

il  =  4^(^^  +  r  +  ^— 1), 

also  gleich  Null  für  alle  Punkte  der  Kugel,  analog  ^  und  -- •    Eine 

solche  Darstellungsform  soll  also,  da  sie  stets  vermieden  werden  kann, 
als  ausgeschlossen  gelten. 

Eine  ganz  ähnichc  Bemerkung  gilt  für  die  Darstellung  einer 
Uaumcurve  durch  zwei  Gleichungen 

"1 C-^;  y>  ^)  =  ^,    «2 (^,  y,  z)  =  0. 

Wir  dürfen  voraussetzen,  das.s  die  Gleichungen  derselben  sd  gewählt 
sind,  dass  nicht  alle  zweireihigen   Determinanten  der  Matrix 
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dca^ 

d(Oi       dio^ 

~dx 

dy       dz 

CO}., 

OX 

dco^      dw^ 
dy       dz 

dy    dz 

dz    dy 

oder  also  der  Ausdruck 


und  die  beiden  durch  cyklische  Vertauschung  von  x,  y,  z  daraus 
hervorgehenden  Ausdrücke  sämtlich  für  alle  Punkte  der  Curve  ver- 
schwinden. In  der  That  kann  man  dies  stets  vermeiden,  wenn  man 
z.  B.  die  Gleichungen  nach  zweien  der  in  ihnen  vorkommenden  Ver- 
änderlichen, etwa  nach  y  und  z,  auflöst: 

y-F,ix)  =  0,    z-F,{x)  =  Q, 


denn  dann  ist 
und  also 


(Oi=y  -  Fj^  (x),     «2  =  ^  -  F.,  (.r) 

d CO.    COD.,  dm,    dcoa  ^     t     r, 

cy    dz  oz    cy  ' 


Unzulässig  ist  z.  B.  das  Gleichungenpaar 

y  =  0,     yz  =  0 
zur  Darstellung  der  a:-Axe. 

Nach  diesen  notwendigen  Vorbemerkungen  kommen  wir  nunmehr 
zur  Sache, 
invariaiu-  Eine  Flächp 

Kriterium  -CJlue    J?  IdCIlC 

filr  eine  (o(x,  II,  ^)  =  0 

Fläche.  \    }  J>     / 

bleibt  bei  allen  Transformationen  der  von  Uf  erzeugten  eingliedrigen 
Gruppe,  welche  x,  y,  z  in  x^,  y^,  z^  überführen,  invariant  dann  und 
nur  dann,  wenn  die  Gleichung 

stets  nur  eine  Folge  von 

ist.  Nach  Theorem  16  des  §  3,  11.  Kap.  kann  die  erste  Gleichung 
auch  so  geschrieben  werden: 

(4)  a,(a;,y,^)  +  |  ^7«  +  ^  C7(?7co)  +  •  •  •  =  0. 

Da  sie  für  alle  Werte  des  Parameters  t  eine  Folge  von  coix,  y,  z)  =  0 
sein  soll,  so  folgt  als  eine  erste,  nokvendige  Bedingung,  dass: 

L'co{:,;y,z)  =  0 
sein  muss  vermöge  g)(x,  y,  z)  =  0. 
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Diese  Bedingung  ist  nun  aber  auch  hinreichend.  Zum  Nachweis 
dieser  Behauptung  deuten  wir  sie  geometrisch.     Es  soll 

TT     t^"^    \       dat    ,    ,  da>       ^ 

^  öx    *     '  dy    '    ^  ßz 

sein  für  alle  Punkte  der  Fläche.  Da  wir  nach  den  vorangeschickten 
Bemerkungen    voraussetzen    dürfen,    dass    nicht    für    alle    Punkte    der 

Fläche  die  Differentialquotienten  ^ ,  p-;  0—  gleichzeitig  verschwinden, 

so  sagt  diese  Gleichung  aus,  dass  entiveder  |  =  7;  =  ^  =  0  ist  für  alle 
Punkte  der  Fläche,  d.  h.  alle  Punkte  der  Fläche  einzeln  invariant 
sind  (nach  §  3)  —  und  dann  ist  auch  die  ganze  Fläche  invariant  — , 
oder  aber  dass  für  einen  allgemein  gewählten  Punkt  der  Fläche 
i,j  rij  l  proportional  den  Richtungscosinus  einer  Tangente  der  Fläche 

in  diesem  Punkte  sind,   denn  0— ,  ^^ .  ^^  sind  proportional  den  Rich- 
'  ex'  cy'  cz  r     r 

tungscosinus  der  Flächennormale  des  Punktes.  In  diesem  Falle  ent- 
hält also  die  Fläche  die  Richtungen,  welche  die  infinitesimale  Trans- 
formation Uf  der  Gruppe  ihren  Punkten  zuordnet,  und  folglich  auch 
die  Bahncurven  dieser  Punkte  (vgl.  Satz  4  des  §  2).  Die  Fläche  ist 
daher  von  00^  Bahncurven  erzeugt  und  invariant. 
Also  können  wir  sagen: 

Satz  8:  Eine  Fläche  oder  Gleichimg  ci(x,y,  £)  =  0  gestattet  alle 
Transformationen  der  von  Uf  erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  des  Raumes 
dann  und  nur  dann,  wenn  Ua  =  0  ist  für  alle  Punkte  der  Fläche, 
resp.  Wertsysteme  der  Gleichung,  vorausgesetzt,  dass  die  Gleichung  so  ge- 
wählt ist,  dass  nicht  etwa  0— ,  -ö-  ,  -—  sämtlich  vermöge  oj  =  0  ver- 
schwinden. 

An  dieses  Kriterium  knüpfen  wir  noch  einige  Bemerkungen  an. 
Da  hiernach  das  Verschwinden  von  Ua  vermöge  a  =  0  eine  rein 
begriffliche  Deutung  hat,  nämlich  die,  dass  o  =  0  eine  bei  der  Gruppe 
invariante  Fläche  ist,  und  da  diese  Deutung  von  der  Wahl  der  Ver- 
änderlichen und  der  speciellen  analytischen  Darstellungsform  der  Fläche 
unabhängig  ist,  so  folgt: 

Satz  9:  Ist  hei  einer  infinitesimalen  Transformation  Uf  in  drei 
Veränderlichen  x,  y,  z  der  Ausdruck  Ua  {x,  y,z)==^0  vermöge  a  {x,  y,  z)  =  0, 
so  gilt  das  Entsprechende  auch  hei  Einführung  andcnr  Veränderlicher 
und  unabhängig  von  der  Darstellungsform  der  Gleichutig  oj  =  0.  voraus- 
gesetzt nur,  dass  nicht  mit  a  auch  die  partidlcn  Diffcrentialquotictiten 
von  a    nach   den  drei  Veränderlichen  sämtlich  verscfiwinden.     Natürlich 
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tvird  auch  angenommen,  dass  die  Transformation  für  die  in  Betracht 
Jcommenden   Wertsysteme  regulär  ist. 

Das  Kriterium  Uco  =  0  vermöge  co  =  0  ergab  sich  zunächst  als 
notwendig,  indem  wir  die  Reihenentwickelung  (4)  nur  in  ihren  ersten 
Gliedern  betrachteten.  Es  liegt  danach  nahe,  die  Redeweise:  eine 
Fläche  ft)  =  0  gestattet  die  infinitesimale  Transformation  Uf,  zu  ge- 
brauchen, sobald  Uco  =  0  vermöge  co  =  0  ist.  Alsdann  können  wir 
Satz  8  so  aussprechen: 

Satz  10:  Eine  Fläche  gestattet  alle  Transformationen  einer  ein- 
gliedrigen Gruppe  des  Baumes,  sobald  sie  üire  infinitesimale  Transfor- 
mation gestattet. 

Krirerium  ^°^^  ^^^  durch  die  beiden  Gleichungen 

für  eino  /  \  /^  /  \  /-\ 

curve  «1  {x,  y,  s)  =  0,     (o^ix,  y,  z)  =  0 

dargestellte  Curve  alle  Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe  Uf 
gestatten,  so  müssen  auch  die  durch  eine  beliebige  dieser  Transfor- 
mationen nach  den  Stellen  (x^,  y^,  ^,)  übergeführten  Punkte  der  Curve 
auf  derselben  liegen,  d,  h.  es  muss 

»1(^1, 2/1,  ^i)  =  0,     Ö2(^i;yi,^i)  =  0 
sein,  sobald  1 

ist.     Wegen  der  Reihenentwickeluugen: 


(5) 


öi(^;  3/.  ^)  4-  Y  Uco,{x,y,z)  +  -—  U{Ug)i{x,  y,  z))  -\ =  0, 

Ö2(^;  y,  ^)  +  T  Ua.,{x,y,z)  +  ^-^  U(Ua}^(x,  y,  z))  -\ =  Ü 


der  beiden  ersten  Gleichungen,  und  da  dies  für  alle  Werte  des 
Parameters  t  gelten  muss,  ergiebt  sich  zunächst  als  nottvcndigc  Be- 
dingung, dass 

Ua^ {x,  y,z)  =  0,     Ua^  {x,  y,  z)  =  0 

sein  müssen,  sobald  gleichzeitig  coy  =  a.^  =  0  ist. 

Dass  dieses  Kriterium  auch  hinreicht,  wird  durch  seine  geometrische 
Deutung  klar:  Die  beiden  Gleichunjieu 


(6) 


Uco,=:^^-^n^  +  ^^  =  o, 


die  für  alle  Punkte  der  Curve  bestehen  sollen,  sagen  aus,  dass  ent- 
tvcder  für  alle  Punkte  der  Curve  |  =  ■»;  =  ^  =  0  ist,  d.  h.  dass  alle 
Punkte  derselben  einzeln  invariant  sind,  oder  nicht.     Da  wir  nach  der 
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zweiten    der    vorangeschickten   Bemerkungen    annehmen    dürfen,    dass 
die  zweireihigen  Unterdeterminanten  der  Matrix 


ex 

dy 

call 

dz 

dcog 

dx 

dy 

Sog 

dz 

nicht   sämtlich   für   alle  Punkte  der  Curve   verschwinden,   so   sind  die 
Grössen 

ÖcOj  CfO^         cto^ 

dx  '  dy  '      dz 


und 


Cü), 


I  dx  '      dy  '      dz 

proportional  den  Richtuugcosinus  zweier  verschiedener  Normalen  der 
Curve.  Die  Gleichungen  (6)  sagen  demnach  in  dem  zweiten  Falle, 
dass  I,  7]  und  ^  nicht  für  alle  Punkte  der  Curve  verschwinden,  das 
aus,  dass  |,  7],  ^  den  Richtungscosinus  der  zu  diesen  beiden  Normalen 
senkrechten  Geraden,  d.  h.  der  Curventangente,  proportional  sind.  Die 
Curve  hat  also  in  jedem  ihrer  Punkte  die  demselben  von  der  infini- 
tesimalen Transformation  Uf  der  Gruppe  zugeordnete  Richtung,  mit 
anderen  Worten:  sie  ist  Bahncurve  (vgl.  Satz  4  des  §  2)  und  als 
solche  invariant. 

Satz  11:  Eine  Curve 

Ol  (^;  y,^)  =  0,  a^ {x,  tj,z)  =  0 
gestattet  dann  und  nur  dann  alle  Transformationen  der  von  Uf  erzeugten 
eingliedrigen  Gruppe  des  Raumes,  wenn  UcOy  und  üa^  für  alle  Pimlte 
de)-  Curve  verschwinden,  vorausgesetzt,  dass  die  Gleichungen  der  Curve 
so  geivählt  sind,  dass  nicht  etwa  alle  zweireihigen  Unterdeterminanten 
der  Matrix 


dx 

dy 

dz 

doo. 

dco^ 

3ü)j 

cz 


dx       dy 
für  alle  PunJcte  der  Curve  verschwinden. 

Wie  oben  beim  Satze  über  die  Invarianz  einer  Fläche  bemerken 
wir  auch  hier,  dass,  da  nach  dem  eben  gefundenen  Satze  das  Ver- 
schwinden von  U(Oi  und  Ua^  vermöge  ©i  =  oj,  =  0  eine  rein  begriff- 
liche Bedeutung  hat,  dies  Verschwinden  unabhängig  ist  von  der 
Wahl  der  Veränderlichen  und  der  speciellen  Darstelluugsform  der 
Curve.     Also: 

Satz  12:  Ist  bei  einer  infinitesimalen  Transformation   Uf  in  x,  y,  s 
"ohl   U(o,{x,y,z)  als  auch   Uco^{x,y,z)  gleich  Null  vermöijc 


\ 
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©1  (x,  y,  z)  =  «2  (x,  y,  z)  =  0 , 

so  gilt  das  Entsprechende,  wenn  neue  Veränderliclie  eingeführt  werden, 
und  hei  jeder  Darstellungsform  des  Gleichungssystems  a^  =  a^^  0, 
vorausgesetzt,  dass  diese  Darstellungsform  nicht  etwa  so  gewählt  ist,  dass 
die  Differentialquotienten  von  «j  nach  den  drei  Veränderlichen  denen  von 
0J2  nach  denselben  proportional  iverden  vermöge  raj  =  02  =  0. 

Die  Redeweise:  eine  Curve  o^  =  Og  =  0  gestattet  die  infinitesi- 
male Transformation  Uf,  sobald  Uco^  =  Uio^  =  0  ist  für  alle  Punkte 
der  Curve,  liegt  auch  hier  ausserordentlich  nahe,  da  wir  ja  das  Kri- 
terium zunächst  als  notwendiges  ableiteten,  indem  wir  in  den  Reihen- 
entwickelungen (5).  nur  die  ersten  Glieder  berücksichtigten.  Deshalb 
sprechen  wir  Satz  11  auch  so  aus: 

Satz  13:  Eine  Curve  gestattet  die  von  der  infinitesimalen  Transfor- 
mation TJf  erzeugte  eingliedrige  Gruppe  des  Raumes,  sobald  sie  diese 
infinitesimale  Transformation   TJf  zulässt. 

§  5.     Einige  geometrische  Beispiele. 

Im  Anschluss  an  die  auseinandergesetzten  Theorien  wollen  wir 
beispielsweise  alle  Curven  und  Flächen  bestimmen,  welche  die  von 
einer  infinitesimalen  projective^i  Transformation  erzeugte  eingliedrige 
Gruppe  gestatten.  Unter  einer  projectiven  Transformation  des  Raumes 
versteht  man  eine  solche,  welche  jeden  Punkt  des  Raumes  in  einen 
Punkt  und  alle  Punkte  einer  beliebigen  Ebene  des  Raumes  wieder  in 
die  Punkte  einer  Ebene,  also  auch  alle  Punkte  einer  Geraden  —  als 
der  Schnittlinie  zweier  Ebenen  —  wieder  in  die  Punkte  einer  Geraden 
überführt.  Man  kann  zeigen  —  worauf  wir  jedoch  hier  nicht  ein- 
gehen —  dass  es  unter  diesen  projectiven  Transformationen  auch 
solche  giebt,  welche  vier  ein  Tetraeder  bildende  Punkte  in  Ruhe  lassen. 
Wir  wählen  einen  dieser  Punkte  zum  Anfang  und  die  drei  anderen 
als  die  unendlich  fernen  Punkte  der  drei  Axen.  Man  findet  dann, 
dass  das  Symbol  einer  derartigen  infinitesimalen  projectiven  Trans- 
formation die  Form  annimmt: 

vf^^-H  +  ßy^  +  r^'^. 

wie    wir    ohne    nähere    Begründung    bemerken.     (Vgl.    die    verwandte 
Betrachtung  in  §  4  des  4.  Kap.) 

Wir  wollen  also  die  bei  dieser  infinitesimalen  Transformation  Uf 
oder,  was  nach  Satz  10  und  13  des  vorigen  Paragraphen  dasselbe  ist, 
die  bei  der  eingliedrigen  Gruppe  Uf  invarianten  Curven  und  Flächen 
aufsuchen. 
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Die    endlichen   Gleichungen    unserer  Gruppe    ergeben    sich    durch 
Integration  des  simultanen  Systems 

^  =  ^  =  -^i  =  dt 
«a;,         ßy^         yz, 

in  der  Form 

Xi  =  xe"',     yi  =  ye^',     0^  =  ze^'. 

Daher  ergeben  sich  die  Bahncurven  durch  Elimination  von  t  aus:        Hahncurreu 

'-'  e    ini.  proj. 

j,  ,  Trf.  dei 

X  =  XqB"*,       y  =  t/o^   >       ^  =  ^0^^  Raomtrs. 

in  der  Form: 

1  1  1 


oder  in  der  Form: 


(.^r=(.jr=G7) 


X"  =  Ay^  =  Bz'' 
und  sind  im  allgemeinen  transcendente  Curven.    Bei  besonderer  Wahl 
der   im   Symbol   Uf  auftretenden  Constanten   a,  ß,  y   sind   sie  jedoch 
algebraisch,    so    für    a=l,    ß  =  2,    y  =  S    die    Raumcurven    dritter 
Ordnung : 

y  =  Const.  x^,    z  =  Const.  x\ 

Um  sich  eine  Vorstellung  vom  Verlauf  der  Bahncurven  unserer  ein- 
gliedrigen Gruppe  Uf  zu  machen,  erweist  sich  folgende  Bemerkung 
als  nützlich.     Die  Gleichung 

ccx"  -\-  ßy'  -\-  yz'^  =  Const. 

stellt  oc^  einander  ähnliche  und  ähnlich  gelegene  Flächen  zweiten 
Grades  mit  gemeinsamem  Mittelpunkt  dar,  deren  Axen  die  Coordi- 
natenaxen  sind.  Die  Grössen  ax,  ßy,  yz  sind  proportional  den  Rich- 
tungscosinus der  Normalen  der  durch  den  Punkt  {x,  y,  z)  gehenden 
Fläche  aus  dieser  Schar.  Mithin  sind  die  oo^  Curven,  welche  alle 
jene  co^  Flächen  senkrecht  treffen,   die  Integralcurven   des  simultanen 

Systemes 

dx        dy         dz 
ax''  ßy  ~~  Y-' 

also  die  Bahncurven  unserer  Gruppe*). 


*)  Allgemeine  Untersuchungen  über  gewundene  Curven  und  Flächen,  welche 
unendlich  viele  vertauschbare  projective  Transformationen  gestatten,  wurden  zu- 
erst angestellt  von  Klein  und  Lie  in  den  Comptes  rendus  1870  sowie  im  dritten 
Bande  der  Mathematischen  Annalen.  Sodann  gab  Lie  die  Bestimmung  aller 
Flächen,  welche  eine  continuierliche  projective  Gruppe  gestatten.  —  Die  im 
Text  gegebene  einfache  geometrische  Definition  aller  gewundenen  Curven,  die 
eine  allgemeine  infinitesimale  projective  Transformation  gestatten,  rührt  von 
"i  lief  fers  Iht. 
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Ausser  den  Bahncurven  könnte  es  noch  invariante  Curven  geben, 
die  aus  lauter  invarianten  Punkten  bestehen.     Aber  da  wegen 

für  diese  Punkte  die  Bedingungen 

ax  =*=  ßy  =  yz  =  0 

bestehen,  so  ist  klar,  dass  es  im  Endlichen  nur  einen  invarianten 
Punkt,  nämlich  den  Anfang,  giebt,  sobald  a,  ß,  y  alle  drei  verschieden 
von  Null  sind.  Ist  nur  eine  dieser  Constanten  gleich  Null,  etwa  y, 
so  bleiben  alle  Punkte  der  ^-Axe  einzeln  in  Ruhe.  Die  z-kxe  ist 
dann  die  einzige  invariante  Curve  der  gesuchten  Art.  Sind  zwei  Con- 
stanten gleich  Null,  etwa  ß  und  y,  so  bleiben  alle  Punkte  der  (yz)- 
Ebene  in  Ruhe.  Jede  in  dieser  Ebene  gezogene  Curve  ist  dann  in- 
variant. 
Bei  einer  "yyjj.   fragen   nun   nach   den   bei   unserer   eingliedrigen  projectiven 

inf.  proj.  Ö 

Trf.  in-    Gruppe   üf    invarianten  Flächen. 

]hn"chun.  Zunächst  giebt  es  eine  aus  lauter  invarianten  Punkten  bestehende 

Fläche  nach   unseren   letzten  Bemerkungen   nur  dann,   wenn  zwei  der 

Constanten   a,   ß,   y,   etwa  ß   und  y,   verschwinden.     Es    ist  dann   die 

Ebene  x  =  0. 

Um   sonstige  invariante  Flächen  zu   construieren,  haben  wir  oo' 

Bahncurven   zu  einer  Fläche  zusammenzufassen.     Nun  lassen  sich  die 

Gleichungen  einer  Bahncurve  so  schreiben: 

A  L 

y  =  ax" ,    z  =  hx" , 

sobald,  wie  wir  annehmen  dürfen,  a^O  ist.  Hier  sind  — ,  ~  durch 
die  infinitesimale  Transformation  Uf  gegebene  bestimmte  Zahlen,  a 
und  h  dagegen  können  beliebig  angenommen  werden.  Man  erhält  ms- 
besondere  oo^  Bahncurven,  wenn  man  zwischen  a  und  h  eine  Relation 

festsetzt: 

h  =  q>(a). 

Alsdann  erfüllen  diese  c»^  Curven  die  Fläche: 

zx    "  =  (p{y-x    ") 
oder: 

z  =  X"  ■il){i)"-xrP). 

Dies  ist  also  die  allgemeine  Gleichung  einer  bei  allen  Transformationen 
der   vorgelegten   eingliedrigen   projectiven   Gruppe   invarianten   Fläche. 
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Wir  wollen  einige  flächentheoretisclie  Bemerkungen  in  betreu"  der 
Haupttmujentencurven  dieser  Fläcliengaünny  anknüpfen.  Leser,  welche 
mit  der  Flächentheorie  noch  keine  nähere  Bekanntschaft  iremacht 
haben,  können  ohne  Beeinträchtigung  des  Späteren  den  Rest  dieses 
Kapitels  überschlagen.  Bekanntlich  hat  eine  Haupttangentenrichtung 
in  einem  Flächenpunkt  die  Eigenschaft,  dass,  wenn  der  Punkt  sich 
längs  derselben  bewegt,  seine  Tangentialebene  um  diese  Richtung  .sich 
dreht.  Jede  Transformation  unserer  Gruppe  Uf  hat  nun  die  Eigen- 
tümlichkeit,   Geraden    in    Geraden,    Ebenen    in'  Ebenen    überzuführen. 

Da  sie  die  Fläche 

r 

in  sich  überführt,  so  ergiebt  sich,  dass  sie  jede  Tangentialebene  der 
Fläche  wieder  in  eine  Tangentialebene  verwandelt,  ^Vegen  der  obigen 
(rein  projectiven)  Definition  der  Haupttangentenrichtungen  muss  die 
Transformation  auch  jede  Haupttangentencurve  der  Fläche  wieder  in 
eine  Haupttangentencurve  derselben  überführen.  Es  giebt  somit  eine 
bekannte  infinitesimale  Transformation  üf,  welche  die  oo^  Haupt- 
tangentencurven  der  Fläche  unter  sich  vertauscht. 

Wir  können  x  und  y  als  Parameter  auf  der  Fläche 

g  =  a;"  ip(y"  •X~''^) 

betrachten  und  also  die  Differentialgleichung  der  Haupttangenteucurveu 
in  X,  y  allein  schreiben.     Sie  ist  in  dx  und  dy  quadratisch  und  es  sei 

Xdy  ~  Ydx  =  0 

einer  ihrer  beiden  linearen  Factoren.  X,  Y  sind  hierin  bekannte  Func- 
tionen von  X  und  y.  Da  die  zu  Xdy  —  Ydx  =  0  gehörige  Schar 
von  Haupttangentencurven  unsere  projective  Transformation  Vf  ge- 
stattet, so  folgt,  dass  die  Differentialgleichung: 

Xdy  -  Ydx  =  0, 

die  ja  auch  die  der  Projection  jener  Haupttangentencurven  auf  die 
Ebene  ^  =  0  ist,  die  infinitesimale  Transformation: 

/iilässt  und  daher  den  Integrabilitätsfactor: 

1 

ß  Xy  —  a  l'x 

l)esitzt  (vgl.  Theorem  8,  §  1  des  »>.  Kap.). 

Lio,  Difforuutiulgk'ichuugoii.  17 
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3Ian  T^ann  also  die  Haupttangentmicurven  der  Flächen  von  der  Form 

y 

durch  Quadratur  bestimmen. 

Bei  der   praktischen   Ausrechnung   wird   es   bequemer  sein,   so  zu 
verfahren: 

Zunächst  wollen  wir  —  mit  d  bezeichnen,  also  die  Haupttangen- 
tencurven  der  Fläche 

bestimmen.     Bekanntlich    lautet   die   Differentialgleichung  der  Haupt- 
tangentencurven : 

rdx^  -f-  2sdxdy  +  tdif  =  0, 
wo 

r  =  |^,  =  d(d  -  \)x^-^^l)  —  ß{2d-ß-\)x^-^-hfxp'-^ß''x^-^^-Uf''xi,", 


t  =  ~  =  a(a-  l)a;''--^  y"-^  i^'  +  a^x'^-^f'  y^a-s  ^'^ 


ist.  Jeder  der  beiden  linearen  Factoren,  in  welche  die  Differential- 
gleichung zerfällt,  stellt  gleich  Null  gesetzt  eine  der  beiden  Scharen 
von  Haupttangentencurven  oder  ihre  Projectionen  auf  die  (xy)-l&hene 
dar  und  gestattet  die  infinitesimale  Transformation: 

Es  ist  nun  bequem,  die  Integration  durch  Einführung  canonischer 
Veränderlicher  nach  §  5  des  6.  Kapitels  zu  leisten.  Es  lassen  sich 
nämlich  sehr  leicht  canonische  Veränderliche  angeben,  z.  B.  diese: 

TC  =  x-f^y\    ^-^^, 
denn  es  ist  dann: 

In  den  neuen   Veränderlichen  j,  i)  wird: 

i 
X  =  e"",    y  =  1"  ei""» 
und  also: 

r  =  \d{d  -  \)i>  -  ß{2d  —  ß-  l)i^'-{-  ß'fip"}(^''^-^^\ 
s  =  {a{ö  —  ß)ixi.'  —  «ßfip"]  ■  {""  e^aö-a-ii)tt^ 
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t=  {a{a  —  \)ii'  +  f^-fi-''\  {~  "  c('"^ ---*>", 
dx  =  ae""  (h), 

1    1-1  -1 

^y  =  V?"        ^"'"  fix -\-  ßr  e^"f^9, 

sodass   die   Differentialgleichung    der  Haupttangentencurven   die   Form 
annimmt: 

Ädf  4-  2Bdi  d^  +  Cdt)-  =  0, 
wo: 

C=a  (aö((J  —  l)tp  +  ^(a  —  /3;jj^'j 
ist.     Man  bemerke,  dass  A,  B,  C  frei  von  Ij  sind,  denn  auch 

^(a;-.*r)  =  ^(E) 
enthält  nur  j.     Die  beiden  linearen  Factoren: 


,      .    (B     .    VB*  -  AC\    , 


in  welche  die  Differentialgleichung  zerfällt,  ist  also  frei  von  l).  Dies 
hätten  wir  nach  Satz  9  des  §  5,  6.  Kapitel  voraussehen  können.  Die 
Haupttangentencurven  oder  ihre  Projectionen  auf  die  Ebene  ^  =  0 
haben  also,  geschrieben  in  j,  t),  die  Gleichungen: 


^    ,    1  B  +  YB*  -  AC  j  ^       . 

t)  -\-J      -      ^ dl  =  Const. 

Setzen  wir  hierin  nach  ausgeführter  Quadratur  wieder 


.--^„a        V,  _  Jg^ 


ein,  so  erhalten  wir  die  Gleichungen  geschrieben  in  den  rechtwinkligen 
Coordinaten  x,  y. 

Wir  haben  im  Vorstehenden  eine  eingliedrige  Gruppe  betrachtet, 
welche  von  einer  infinitesimalen  projectiven  Transformation  erzeugt 
war.  Dabei  hatten  wir  vorausgesetzt,  dass  diese  infinitesimale  Trans- 
formation vier  ein  Tetraeder  bildende  Punkte  invariant  lasse.  Es  giebt 
aber  auch  projective  Transformationen  (Transformationen  also,  welche 
Ebenen  in  Ebenen  überführen),  bei  denen  es  keine  vier  invarianten 
Punkte  giebt,  die  ein  Tetraeder  bilden.  Hierher  gehört  z.  B.  di»»  m- 
fniitesimale  Schraiibung  längs  der  ^-Axe: 


17 


üf^^  —  y  ■.     -\-  X        4"  m 
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Offenbar  führt  dieselbe  jede  Ebene  wieder  in  eine  Ebene  über.  Wir 
fanden  im  1.  Beispiel  zu  Theorem  19  (in  §  3),  dass  bei  der  von  Uf 
sc^'''»"'^«»- erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  alle  ScJiraithetiflächen  von  gewisser  con- 
stanter  Steigung  invariant  bleiben,  alle  Flächen  also,  welche  durch 
Verschraubuug  einer  beliebigen  starr  gedachten  Curve  längs  der  ^-Axe 
entstehen.  Da  die  Schraubungen  projectiv  sind,  so  gilt  für  die  Haupt- 
tangentencurveu  dieser  Flächen  dasselbe  Raisonnement,  wie  früher  für 
die  Flächen  z  =  x^tI){x-^  ■  y"),  d.  h.: 

Die  Ilaupttangentencurven  einer  Schraithenfläche  lassen  sich  durch 
Quadraturen  bestimmen. 

Dies  lässt  sich  auch  so  einsehen:  Die  Schraubungen  längs  der 
z-Axe  sind  sogenanüte  Bewegungen  des  Raumes,  d.  h.  bei  ihnen  be- 
wegen sich  alle  Punkte  so,  als  ob  sie  starr  mit  einander  verbunden 
wären.  (Vgl.  §  4  des  1.  Kapitels.)  Wenn  eine  Fläche  bei  diesen 
Schraubungen  invariant  bleibt,  so  gestattet  sie  eine  Bewegung  in  sich 
und  bei  einer  solchen  müssen  natürlich  die  Haupttangentencurven  unter 
einander  vertauscht  werden.  Dasselbe  gilt  aber  offenbar  auch  von  den 
Krümmüngslinien  und  den  Minimalcurven  der  Schraubenfläche.  Also 
gestatten  die  Differentialgleichungen  dieser  drei  Curvenscharen,  wenn 
sie  in  x  und  y  allein  geschrieben  werden,  die  infinitesimale  Trans- 
formation 

Vf=-ylf^xl^- 

Ihre  Integration  verlangt  demnach  nur  Quadraturen. 

Die  Haupttangentencurven ,  Krümmungslinien  und  Minimalcurven 
einer  Schratihenßäche  lassen  sich  durch  Quadraturen  bestimmen. 

Wir  erinnern,  um  eine  ähnliche  geometrische  Anwendung  zu  geben. 

Infinit,    an  die  im  4.  Beispiel  zu  Theorem  18  (in  §  3)  betrachtete  infinitesimale 

foiinatiou.  Ahnhch/ceitstransformation  in  weiteretn  Smne  oder  Spiraltransformation: 

Uf=  (y+^x)§^  +  i-x-j-  xy)  l^  +  xz  l[. 

Man  kann  sie  in  der  Weise  herstellen,  dass  man  eine  unendlich  kleine 
Rotation  um  die  ^;-Axe  und  gleichzeitig  (oder  darauf,  was  bei  unend- 
lich kleinen  Änderungen  gleichgültig  ist)  eine  unendlich  kleine  Ähn- 
lichkeitstransformation  (ähnliche  Vergrösserung  oder  Verkleinerung) 
vom  Anfangspunkte  aus  ausführt.  Die  Flächen,  welche  bei  der  Spiral- 
fl&ciien.    Transformation  f// invariant  bleiben,  nennen  vi'w  Spiralflächen  *)  insofern 

*)  In  den  Math.  Ann.  Bd.  5  bemerkt  Lie  gelegentlich,  dass  auf  Flächen, 
die  eine  infinitesimale  projective  Transformation  gestatten,  welche  den  imaginären 
Kugelkreis  in  Ruhe  lässt,  sich  die  Krümmungslinien  sowie  die  Haupttangenten- 
curven bestimmen  lassen.  Gleichzeitig  führte  er  die  Bestimmung  ihrer  geodätischen 
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als  sie  von  oo^  Bahncurven  der  eingliedrigen  Gruppe  Uf,  die  doppelt- 
gekrümmte Spiralen  sind  (vgl.  das  citierte  Beispiel),  erzeugt  werden. 
Natürlich  führt  die  infinitesimale  Transformation  Uf,  als  Verbinduno" 
einer  infinitesimalen  Rotation  und  infinitesimalen  Ähnlichkeitstrans- 
formation, jede  Haupttangentencurve,  Krümmungslinie  und  Minimal- 
curve  der  Fläche  wieder  in  eine  Curve  derselben  Art  über.  Wenn 
also  die  DiflFerentialgleichungen  dieser  Curvenscharen  nur  in  x,  y  ge- 
schrieben werden,  so  gestatten  sie  die  infinitesimale  Transformation, 
die  aus   üf  durch  Fortlassung  der  Glieder  in  -^  hervorgeht: 

und  sind  also  nach  Theorem  8  des  §  1,  6.  Kapitel,  durch  Quadraturen 
integrierbar: 

Die   Haupttangmtencurvm ,    Krümmiingslinien    und  Mininialcurvm 
einer  SpiraJfläche  lassen  sich  durch  Quadraturen  bestimmen. 


Kapitel    13. 

Erweiterte  Gruppe  vou  Puukttraiisforuiatioueu  der  Ebeue.   Eud^äiltige 

Erledigang    der    Probleme,    betreffeud    die    Differeutialgleioliuugeu 

erster  Ordnung,  welche  eine  infinitesimale  Pnnkttransformation 

zulassen. 

Wir  erinnern  an  die  zu  Beginn  des  11.  Kapitels  gemachte  Be- 
merkung: Damals  hoben  wir  hervor,  dass  die  in  der  zweiten  Ab- 
teilung entwickelte  Theorie  der  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 
in  zwei  Variabein  x,  y,  welche  eine  infinitesimale  Transformation  ge- 
statten, noch  nicht  zu  einem  völlig  befriedigenden  Abschluss  gebracht 
I  wurde,  dieser  vielmehr  zunächst  noch  die  Betrachtung  vou  eingliedrigen 
Gruppen  in  drei  Veränderlichen  erfordere.  Nunmehr  werden  wir  bald 
erkennen,  inwiefern  solche  Gruppen  in  drei  Veränderlichen  mit  der 
Theorie  der  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  in  zwei  Veränder- 
lichen   zusammenhängen.      Wir    werden    nämlich    die    drei    Variabein 

Curven  auf  die  Integration  einer  gew.  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zurück. 

Die    Bezeichnung    Spiral /lache    fülirte    er    gelegentlich     im    norwegischen    Archiv 

1878  ein.     Die  auf  Spiraltiiichen  abwickelbaren  Flüchen  betrachtete  zuerst  Levy; 

Darboux  zeigte,  dass  diejenige  Differentialgleichung  erster  Ordnung,  welche 
j  nach  Lie'a  Untersuchungen  die  geodätischen  Curven  einer  auf  eine  Spiralflilche 
!j    »bwickelbaren  Fläche  liofert,  Eiccati'sche  Form  erhalt-n  kann. 


I 
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nicht  wie  bisher  als  Punktcoordinaten  im  Räume  deuten,  sondern  von 
einer  eigentümlichen  und  sehr  fruchtbaren  Interpretation  derselben  als 
Coordinaten  eines  sogenannten  Linienelementes  in  der  Ebene  Gebrauch 
machen.    Unser  Nächstes  ist  daher,  diese  Deutung  auseinander  zu  setzen. 

§  1.     Erweiterung  einer  Punkttransformation  der  Ebene. 

Sei 

(1)  a-i  =  (fix,  y),     iji  =  ilix,  y)  / 

eine  vorgelegte  Transformation  der  Punkte  {x,  y)  der  Ebene  in  die 
Punkte  {x^,  y^  derselben,  indem  wir  unter  x,  y  rechtwinklige  Punkt- 
coordinaten in  der  Ebene  verstehen. 

Führen   wir  diese  Transformation  (1)   auf  irgend  eine  vorgelegte 

Curve  c: 

(2)  y  -  F{x)  =  0 

aus,  so  geht  diese  Curve  c  in  eine  in  Xi,  y^  geschriebene  Curve  c^x 

(3)  y,  -  F,{x,)  ==  0 

über.  Durch  die  Gleichung  (2)  aber  wird  jedem  Punkte  {x,  y)  der 
ersten  Curve  c  eine  tangentiale  Fortschreitungsrichtung  zugeordnet, 
deren  Neigung 

ist.  Auch  dem  Punkte  (a;i,t/i),  in  welchen  dieser  Punkt  (x,  y)  der 
ersten  Curve  c  bei  der  Tranformation  (1)  übergeht,  gehört  als  Punkt 
der  transformierten  Curve  c^  eine  gewisse  tangentiale  Fortschreitungs- 
richtung zu: 

Es  ist  nun  zu  bemerken,  dass  sich  diese  durch  x,  y  und  die  Neigung 
y    im  ursprünglichen  Punkte  (x,  y)  allein  ausdrücken  lässt. 
Es  ist  nämlich  nach  (1): 

^^^  d  ■  A-  ~  di        ^^  4-  ^  m' 
, (j^i  </i/>(x,  y)  _^  dx  cy        ^^  dx        dy 

('*)  y^   -  dx,  -  rfqp(.r,  y)        1^  ^^        djp  1^  -f  I?  y  ' 

dx  dy     ^       dx        dy  " 

Man  kann  hiernach  y^  berechnen,  sobald  die  Transformation  (1)  vor- 
gelegt ist  und  die  Werte  von  x,  y,  y  gegeben  sind,  ohne  dabei  die 
Gleichung  (2)  der  ursprünglichen  Curve  c  zu  benutzen. 

Denken  wir  uns  also  eine  zweite  Curve  c  gegeben,  welche  die 
erste  c  in  dem  betrachteten  Punkte  {x,  y)  berührt,  so  hat  sie  in  diesem 
Punkte   dasselbe  y'.     Durch  (4)  ergiebt  sich   daher   für  die  Curve  t/, 
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in  welche  c  durch  die  Transformation  übergefülirt  wird,  in  dem  Punkte 
(^i>  ^i);  d®'*  d^n  beiden  Curven  c^  und  c/  angehört,  genau  dieselbe 
tangentiale  Fortschreitungsrichtung  y/  wie  für  die  erste  transformierte 
Curve  c'i,  d.  h.  auch  die  transformierten  Curven  q  und  c/  berühren 
sich  daselbst  (Fig.  23). 

Urne  Fimldtransformation  (1)  führt  also  Curven,  die  sich  berühren, 
in  ebensolche  über. 

Diese  Thatsache  wird  dem  Leser  schon  bekannt  sein,  wenn  wir 
auch  früher  nicht  ausdrücklich  darauf  hingewiesen  haben  ( —  wohl 
aber  haben  wir  sie  in  einigen  geo- 
metrischen Beispielen  bereits  stillschwei- 
gend als  bekannt  vorausgesetzt  — ).  Sie 
erscheint  ja  auch  ziemlich  selbstver- 
ständlich. Ihre  analytische  Erklärung 
liegt  in  der  Formel  (4),  welche  die 
nicht  sofort  als  ganz  selbstverständlich 
erscheinende  Thatsache  ausdrückt ,  das 
die  transformierte  Richtung  ?//  nur  von  p.    ^^ 

Xy  y  und  y    und    natürlich    der  Trans- 
formation (1)  selbst,  nicht  aber  von  der  angenommenen  Curve  abhängt. 

Wir  werden  dies  Ergebnis  deshalb  ganz  von  der  Annahme  einer 
Curve  ablösen  und  bedürfen  dazu  eines  naheliegenden  geometrischen 
Bildes:  Wir  wollen  den  Inbegriff  eines  Fmiktes  {x,  y)  und  einer  hin- 
durchgehenden Bichtung,  deren  Winkel  mit  der  x-Axe  die  trigonometrische 
Tangente  y  habe,  ein  Linienelement  nennen  und  x,  y,  y  als  die  Bestim- 
mungsstücke oder  Coordinaten  desselben  bezeichnen. 

Unter  y    haben   wir   uns   also    tiicld  nottvendig  einen  Difierential- 

quotienten  -^     vorzustellsn,    sondern    nur    eine   Zahl    zur    Bestimmung 

^  dx  '  » 

einer  Richtung.  Z.  B.  x  =  y  =  y  =  0  stellt  den  Inbegritf  des  An- 
fangspunktes und  der  durch  ihn  gehenden  Richtung  längs  der  x-\\e 
dar,  X  =  0,  y  '^  1,  y  =  1  den  Inbegriff  des  Punktes  y  =  i  der  f/-Axe 
imd  der  hindurchgehenden  zur  a;-Axe  um  einen  halben  rechton  Winkel 
geneigten  Richtung  u.  s.  w. 

Das  Linienelement  (a;,  y,  y')  ist,  so  können  wir  auch  sagen,  der 
Inbegriff"  des  Punktes  (x,  y)  und  der  hindurchgehenden  Richtung  längs 
der  Geraden,  welche  die  Gleichung  hat: 

9  -  y  —  y'  (?  -  ^''>  =  ^\ 

wo  j,  l)  die  laufenden  Coordinaten  bedeuten  sollen. 

Nunmehr   köinien   wir  unsere  frühere  Betrachtung   so  zusaminen- 


clcmtut. 
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fassen:  Uei  einer  vorgelegten  PunMtransformation  (1)  der  Ebene  tverdoi 
auch  die  oo^  Linienelemente  {x,  y,  y)  derselben  in  einer  ganz  bestimmten 
Weise  transformiert,  nämlich  durch  die  drei  Gleichungen: 


(5) 


Xi  =  <p{a;,  y),     y^  =  i>{x,  y\     y^ 


ex        cy 


Erweiterte  \yjj.    nennen    diese  Transformation    der   Liuienelemente    die   enceitertc 

L'unkttrane- 

formation.  PimMransformation  (1). 

Will   mau  bei   vorgelegter  Transformation  (1)   den  Wert  von  ?// 
bilden,  so  hat  man  also  zu  berechnen: 


(6) 


,  dx 

dx 


indem  man  hierbei  während  der  Differentiationen  von  x^  und  y^  nach 
X  die  Veränderliche  y  als  Function  von  x  auffasst,  also     "    =  y   setzt. 

Fassen    wir  nun   alle   oo^   Linienelemente   einer  Curve   y  =  ¥{x\ 
ins  Auge.     Sie  werden  dargestellt  durch  die  beiden  Gleichungen 

y  =  F{x),    y=^F'{x). 

Die    vermöge   (5)   transformierten  Linienelemente   {x^,  y^,  y^)    werden 
gegeben  durch : 


x^  =  (p{x,  F{x)),    y^  =  ^{x,  F{x)),    y^  = 


'r^  +  i^F-ix) 
vx       oy 

^  4-  K^  F'  (x) 

\-cx       oy  . 


y  =  /••(•<■) 

Die  beiden  ersten  Gleichungen,  welche  x^  und  y^  durch  eine  Variabele  x 
ausdrücken,  stellen  die  Curve  dar,  in  welche  die  vorgelegte  Curve  bei 
der  Transformation  übergeht.  Der  Punktort  der  transformierten  Linien- 
elemente ist  also  der  transformierte  Punktort  der  ursprünglichen  Linien- 
elemente. Die  Richtungen  y/  der  neuen  Linienelemente  werden  ge- 
geben durch 


//i 


'gt/>(x,  y)       dipjx,  y)    , 

dx      '^      dy      y 

dcp(x,y)        dtpjx,  y)    , 

L     dx       "^       dy       •' 


y  =  V(x) 
y=y(x) 


Aber  diese  Gleichung  giebt  die  Tangentialrichtung  der  Curve 

•*'i  =  <p(^,  F),     y/,  =  il-{x,  F). 
Somit  folgt: 


H 
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Satz  1:    Die  Linienelemente  einet-  Curie  y  =  F{x)  verivamkln  sich 
bei  einer  enveitei'ten  Punkttransformation 

^1  =  <p(^,  y)>   yi  =  ti^'y  y),   Vi  =  ^^ — -g— - 

"  ^  -  +  >.—  y' 

ex  '  cy 

in  die  Linienelemente  der  Cnrve,  in  tvelche  y  =  F{x)  vermöge  der  Funld- 
transformation 

x^  =  (p(x,y),     y^  =  i'{x,y) 
übergeführt  ivird. 


1.  Beispiel: 


wird: 


Bei  der  Translation  längs  der  a;-Axe 

x^  =  X  -\-  a,    yi  =  y 


Beiipiele. 


dj/i 

,  dx 

^1    ^  dx, 
dx 


=  V 


Die  erweiterte  Transformation  lautet  also 
A'i  =x  +  a,     y^  =  y, 

üas  Linienelement  (x,  y,  y)  wird  dem- 
nach durch  diese  Transformation  pa- 
rallel mit  sich  verschoben,  was  geo- 
metrisch einleuchtet  (Fig.  24). 

2.  Beispiel:  Bei  der  Rotation: 
Xi  =  X  cos  a  —  y  sin  a, 

y^  ^  X  sin  a  -{-  y  cos  a 

wird 

dyi 


Fig.  ■24. 


Ul 


dx 
dx^ 
dx 


.sin  <x  -\-  y'  cos  a 
cos  a  —  y   sin  « 


sodass  die  erweiterte  Transformation  lautet; 


x^  =  X  cos  «  —  y  sm  «, 
y,  =  X  sin  cc  -\-  y  cos  «, 

,_    tga-\-y'_ 
•^1  1  —  y'  tg  a 

Man  bemerkt,  dass  hier  y/  ganz  frei  von  x  und  y  ist,  d.  h.  dass  alle 
Ijinienelemonte,  welche  dasselbe  y  haben,  also  einander  parallel  sind, 
durch  die  Rotation  in  ebensolche  übergeführt  werden,  was  auch  geo- 
metrisch einzusehen  ist. 
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3.  Beispiel:    Bei  der  affinen  Transformation 

Xi  =  mx,    yi  =  y 
ergiebt  sich 

,  d  X  y 

dx 
Die  erweiterte  Transformation  ist  also: 

x^  =  mx,     y,=y,     y/ =  f;;  • 

4.  Beispiel:  Bei  der  Ähnlicbkeitstransformation 

x^  =  mx,     7/i  ==  my 
ist 

,  dx    my   , 

'''  dx^  WJ  -^  ' 

dx 
also  die  erweiterte  Transformation: 

x^  =  mx,     y,  =  my,    y^  =  %j . 
ö.  Beispiel:     Die  Transformation: 


xa 


^'^i  =  '^'  +  w-b-r— V »     //i  =  ^  + 


I/o 


1 

4 


l/a;2  +  7/»'     ■^'        -^    '    tV  +  »/ 
verschiebt  alle  Punkte  um  die  constante  Strecke  a  auf  ihren  Radien- 
vectoren.     Hier  ist  - 

^^'  3  1 

'  ^   dx    ^y  yx'  +  j/^   +  ^{-^y  -  .'/)  "  , 
(/.r,  |/j;2  _j_  y-2  3  _  ^^^y,  —  7/)  a 

dx 

Hier  hängt  also  ///  von  y    und  auch  von  x  und  y  ab. 

§  2.     Erweiterung  einer  eingliedrigen  Gruppe  von  Punkttrans- 
formationen  der  Ebene. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  es  sei  eine  eingliedrige  Gruppe  von  Punkt- 
transformationen in  der  Ebene  vorgelegt: 

(7)  Xi  =  (p(x,y,a),     yi  =  ip{x,y,a) 
mit  dem  Parameter  a.     Die  Schar  dieser  oo^   Transformationen    soll 
also  die  Eigentümlichkeit  haben,  dass  zwei  Transformationen  derselben 
nacheinander    ausgeführt,    also   etwa   (7)    mit   bestimmtem   Parameter- 
wert a  und  darauf  die  Transformation 

(8)  a:^  =  «3p(a:i,y,,a,),     ^s  =  ^(^'i;  2/o  «i) 
mit   dem    Parameterwert   a^,    äquivalent   sind   einer   gewissen    einzigen 
von  a  und  a^  abhängigen  Transformation  der  Schar: 
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(9)  x.^  =  (p{x,y,h),     y.  =  ri;{x,y,'b), 

wo  also  h  eine  gewisse  Function  von  a  und  a^  bedeutet: 

h  =  X{a,  a^. 

Wir  können  alsdann  jede  dieser  oc^  Punkttransformationen  in 
der  im  vorigen  Paragraphen  auseinandergesetzten  Weise  erweitern. 
Jede  liefert  dann  eine  Transformation  der  Linienelemente  {x,  y,  y) 
der  Ebene.  Es  liegt  die  Vermutung  sehr  nahe,  dass  diese  oo^  ericei- 
terten Transformationm  ebenfalls  eine  eingliedrige  Gruppe,  und  zwar  in 
den  drei  Veränderlichen  x,  y,  y\  bilden. 

Zum   Beweise   dieser  Vermutung  erweitern   wir   die   beiden   nach-  ?7"''!;!°;, 

c  eigeuBCbaft 

einander  auszuführenden  Punkttransformationen  (7)  und  (8j.    Dies  giebt:  '^^^g^^X 

(0      x,=<p(^x,y,a^,    y,  =  ^(x,y,a),     >Ji  =  ,i,,^=  j^y-^^ 
und 

(8 )  X,  =  ^{x„y,,  a,),  y,  =  iix„y„a,),  y,  =  ^^  =  ^^-^^i-|i-^^ 

Die  Differentiationen  sind  hier  natürlich  so  zu  verstehen,  dass  nach 
der  Bildung  der  Differentiale  ;,—  =  y  und  , --  =  y^'  zu  setzen  ist. 
Die  Gleichungen  (7),  (8)  und  (9)  geben  nun: 

dy^  ^^  d^{x^,  t/t,  Ol)  ^^  d^ijx,  y,  h) 
dx.        d(f{Xi,  ?/i ,  aj        d(p{x,  y,b)' 

d.  h.   eliminiert  mau   aus   (7')  und  (8')   die  Zwischenwerte  Xi,  y^  und 

~  =  w,',  so  kommt: 
dx^        '^^ ' 

/r\'\  /  i\  i\  •        dxbix,  y,  b) 

(9)  x^  =  <p{x,y,h),     y,  =  tl;{x,y,h),     y.^  =  ^^^^-^y 

Also  ist  die  Aufeinanderfolge  der  erweiterten  Transformationen  (7')  und 
(8')  äquivalent  der  Erweiterung  (0')  von  (9),  mit  anderen  Worten: 
Die  erweiterten  Transformationen  der  vorgelegten  Gruppe  bilden 
wiederum  eine  Gruppe. 

Bezeichnen  wir  die  Transformation  unserer  vorgelegten  Gruppe, 
welche  dem  Parameterwert  a  zugehört,  mit  T„,  die  erweiterte  Trans- 
formation mit  Tä,  so  haben  wir  also  bewiesen,  dass  aus 

TT    T 

folgt: 

in  Worten:  Ist  die  Aufeinanderfolge  zweier  Transformationen  Ta  »nd  T!,, 
der  ursprünglichen  Gruppe  äquivalent  der  Transformation  T(a,<i,)  der- 
selben, so  ist  die  Aufeinanderfolge  der  beiden  aus  Ta  und  T„,  erweiterten 
Transformationen  Tä  und  T„'  äquivalent  der  aus  T(„  „,i  t-rweiterten 
Transformation   T(a  ai)- 
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Es  möge  insbesondere  a  der  Parameter  der  zu  T„  inversen  Trans- 
formation Ta  der  gegebenen  Gruppe  sein.  Ihre  Reihenfolge  TaTa 
liefert  die.  identische  Transformation 

^1  =  ^,    yi  =  y- 
Erweitert  man  diese,  so  kommt: 

, d  J/,  dy  , 

d.  h.  die  identische  Transformation  in  x,  y,  y' : 

^1  =  ^,   ^1  =  y,   yi  —  y- 

Demnach  ergiebt  sich,  dass  die  Aufeinanderfolge  TaTd  der  aus  T«  und 
der  dazu  inversen  T^  erweiterten  Transformationen  der  identischen 
Transformation  in  a;,  y^  y  äquivalent,  d.  h.  dass  Tä'  zu  Ta  invers  ist. 
Theorem  20:  Ertveitert  man  eine  eingliedrige  Gruppe  der 
Ebene  mit  paar  weis  inversen  Transformationen: 

^1  =  9(*";  y, «);   3/i  =  ^(^;  y> «) 

durch  Berücksichtigung  der  Transformationen  des  Differential- 
quotienten y  =  -j^-,  so  bilden  die  eriveiterten  Transformationen 

wieder  eine  eingliedrige  Gruppe  mit  paarweis  inversen  Trans- 
formationen im  Gebiet  der  drei  Veränderlichen  x,  y,  y.  Giebt 
die  Reihenfolge  ziveier  Transformationen  der  ursprünglichen 
Gruppe,  tvelche  den  Parametertverten  a,  «^  entsprechen,  eine 
Transformation  mit  dem  Parameterwert  b  ==  X(a,  aj,  so  gilt 
dasselbe  von  den  entsprechenden  Transformationen  der  erivei- 
terten Gruppe. 

Unser  Theorem  kann  in  mehr  geometrischer  Einkleidung  auch  so 
ausgesprochen  werden: 

Satz  2:  Werden  die  Punkte  (x,  y)  der  Ebene  durch  eine  eingliedrige 
Gruppe  transformiert,  so  werden  gleichzeitig  die  Linienelemente  {x,  y,  y  \ 
der  Ebene  durch  eine  eingliedrige  Gruppe,  die  sogenannte  erivciterte 
Gruppe,  transformiert. 

Wir  wollen  die  obige  Beweisführung  noch  anschaulich  geometrisch, 

wenn  auch  in  nicht  ganz  scharf  formulierter  Weise  wiedergeben: 

tii^h°Jvör-  Eine  Punkttransformation  T„  der  gegebenen  Gruppe  von  oü^  Punkt- 

*iilhnng"  transformationen   der  Ebene   führt  die  Punkte  p  derselben   in  Punkte 

P^  über.    Man  kann  die  zugehörige  Transformation  der  Linienelemente 
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geometrisch  so  herstellen:  Ein  Linienelement,  bestehend  aus  p  und 
einer  beliebig  gewählten  hindurchgehenden  Richtung  g,  wird  durch 
die  erweiterte  Transformation  T,;  in  ein  Linienelement,  bestehend  aus 
1\  und  einer  gewissen  durch  p^  gehenden  Richtung  g,,  transformiert. 
Um  diese  Richtung  g^  zu  construieren,  nehmen  wir  auf  g  einen  dem 
Punkte  p  unendlich  benachbarten  Punkt  q  an.  Er  wird  durch  2\  in 
einen  dem  Punkte  p,  unendlich  benachbarten  Punkt  q,  auf  der  "ge- 
suchten Richtung  g^  übergeführt,  und 
f/j  kann  hiernach  bestimmt  werden.    Sei  j^' 

nun  Ta^  eine  zweite  Transformation  der  / 

gegebenen  Gruppe,  welche  wir  nach  T^  J 

ausführen.     Sie    bringt   p^^    und    q^    in  /'t\ 

neue     einander    unendlich    benachbarte  ,^''^'W 

Lagen  p^,  q^  und  die  zu  T«^  gehörige  ^\ 
erweiterte  Transformation  T«/  führt  dem- 
nach das  Linienelement  {p^,  g^)' in  das 
Linienelement  {P2,g^)  über,  dessen  Rich- 
tung ^2  die  von  p^  nach  q.^  ist.  (Fig.  25.)  ^k-  25. 
Da  nun  TaTa^  =  7(«,«,),  d.  h.  äquivalent  einer  anderen  Transformation 
der  vorgelegten  Gruppe  ist,  so  wird  r(,,,,)  die  Punkte  p,  q  direct 
uach  ij„  ^2  führen.  Die  aus  T^,,,^)  erweiterte  Transformation  T(,,) 
muss  deshalb  notwendig  das  Linienelement  {p,  g)  in  das  Linieu- 
element  {p,,g^)  überführen.  Dies  gilt  für  alle  Linienelemente  (p  q) 
der  Ebene,  und  so  folgt,  dass  mit 

auch 

m  '  rn    '    rp ' 

ist,  was  zu  beweisen  war. 

1.  Beispiel:    Vorgelegt  sei   die   eingliedrige   Gruppe   von  Ähnlich-  ,.,i,.,.„ 
keitstransformationen : 

a'i  =  ax,     y,  =  (ig. 
Die  erweiterten  Transformationen 

a'i  =ax,     ?/,  =  ag,     yl=y' 
bilden  offenbar  ebenfalls  eine  eingliedrige  Gruppe. 

2   Beispiel:  Vorgelegt  sei  die  eingliedrige  Gruppe  von  Rotationen 
»ni  den  Anfangspunkt: 


x^  =  X  cos  a  —  g  sin  a,     g^  =  x  sin  «  -f  y  cos  a. 

leispi 


Die  erweiterten  Transformationen  .sind  hier  (vgl.  2.  Beispiel  di-s  SD: 
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,  ,        sin  o  4-  y  cos  a 

X,  =  X  COS  «  —  y  sin  a,     y,  =  x  ^\n  a  -\-  y  cos  a,    y=      ^-j—. —  • 

1  ^  }     i7i  I    C7  j     ^1         cos  a  —  t/ 81D  a 

Wir    verificieren,    dass    sie    eine   Gruppe    bilden    und    führen    zu    dem 
Zwecke  diese  und  die  Transformation: 

,  /       sin  a.  -f-  2/i'c08  Cj 

X.,  =  x^  cos  «1  —  y,  sin  a^,  y.,  =  x,  sin  cc,  +  «/i  cos  a, ,  y.,  =  ^^^  ^^  _ ^^^^.^  ^^ 

nach  einander    aus.     Eliminieren   wir  x^,  y^,  y^    hieraus   vermöge   der 
drei  ersten  Gleichungen,  so  kommt  zunächst  bekanntlich: 
X2  =  X  cos  (a  +  «,)  —  2/  sin  (a  +  «1)7 
y^  =  X  sin  (a  +  «i)  +  ^  cos  (a  +  aj 
und  überdies: 

,        sin  «1  (cos  cc  —  y  sin  a)  -\-  cos  «i  (sin  0;  -j"  y'cos  a) 

^^         cos  «^(cos  (X  —  y'sin  u)  —  sin  a,  (sin  a  +  y'cos  a) 

sin(a  +  of,)  +  y'co8(a  +  "1) , 

'.  C08(a  +  oTi)  —  2/'sin(a  4"  «1) 

§  3.     Die  infinitesimale  Transformation  der  erweiterten  Gruppe. 

Hat  man  aus  einer  eingliedrigen  Gruppe  von  Transformationen 
der  Punkte  {x,  y)  die  erweiterte  eingliedrige  Gruppe  der  Linien- 
elemente {x,  y,  y)  der  Ebene  construiert,  so  ist  die  letztere  eine 
Gruppe  in  den  drei  Veränderlichen  x,  y,  y.  Wir  stellen  uns  die 
Aufgabe,  alle  Gleichungen  Sl(x,y,y')  =  0  zu  finden,  welche  die  er- 
weiterte Gruppe  gestatten.  Um  diese  Aufgabe  anschaulich  zu  erledigen, 
werden  wir  bis  auf  weiteres  x,  y,  y  nicht  gerade  als  Coordinaten 
eines  Linienelementes,  sondern  als  Cartesische  Coordinaten  eines  Punktes 
im  gewöhnlichen  Räume  auffassen.  Natürlich  bleibt  die  erweiterte 
Gruppe  auch  dann  noch  eine  Gruppe,  und  zwar  wird  sie  zu  einer 
eingliedrigen  Gruppe  von  Punkttransformationen  des  Raumes  {x,  y,  y). 
Diese  Deutung  liefert  zu  jedem  Linieneleraente  {x,  y,  y)  der  (a;?/)-Ebene 
einen  bestimmten  Punkt  {x,  y,  y)  des  Raumes  und  umgekehrt.  Die 
Linienelemente  der  Ebene  sind  also  dadurch  eindeutig  auf  die  Punkte  des 
Raumes  bezogen,  auf  sie  abgebildet*).  Im  Räume  besitzt  nun  die  erweiterte 
Gruppe  —  diese  also  aufgefasst  als  eine  Gruppe  von  Transformationen  der 
Punkte  (x,y,y')  des  Raumes  —  gewisse  invariante  Curven  und  Flächen,  die 
wir  nach  den  früher  gegebenen  Regeln  zu  bestimmen  vermögen.    Diesen 

*)  Diese  Abbildung  der  Linienelemente  der  Ebene  auf  den  Punktraum  be- 
nutzte Lie  in  grosser  Ausdehnung  in  seinen  Untersuchungen  im  norwegischen 
Archiv,  1878  u.  1879,  über  Gruppen  von  Berührungstransformationen.  Dass  man 
es  hierbei  erreichen  kann,  dass  die  Linienelemente  jeder  ebenen  Curve  sich  als 
die  Punkte  einer  Raumcurve  abbilden,  deren  Tangenten  einem  linearen  Linien- 
complexe  angehören,  hatte  er  schon  1874  in  den  Göttinger  Nachrichten  angedeutet. 
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Curveu  und  Flächen  entsi3rechen  vermöge  unserer  Abbildung  gewisse 
aus  Linienelementen  (x,  y,  y)  bestehende  Gebilde  in  der  Ebene,  die 
bei  der  erweiterten  Gruppe  -  diese  jetzt  als  eine  Gruppe  von  Trans- 
formationen der  Linienelemente  aufgefasst  —  invariant  sind. 

Es  eröffnet  sich  hiermit  also  ein  Weg,  die  bei  einer  erweiterten 
Gruppe  vorhandenen  invarianten  Gebilde  von  Linienelementen  vermoore 
uns  schon  bekannter  Regeln  zu  bestimmen.  Dazu  aber  bedürfen  wFr 
wie  bekannt,  der  infinitesimalen  Transformation  der  erweiterten  Gruppe^ 
zunächst  werden  wir  daher  diese  aufsuchen. 

Es  sei 

Berecbnuntf 

Uf^  g(a;,  y)J-  +  r]{x,  y)  |^  dte'^J.er- 

<^^  '^    '^''   dy  teu  Gruppe. 

die  infinitesimale  Transformation  der  vorgelegten  eingliedrigen  Gruppe 
von  Punkttransformationen  der  Ebene.  Bekanntlich  können  wir  dann 
die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe  in  Form  von  Reihenentwicke- 
lungen schreiben  (vgl.  Theorem  4  des  §  3,  3.  Kap.): 

x,==x-irt^-\-J^  U(Ux)  +  . . ., 

yi=y  +  fu-\-~UiUy)-\-.... 

Demnach  kommt: 

\€X       cy  ^  I  ~ 
Nun  lässt  sich  der  reciproke  Wert  der  Potenzreihe  nach  U 

^+^(11  +  ^^')  +  .^,  (••)  +  ••• 

bekanntlich  ebenfalls  in  eine  Potenzreihe  nach  t  entwickeln  und  zwar 
beginnt  sie  mit  den  Gliedern: 

\cx    ^     cy  ^  /    '^ 
Also  ergiebt  sich: 

Gehen  wir  nun  zur  infinitesimalen  Transformation  der  erweiterten 
^ruppe  über,  so  haben  wir  den  Parameter  f  unendlich  klein,  gleich 
Ht,  anzunelimen  und  die  Glieder  zweiter  und  höherer  Ordnung  in  öf 
zu  vernachlässigen.     Daher  folgt  dann: 
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Bei  der  infinitesimalen  Transformation  der  erweiterten  Gruppe  erfahren 
also  X,  y  und  y    die  Incremente: 

8x  =  ldt,     dy=nöt, 

Mithin  hat  diese  infinitesimale  Transformation  das  Symbol: 

^f=^d-x-^'^Ty^\cx+\dyd'x)y        dy'J    )  dy' ^ 
das  wir  gelegentlich  abkürzend  auch  so  schreiben: 

sodass  also  r/  den  Ausdruck  bezeichnen  soll: 

'        dx  ~  \dy        cxl  ^        dy^ 
Satz  3:    Wird  eine  eingliedrige   Gruppe  von  Pmi]dtransfonnationa< 
der  Ebene  {x,  y)  von  der  infinitesimalen  Transformation 

'        ^  ex    ^     '  cy 
erzeugt,  so  wird  die  enveiterte  Gruppe  der  Linienelemente  {x,  y,  y)  von 
der  infinitesimalen  Transformation 

erzeugt,  wo 

ist. 

Man  sieht,  dass  zur  Berechnung  dieser  infinitesimalen  Transfor- 
mation U'f  der  erweiterten  Gruppe  nur  die  Kenntnis  von  |,  tj,  also 
die  Kenntnis  der  infinitesimalen  Transformation  Uf  der  ursprünglichen 
Gruppe  erforderlich  ist.  Wir  können  demnach  auch  sagen,  dass  die 
infinitesimale  Transformation  U'f  der  erweiterten  Gruppe  direct  als  die 
Erweiterung  der  infinitesimalen  Transformation   Uf  aufzufassen  ist. 

Um  sich  die  Form  von  U'f,  insbesondere  also  um  sich  den  Aus- 
druck rj'  zu  merken  und  für  Berechnungen  bequem  zur  Hand  zu 
haben,  ist  die  Bemerkung  von  Nutzen,  dass  rj'  in  der  Form  geschrieben 

werden  kann: 

, dl]  ,  d| 
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wenn  man  nur  bei  der  Differentiation  nach  x  die  Veränderliche  y  als 
Function  von  x  auffasst,  also  j^^  =  ij    setzt. 

Es  erscheint   zweckmässig,   zur  Ableitung   der  erweiterten  infini-    Andere 
tesimaleu  Transformation   eine   zweite  Methode   zu   entwickeln,   da  sie  die»«*inr 
sich  durch  Kürze  auszeichnet,  wenn  sie  auch  nicht  so  elementar  wie    '^""'^ 
die  obige  ist.     Sind 

Xy  =  (p(x,  y,  t),  y,  =  ^,{x,  y,  f) 
die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe  Uf,  so  sind  bekanntlich  |  und 
7]  als  die  Ableitungen  von  Xi  und  y^  nach  t  für  den  Wert  von  t, 
welcher  der  identischen  Transformation  entspricht,  also  etwa  für 
t  =  0,  aufzufassen.  (Vgl.  §  5  des  2.,  §  2  des  3.  Kapitels.)  In  den 
Incrementen: 

dx  =  ^dt,     öy  =  t]öt 
oder  in 

^  =  ä      ^  —  « 
8t         ^'      8t  ~   ' 

kann   also   das  Zeichen  &  als  Difierentiationszeichen  nach  f  für  f  =  0 
aufgefasst  werden.     Nun  ist: 

also 

*  '         8    ---        dx  •  -i^T  dy  —  dy  •     ~  dx 
8y   dx dt     '^  ^     8t 

8t    ~     8t  d^^ 

Die   Operationen   d    und   d   dürfen   nach   einem   Satze   der   Variations- 
rechnung vertauscht  werden  und  es  kommt  also: 


,        dx  ■  d  ,,•;  —  (/)/  .  d  -r- 
8y  8t         ^         8t 


8t  dx^ 

1  8x         ^     8u 

oder  wegen  ^  =  5,   ^^-^  =  ,y: 

S_y    ^^drj  dy  d^  dt)  _     ,  dt, 

8i        dx        dxdx        dx        ^  dx' 

und  dies  ist  in  der  That  der  oben  für  7/  erhaltene  Wert. 

:/.  Beispiel:    Erweitert  man  die  infinitesimale  Translation:  BoUpiei«. 

dy' 
so  erhält  man   oflPenbar  genau  dieselbe  infinitesimale  Transformation, 
da  hier  ^  ^  0,  ri\=i\,   also  t^'i^O  ist.     Andererseits   wissen   wir,   es 

iät  ^—  die  infinitesimale  Transformation  der  eingliedrigen  (»ruppe 

Lio,   Uifl'üroutiulgleichuiiguii.  \^ 
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^i  =  ^,   yi  =  V  +  ^ 

dereu  erweiterte  Gruppe  lautet: 

x^  =  x,    yi  =  y  +  t,    Vi  =  li 

und  auch  ^  zur  infinitesimalen  Transformation  hat. 
oy 
2.  Beispiel:    Die  Erweiterung  der  infinitesimalen  Rotation: 

vf^-yli  +  ^iy 

liefert  die  infinitesimale  Transformation  der  Linienelemente: 

denn  hier  ist  |  ^  -  y,  n  ^  ^,  also  rj' =  ^  -  y  ^^  =  1 -}-  y"'- 
Man  kann  sie  auch  so  erhalten:  Uf  ist  infinitesimale  Transformation 
der  Gruppe  von  Rotationen: 

x^  =  xcoa  t  —  y  sin  t,     y^  =  x  sin  t  +  y  cos  f, 

bei  der,  wie  früher  berechnet, 

, &int-\-y'  cos  t 

"i         cos  t  —  y'  sin  t 
•g^      p^ir  t  =  dt  giebt   dies  bis  auf  unendlich  kleine  Grössen  höherer 
Ordnung: 

y^  =  Y^t  =  ^^^  +  ^'^  ^^  +  ^'^^^^  ^  ^'+  ^^  +  ^'"'^*^^' 

sodass  in  der  That 

öy^{l-\-y'')8t 

wird. 

§  4.  Neues  Kriterium  dafür,  dass  eine  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  ia  X,  y  eine  eingliedrige  Gruppe  gestattet. 
Jetzt  sind  wir  soweit,  dass  wir  tiefer  auf  die  Theorie  derjenigen 
gew.  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  in  x,  y  eingehen  können, 
welche  eine  gegebene  eingliedrige  Gruppe  von  Punkttransformation eu 
crestatten.     Wir  nehmen  also  gewisse  Probleme  der  zweiten  Abteilung 

hier  wieder  auf. 

Eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung  in  x,  y  hat  die  Form 

(10)  ^{^>  yy  y)  =  0- 

(Früher  nahmen  wir  sie  immer  in  aufgelöster  Form  Xy  —  ^  = /^  ^"O 
Wählt  man  x,  y  ganz  beliebig,  so  bestimmt  sie  y.  Diese  Gleichung 
wird  daher  von  oo^  der  oo^  Linienelemente  der  Ebene  erfüllt.  Diese 
hängen  mit  den  Integralcurven  eng  zusammen,  denn  die  Tangente  der 
durch   den  Punkt  {x,  y)   gehenden  Tntegralcurve  hat  eine  Neigung  y', 
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welche  mit  x  und  y  zusammen  die  Differentialgleichung  erfüllt,  d.  li. 
jene  c»^  Linienelemente,  welche  der  Gleichung  ß  =  0  genügen,  stellen 
sich  dar  als  die  oc-  Linienelemente,  deren  Richtunjjen  die  Integral- 
curven  in  ihren  Punkten  berühren.  (Fig.  2G.)  Die  Integralcurven 
sind  also  die  oo^  Curven,  welche  von  jenen  oo^  Linienelementen  ein- 
gehüllt werden. 

Wenn  insbesondere  die  Gleichung  (10)  y  selbst  gar  nicht  enthält, 
stellt  sie  allerdings  keine  Differentialgleichung  mehr  vor,  aber  sie 
definiert  dann  immer  noch  oo^  Linienelemente.  Wählt  man  nämlich 
in  diesem  Falle  x  beliebig,  so  wird  durch  die  Gleichung  //  bestimmt, 
während  y   ganz  willkürlich  bleibt.    Eine  Gleichung  zwischen  x  und  y 


Fig.  26. 


Fig.  27. 


allein,  die  in  gewöhnlicher  Auffassung  eine  Curve  darstellt,  wird  also 
als  Gleichung  zwischen  den  Coordinaten  der  Linienelemente  die  cx>^ 
Linienelemente  darstellen,  deren  Punkte  auf  jeuer  Curve  liegen,  deren 
Richtungen  aber  beliebig  sind.     (Fig.  27.) 

Wir  werden  voraussetzen,  dass  die  Gleichung  (10)  die  Variabele 
y    wirklich  enthält. 

Verlangen  wir  nun,  dass  die  vorliegende  Differentialgleichung  (10) 
die  Punkttransformation 

Xi  =  (p{x,y),     yi  =  tl^(x,y) 
gestatte,  so  soll  das  heissen,  dass  die  Differentialgleichung,  geschrieben 
in    den    durch    diese   Transformation    eingeführten    Variabelu    dieselbe 
Form  wie  die  ursprüngliche  hat.     Führen  wir  aber  die  neuen  Veränder- 
lichen Xi,  7/i    ein,    so    haben    wir    für   x   und  y   die  Auflösungen   der 

Transformation  zu  setzen;    ferner  ist  y=  .  -  vermöge: 


?/i  = 


1  .    -T      y 

dtfi      tx     cir 


dx^ 


dtp   ,  d<p    . 


durch  Xi,  ?/i  und  ?/,'  auszudrücken.  Die  Gleichung  (10)  in  den  drei 
Veränderlichen  x,  y,  y  muss  also  invariant  sein  gegenüber  der  Trans- 
formation : 
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dil>  .  dil>   , 
X,  =  (p(x,  y),  7j,  =  fix,  y),  y;  =  g^-||-  , 

^Dlff"i'*i^o  ^^^    ^^^    nichts    anderes   ist  als   die   Erweiterung  der  Punkttransfor- 

bei  erweiter- yja^ioU 
ter  Puukttrf. 

Dies  Ergebnis  ist  ganz  unabhängig  davon,  ob  die  betreffende 
Differentialgleichung  in  aufgelöster  Form 

Xy  -  r=o 

vorliegt,    wie    in    der  2.   Abteilung,    oder    nicht.     Es    gilt    daher    all- 
gemein der 

Satz  4:    Eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung 

mvischen  x,  y  gestattet  die  PunMtransformation 

^1  =  fpi^,  y),    Vi  =  t{x,  y) 
dann  und  nur  dann,  ivenn  die  Gleichung 

^i^,y,y)  =  ^ 

in  den  drei  Veränderlichen  x,  y,  y   die  enveiterte  Transformation 

dtp  .drif   , 

X,  =  (p{x,  y),    t/,  =  ip(x,  y),     y^  =  || — ^— 

zulässt 

Dieser  Satz  hat  einen  einfachen  geometrischen  Sinn:  Dass  nämlich 
die  Punkttransformation  x^  =  9'?  ^i  =  ^  ^i^  Differentialgleichung 
ü  =  0  in  sich  überführt,  bedeutet  ja,  dass  sie  ihre  Integralcurven 
unter  einander  vertauscht.  Dass  andererseits  die  erweiterte  Trans- 
formation die  Gleichung  iß  =  0  invariant  lässt,  heisst,  dass  sie  ihre 
oo^  Linienelemeute  unter  einander  vertauscht.  Der  aufgestellte  Satz 
beruht  nun  darauf,  dass  die  erweiterte  Transformation  nach  Satz  1 
(§1)  die  oo^  Linienelemente  einer  Integralcurve  in  die  cx>^  Linien- 
elemente derjenigen  Integralcurve  überführt,  in  welche  die  erstere  Curve 
vermöge  der  Punkttrausformation  Xy  =  (p,  ?/,  =  «/'  übergeht. 

Wenn  wir  nunmehr  verlangen,  dass  die  vorgelegte  Differential- 
gleichung 

(10)  Slix,y,y)  =  0 

alle  Transformationen  der  von  der  infinitesimalen  Transformation 
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erzeugten    eiugliedrigen    Grupi^c   gestatte,    so    kommt    dies    nach    dem 

eben   Bemerkten  darauf  hinaus,   dass   die   Gleichung   (10),    aufgefasst  Jj'j]^"^'""^* 

als    eine   Gleichung    zwischen   drei   Veränderlichen  x,  y,  ?/,    bei   allen^'«' vr'**'**'''' 

Transformationen  der  erweiterten  Gruppe,  die  von  der  infinitesimalen 

Transformation 

erzeugt  wird,  invariant  bleiben  soll. 

Ein  solches  Problem  aber  haben  wir  schon  in  der  dritten  Ab- 
teilung behandelt.  Fassen  wir  nämlich  x,  y,  y  als  rechtwinklige 
Punktcoordinateu  im  Räume  auf,  so  stellt  die  Gleichung  (10)  eine 
gewisse  Fläche  dar  und  wir  verlangen,  dass  sie  bei  allen  Transforma- 
tionen der  eingliedrigen  von  JJ'f  erzeugten  Gruppe  des  Raumes  in- 
variant bleibe.  Nach  Satz  8  des  §  4  im  12.  Kapitel  ist  dazu  notwendig 
und  hinreichend,  dass  V Sl  vermöge  ii  =  0  verschwinde.  Erinnern 
wir  uns  nun  noch  an  die  im  vorigen  Paragraphen  entwickelte  Form 
von   JJ'fj  so  können  wir  also  den  Satz  aussprechen: 

Theorem  21:  Die  Differentialgleichung  erster  Ordnung  ^ivi-^^^^^^\. 
sehen  x  und  y:  Diffgi.  i.  o 

gestaltet  die  eingliedrige  Gruppe  von  Punhttransformationen 

'         ^  cx~*     '  dy 
dann  und  nur  dann,  tvenn  der  Ausdruck 

^  dx    '     '  dy    '    \dx    '    \cy        dxj  ^         <^y       )  f'J 

vermöge  Sl  =  0  verschwindet,  vorausgesetzt  dabei,  dass  die 
Differentialgleichung  ü  ■-=  0  nicht  in  einer  solchen  Form  ge- 
schrieben   ist,    in    der   --  ,   -r— ,   >,  ?    sämtlich    vermöge    ft  =  0 

'  Cx  '     dy  '    cy  ^ 

verschwinden. 

Vergleichen  wir  dies  Kriterium  mit  dem  früher  gefundenen 
(Theorem  9,  §  2  des  6.  Kap.),  so  erhellt  unmittelbar  ein  bedeutender 
Vorzug  des  jetzigen:  Damals  nahmen  wir  die  Differentialgleichung  in 
aufgelöster  Form 

Xy-Y=  0 

au,  jetzt  kann  das  Kriterium  aufgestellt  werden,  ohne  dass  diese  Auf- 
lösung nach  y  nötig  wäre.  Hiermit  findet  also  auch  eine  Bemerkung 
ihre  Bestätigung,  die  wir  früher  gelegentlich  eines  Beispiels  machten 
(siehe  2.  Beispiel  des  §  3,  0.  Kap.).  Wir  wollen  jenes  damals  durch- 
norechnete  Beispiel  nach  der  jetzigen  Methode  behandeln. 
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r.eispieio.  1.  Beispiel:   Es  handelt  sich  darum,  zu  beweisen,  dass  die  Diffe- 

rentialgleichung der  Schar  der  oo^  Kreise 

{x  -  af  -{-if  —  r"  =  0 
mit  gleichem  Radius  r  die  infinitesimale  Translation 

^'  =  li 

gestattet.  Zunächst  ist  die  Differentialgleichung  zu  bilden.  Zu  dem 
Zweck  differenzieren  wir  die  Gleichung  der  Kreisschar: 

X  —  a-^  ijy'=0 

und  eliminieren  also  vermöge  x  —  a  =  —  yij  den  Parameter  a  aus 
ihr,  wodurch  die  Differentialgleichung  in  der  Form  hervorgeht: 

Die  aus  TJf  erweiterte  infinitesimale  Transformation  ü'f  ist,  wie  be- 
kannt, gleich   JJf  =  -J-^  und  somit  kommt  sofort: 

denn  ^  enthält  x  gar  nicht.  Hiermit  ist  der  Nachweis  geliefert  und 
zwar  viel  kürzer  als  früher. 

Recht    deutlich    tritt  der  Vorzug  der  jetzigen  Methode   auch  bei 
den  beiden  folgenden  Beispielen  zu  Tage. 

2.  Beispiel:    Die  Schar  der  oo^  Kreise,  welche  die  beiden  Coordi- 
natenaxen  berühren: 

(X  -  cf  +  (//  -  cf  =  c' 

bleibt  offenbar  bei  der  infinitesimalen  Ahnlichkeitstransformation 

TT^ cf    ,        cf 

'  ex    '    '^  cy 

invariant.  Wir  wollen  verificieren,  dass  ihre  Differentialgleichung  diese 
infinitesimale  Transformation  gestattet.  Um  diese  Gleichung  zu  bilden, 
haben  wir 

{x  -  cf  -\-{y-  cf  =  c' 
oder 

^'  +  r  —  '^C{X  +  ?/)  +  c-  =  0 
zu  differenzieren: 

^  +  yy  —c{i  +  y')  =  0 

und  c  zu  eliminieren.     Dies  giebt  die  Differentialgleichung: 
Sl={x'^yy{\-^y'')-2{x-\-yy){x-^ry){l  +  y')-\-{x-^yyf  =  i\ 
Uf  giebt  erweitert  wie  bekannt: 


Neues  Krit.  dafür,  d.  e.  DifiFerentialgl.  I.  ü.  in  a;,  y  e.  eingl.  Gr.  gestattet.     279 
Also  ist: 

=  x{2x{\+yy-2{x-\-y){\-\-y)-2(x  +  yy')(\-\-y)Jr 
+  2{x^yy)]  + 

J^y{2y{l-{-yy-2y'{x^y)a+y)-2{x+  yy)(l^y)  + 

-{■2y(x-^yy)] 
=  2Si. 

Also  verschwindet  iu  der  That  U'ft  vermöge  ^  =  0. 

3.  Beispiel:  Die  Schar  der  oo^  Tangenten  des  Kreises  x^  -\-  y-  =l 
gestattet  offenbar  die  eingliedrige  Gruppe  von  Rotationen  um  den 
Anfangspunkt: 

7-7-r Cf     .  Cf 

Zur  Verification  dessen  an  der  Differentialgleichung  der  Geradenschar 
haben  wir  erst  diese  zu  bilden.     Die  Gleichung  der  Tangenten  ist: 

ax  -{-hy  —  1  =  0, 
wo 

a-  +  h-  =  1 
ist.     Wir  differenzieren: 

a  +  hy  =  0 

und  eliminieren  aus  diesen  drei  Gleichungen  a  und  h.     Dadurch   geht 
als  Differentialgleichung  der  Geraden  hervor: 

a=\^y'-{^j-xxjf  =  ^^. 


Es  ist  hier 


U'f=-y'^  +  X  'X  +  (1  +  y"")  K 


sodass  sich  ergiebt: 

l!'il=—y.2{y  —  xy')y—x-2(y  —  xy)-\-(\-{-y'-){2y-\-2{y  —  .iy')x) 
-^2y{l+y-'-(y-xyy)       2y'<l 

und  dieser  Ausdruck  verschwindet  vermöge  il  =  0. 

Selbstverständlich   muss   das  iu  unserem  Theorem  21  aufgestellte,,,,^"'"''*^*: 
Kriterium    sich    mit    dem    früheren   decken.     Wir    werden    es   auf  das  V""" '^"■, 
frühere  zurückführen,   indem   wir  die   Differentialgleichung  .Q  =  0   in ■'»•  f"- '''•'^<' 
der  aufgelösten  Form 

iiimehmen.     Dann  kommt: 
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Y 

Dies  soll  vermöge  Sl  =  0,  d.  h.  vermöge  y  =  -^   verscliwindeu.     Es 

soll  also  die  Identität  bestehen: 

'  \cx  ex      /     '     '  \C!j  cy      J    ^    ex  ' 

_j_  (^_i  _  f  ^ )  X  r  —  ^-  F^  =  0 

'    \fy        ex'  "'  <7y 

oder,  da 

rX  ?X  rY  ?Y 

^  ex    ^     '  cy  '  ^  ex    *     '  cy 

und,  wenn  wie  früher 

gesetzt  wird,  auch 

'  ex    '        ry'  '  ex    '         cy 

ist: 

Y-UX-XUY-{-  X   Ar]-  YÄ^  =  0, 
d.  h. 

UX  —  A^_,ÜY  —  Arj 
X  Y 

Dies  aber  ist  das  Kriterium  in  der  zuerst  aufgestellten  Form*)  (siehe 
Formel  (7)  des  §  2  im  6.  Kapitel). 

§   5.     Bestimmung   aller  Differentialgleichungen    erster   Ordnung  in 
X,  y,  welche  eine  eingliedrige  Gruppe  gestatten. 

Wie  wir  es  schon  zu  Beginn  des  §  3  ausgesprochen  und  auch 
im  vorigen  Paragraphen  gestreift  haben,  können  wir  jedes  Linien- 
element (x,  y,  y)  der  Ebene  als  einen  Punkt  {x,  y,  y)  des  Raumes 
deuten.     Die  Differentialgleichung 

^{^,  y,  y)  =  Ö 

stellt  in  dieser  Auffassung  eine  gewisse  Fläche  dar.  Die  Aufgabe, 
alle  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  ß  =  0  zu  finden,  welche 
eine  vorgelegte  eingliedrige  Gruppe  Uf  gestatten,  kommt  also  auf 
"a^ciil*"  ^^^  Problem  des  Raumes  {x,  y,  y)  zurück,  alle  Flächen  oder  Glei- 
JliÜTI*  chungen  ^  =  0  zu  finden,  welche  die  von  der  erweiterten  infinitesi- 
malen  Transformation   U'f  erzeugte  Gruppe  des  Raumes  gestatten. 


*)  Die  im  Texte   ausgeführte  Rechnung   ist,  wie  der  Leser  leicht  übersieht, 
nicht  wesentlich  verschieden  von  der  auf  Seite  103,  104  durchgeführten. 
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Erinnern  wir  uns  daher  au  das  Problem,  alle  Flächen  oder  Glei- 
chungen fl  =  0  zu  finden,  welche  eine  eingliedrige  Gruppe  des  Raumes 
(ic,  ij,  y)  gestatten.  Wir  fanden  früher  (vgl.  Theorem  19  des  §  3, 
12.  Kap.),  dass  es  zweierlei  invariante  Flächen  giebt,  einmal  die  von 
oc^  Bahncurven  der  Gruppe  erzeugten  und  dann  die  aus  lauter  in- 
varianten Punkten  bestehenden.  Von  letzteren  kann  hier  nicht  die 
Rede  sein.  Da  nämlich  den  Punkten  einer  solchen  Fläche  oc^  Linien- 
elemente der  Ebene  entsprechen,  so  würden  die  cc-  durch  die  be- 
treffende Gleichung  ^{x,  y,  y)  =  0  definierten  Linieneleraente  bei  der 
infinitesimalen  Transformation  U'f  in  Ruhe  bleiben.  Diese  können 
aber  nicht  über  die  ganze  Ebene  verteilt  sein,  denn  sonst  müssten 
die  CO-  Punkte  dieser  Linienelemente,  d.  h.  alle  Punkte  der  Ebene  bei 
der  infinitesimalen  Transformation  üf  invariant  sein.  Die  oo^  in- 
varianten Linienelemente  müssten  vielmehr  so  liegen,  dass  ihre  Punkte 
nur  eine  Curve  bilden.  Dies  aber  käme,  wie  wir  zu  Beginn  des  §  4 
sahen,  darauf  hinaus,  dass  die  Gleichung  Sl{x,  y,  y)  =  0  ganz  frei 
von  y,  also  gar  keine  Differentialgleichung  wäre  (vgl.  Fig.  27). 

Wir  haben  also  nur  solche  invariante  Flächen  fl{x,y,y')  =  0  zu 
suchen,  die  von  oo^  Bahncurven  der  Gruppe  U'f  des  Raumes  (x,  y,  y) 
erzeugt  werden. 

Nach  dem  Früheren  (vgl.  Satz  7,  §  3  und  Theorem  17,  §  1  des 
12.  Kap.)  ergeben  sie  sich  in  allgemeinster  Weise,  indem  wir  zwei 
Invarianten  der  Gruppe  U'f,  d.  h.  zwei  von  einander  unabhängige 
Lösungen  u,  v  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung  U'f  =  0 
bestimmen  und  irgend  eine  Function  derselben  gleich  Null  setzen. 
Die  entstehende  Gleichung  können  wir  immer  so  schreiben: 

V  —  f(u)  =  0. 
Natürlich   kann   man   eine   der  beiden  Lösungen,   etwa  u,   frei   von  y      i-r-to 

.  .  .        ,         luTariMite. 

wählen,  denn  nimmt  man  n  frei  von  y    an,  so  reduciert  sich  die   Be- 
dingung  U'ti  ==  0  auf: 

TT       ^   ^W       I  ^"  A 

Uu=:ii,- 1-71^^=0 

' cx  '  '  cy 
und  diese  lineare  partielle  Differentialgleichung  ist  auch  frei  von  y. 
Sie  bestimmt  u  als  Invariante  der  eingliedrigen  (iruppe  Uf  von 
Punkttransformationen,  und  u  =  Const.  stellt  also  die  Bahncurven  der 
Gruppe  Uf  in  der  Ebene  dar.  Nehmen  ivir  an,  diese  Bahncurveti  sciett 
uns  heJiannt,  so  Jcömien  tvir  eine  zweite  y  uirllich  enthaltende  Lösung  v  /weito 
der  Gleichunf/  Uf=0  immer  durch  Quadraturen  finden.  Wir  werden 
dies  auf  zwei  Wegen  beweisen  und  heben  hervor,  dass  die  Beweis- 
niethode,  die  sich  zunächst  darbietet,  theoretisch  nicht  so  einfach  ist, 
wie  die  zweite,  nachher  angegebene  (S.  284). 
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Um  den  ersten  Beweis  zu  liefern,  stellen  wir  das  der  linearen  par- 
tiellen Differentialgleichung  U'f=0  äquivalente  simultane  System  auf: 

/j|\  dx  ^^dy  ^^      dy^ 


cx^\dy      dx)^       dy^ 


y      dxl''       dy 

von    dem    wir   nach   Voraussetzung    schon   ein  von  y    freies   Integral 
n(x,  y)  kennen.     Vermöge 

können   wir  etwa  y   entfernen   und  erhalten  eine  Differentialgleiclumg 
erster  Ordnung  von  der  Form: 

(12)  ^  =  1  ?1  +  I  g^  -  P-)  y-  A  ei  y'^ 

^     '  dx         i,  ex    ^     i,   \cy        CXI  "^         ^  cy  "^ 

zwischen   den  beiden  Veränderlichen   %]  und  x,  indem  y   überall   ent- 
fernt ist.     Diese   Gleichung  wird  aber  im   allgemeinen   die    die   Rolle 
einer  Constanten  spielende  Grösse  c  enthalten. 
^'ri'^Siv.'^         Diese  Differentialgleichung  hat  die  Gestalt: 

«lurcU  emo  , 

Kiccati'scho  ^-,  Q\  ''//  a-     i      ~V       '     \      "V       '  ■' 

Diffgi.    (13)  ^^  =  Ä  +  Ai  ^  -f  X,  y  - , 

wo  X,  Xj  und  X2  Functionen   von  x  (und  c)   sind.     Wir  bezeichnen 
sie  wie  üblich  als  eine  Riccati'sche  Gleichung. 

Im  allgemeinen  würde  ihre  Integration  nicht  durch  Quadraturen 
allein  möglich  sein,  aber  in  unserem  Falle  geht  dies  doch,  weil  uns 
jy.|'Jj^°"|"/°  nämlich  eine  particulare  Lösung  derselben  bekannt  ist.  Wir  wissen 
8orRiccati-j^^  dass  dic  Bahncurven  der  Gruppe  Vf  der  Ebene  bei  dieser  Gruppe 
invariant  bleiben,  dass  also  die  Linienelemente  längs  einer  solchen 
bei  der  erweiterten  Gruppe  JJ'f  unter  sich  vertauscht  werden.  Mithin 
erfüllt  die  Schar  aller  00^  Linienelemente  der  00^  Bahncurven  der 
Gruppe  JJf  eine  Gleichung,  die  bei  TJ'f  invariant  ist,  also  eine  Integral- 
gleichung des  simultanen  Systems  (11)  ist.  Diese  Integralgleichung 
lässt  sich  sofort  aufstellen,  denn  die  Linienelemente  {x,  y,  y')  der 
Bahncurven  von  Uf  haben  in  ihren  Punkten  {x,  y)  eben  die  Fort- 
schreitungsrichtungen  y\  welche  die  infinitesimale  Transformation  Uf 
den   betreffenden  Punkten   zuordnet.     Sie   erfüllen  also  die  Gleichung: 

oder 

bj  —  rj  =  0. 

Also  ist  y  =  Y   eine   Particularlösung   der  Differentialgleichung   (12) 
oder  (13),  sobald  nur  aus  ihr  y  vermöge  u{x,  y)  =  c  entfernt  wird. 


liosiuig 
sor  Ric( 
sehen  Dffgl 
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Wir    können    diese   geometrischen   Schlüsse    auch   analytisch   dur- 
lliuü.     Die  Gleichung 

^y  —  n  =  ^' 

giebt  nämlich  nach  x,  y,  y    total  differentiiert: 

und  diese  C41eichung  wird  vermöge  des  simultanen  Systems  (11) 
und  i,y'  —  7;  =^  0  identisch  erfüllt. 

Von  unserer  Riccati'sclieu  Gleichung  (12)  oder,  kürzer  geschrieben,  J"^|^^^'jV|' 

•  T-»         •  '  tl  •  •  scheu  (ilfi- 

(13)  kennen  wir  also  eine  Particularlösung  y  =  i  ,  geschrieben  in  archuuKdurch 

^       ^  o    ^  ^    >    o  Quadratur. 

und  c.  Daraus  folgt  (nach  einem  allgemeinen  Satze  über  Riccati'sche 
Differentialgleichungen),  dass  sich  das  Integral  durch  Quadraturen 
finden    lässt.     Bezeichnen    wir    nämlich    zur  Abkürzung   die  bekannte 

Particularlösung  y  =  y  der  Gleichung  (13)  mit  y  =  l(x),  so  ist: 
(U)  ^  =  X+X,A  +  X,A^ 

Wenn  wir  mm  in  (13)  als  neue  Veränderliche  statt  y    diese: 

1 

CO  =  — — —. 
y  —X 

einführen,  so  vereinfacht  sich  die  Differentialgleichung  sehr.  Es  ist 
ja  dann 

also 

dl/'  dl  1     dco 

dx         dx         00*  djc 

oder  nach  (13)  und  (14): 

^  =  -(X,  +  2XA)(o-X. 

CO  bestimmt  sich  mithin  durch  eine  lineare  Differentialgleichung  und 
kann,  wie  aus  den  Elementen  der  Theorie  der  Differentialgleichungen 
bekannt  ist  oder  wie  wir  früher  gelegentlich  zeigten  (vgl.  ö.  Beispiel 
des  §  3,  8.  Kap.),  durch  zwei  Quadraturen  integriert  werden.  Damit 
ist  dann  auch 

y  =  ^  -f-     ==  £  +   - 

^  '        (I)  §         '        CO 

bekannt. 

Hat  man  somit  y    als  Function  von  x,  c  und  einer  Integrations- 
<  onstante  y  bestimmt: 


284  Kapitel  13,  §  5. 

so  ergiebt  sich,  wenn  man  wieder  c  =  u{x,y)  setzt  und  dann  nach  y 
auflöst,  das  gesuchte  zweite,  y  enthaltende  Integral  v{x,  y,  y)  des 
simultanen  Systems  (11)  und  also  auch  die  allgemeine  Gleichung 

V  —  f[ii)  =  0. 

Theorem  22:  Ist  die  infinitesimale  Transformation  Uf  einer 
eingliedrigen  Gruppe  der  Ebene  {x,  y)  gegeben  und  lennt  ma)i 
die  Bahncurven  u{x,  y)  =  Const  dieser  Gruppe,  so  kann  man 
durch  Quadraturen  alle  Differentialgleichungen  erster  Ord- 
_  nung  stoischen  x,y  aufstellen,  tvelche  die  eingliedrige  Gruppe 
Uf  gestatten.  Jede  derartige  Differentialgleichung  lässt  sich 
durch  Quadratur  integrieren. 

Der  letzte  Zusatz  ist  nach  Theorem  8  (§  1  des  6.  Kap.)  selbst- 
verständlich. 

Hcstimmuug         Dass   die   Kenntnis   der  Bahncurven  u  =  Const.  zur  Bestimmung 
anderem  aller  bci    Uf  invarianten   Differentialgleichungen    erster  Ordnung   ver- 
mittelst Quadraturen  hinreicht,  kann  man  noch  einfacher  so  erkennen. 
Wir  wissen,   dass,   wenn  die  Bahncurven  «  ^  Const,   der  Gruppe 
Uf  bekannt  sind,  durch  Quadratur  neue  Veränderliche  j,  t)  eingeführt 

werden  können,  welche  Uf  auf  die  canonische  Form  0-7  bringen  (Satz  4     i! 

des  §  2,  3.  Kapitel).     Alle  Differentialgleichungen 


^(m),^^)  =  o 


aber,   welche  die   eingliedrige  Gruppe  7^   gestatten,    werden,  wie   wir 

früher  bemerkten  (vgl.  1.  Beispiel  des  §  3,  8.  Kap.),  dargestellt  durch 
die  Gleichung: 

■  ä:'-/(t))=o. 

Nun  sind  j;  und  t)  bekannte  Functionen  von  x,  y\  diese  Gleichung  lässt 
sich  daher  so  schreiben: 

und   dies   wäre   die   allgemeine  Form  v — '  f{u)  =  0   einer  Differential- 
gleichung erster  Ordnung,  welche  die  Gruppe   Uf  gestattet. 

Offenbar  ist  \)  identisch  mit  dem  früheren  u  und  dementsprechend 
ist  die  Grösse 
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rx   ^  cy   -^ 
nichts  anderes  als  die  früher  mit  v  bezeichnete.     Man  sieht,   dass  die 
jetzige  Bestimmung  von  v  etwas  einfacher  als  die  obige  ist. 

Wir  bemerkten  schon  früher,  dass  jede  bei  der  eingliedrigen 
Gruppe  Uf  invariante  Differentialgleichung  erster  Ordnung  erhaUen 
wird,  indem  man  eine  Invariante  £l(u,7j,y')  der  erweiterten  Gruppe 
U  f  gleich  Null  setzt.  Bezeichnen  wir  nun  jede  Invariante  der  er- 
weiterten Gruppe  U'f  als  eine  Differentialinvariante  der  ursprünglichen  V^^"P"''»'- 
Gruppe   Uf,  so  können  wir  sagen: 

Theorem  23:  Ist  eine  eingliedrige  Gruppe  Uf  in  den  Verän- 
derlichen X,  y  vorgelegt,  so  gehören  zu  derselben  unendlich  viele 
Bifferentialinvarianten,  die  sich  als  heliehige  Functionen  irgend 
zweier  unabhängiger  Invarianten  der  erweiterten  Gruppe  U'f 
darstellen  lassen.  Jede  Differentialgleichung  Sl{x,  y,  y)  =  0, 
welche  Uf  gestattet,  Jcann  durch  Nullsetzen  einer  Differential- 
invariante  erhalten  werden. 

Wir  ersuchen   den  Leser,  die  vorangehenden  Methoden   zur  Auf-  vergleich 
Stellung   aller  Differentialgleichungen   erster  Ordnung  in  x,  y,   welche    IrLM 
eine   eingliedrige    Gruppe    Uf  gestatten ,    mit   der  früher  (in  §  2  des  """"" 
8.  Kap.)  entwickelten  Methode  zu  vergleichen.     Das  jetzige  Verfahren 
setzt  nur  die  Kenntnis  der  Bahncurven,  das  frühere  aber  die  Kenntnis 
der  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe  Uf  voraus.    Wie  schon  damals 
hervorgehoben    wurde,    liefert    die    frühere   Methode    überdies   die    be- 
treffenden   Differentialgleichungen    in    wenig    übersichtlichen    Formen. 
Auch  hierin  ist  das  jetzige  Verfahren  dem  früheren  weit  überlegen. 

Zum  Vergleich  behandeln  wir  einige  der  damaligen  (in  §  3  des 
8.  Kap.  angegebenen)  Beispiele  nach  der  jetzigen  Methode.  xMau  wird 
sehen,   wie   viel  schneller  die  jetzige  Methode  dabei   zum  Ziele   führt. 

1.  Beispiel:    Sei   Uf  die  infinitesimale  Ähulichkeitstransformation;  ueu, 

Hier   ist  die   erweiterte   infinitesimale   Transformation    6"/' ~  Uf;    es 
müssen  also  zwei  Integrale  des  simultanen  Systems 

dx dy        dy 

X        jT  ~  0 

hpstinuut  werden.     Solche  sind  U:^'J-,  v       y ,  sodass 


Afethodo. 


I 
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die    allgemeine    Form    der  Differentialgleichungen   ist,    welche   Uf  ge- 
statten. 

2.  Beispiel:     Sei   Uf  die  infinitesimale  Rotation 


so  ist: 


also  lautet  das  simultane  System: 

dx         dy  dy 


—  y        X       1  + !/'  * 
Ein  Integral  desselben  ist  w^x^  -{-  \f.     Ein  zweites  folgt  aus : 

xdy  —  ydx dy 

nämlich  arc  tg  —  —  arc  tg  y    oder ,    wenn    mau    die   Taugente  hiervon 
nimmt: 

^  — l+2/y" 

sodass  die  gesuchte  allgemeine  Form  der  Differentialgleichungen,  welche 
Vf  gestatten,  diese  ist: 


f^^  -  A^^  +  2/^)  =  0. 


Abteilung  IV. 

Eingliedrige   (iruppen   und   infinitesimale  Transformationen   in 

n  Veränderlichen.     Verwertung  dieser  Begriffe  für 

Differentialgleichungen. 

Da  wir  von  jetzt  ab  die  allgemeine  Theorie  der  eingliedrigen  Gruppoi 
in  beliebig  vielen  Veränderlichen  und  ihre  Anwendungen  auf  Differential- 
gleichungen entwickeln  wollen,  heben  wir  sogleich  hervor,  dass  die 
Theorie  für  n  Veränderliche  mit  der  für  zwei  und  für  drei  Veränder- 
liche entwickelten  so  viele  und  umfangreiche  Analogien  darbietet,  dass 
es  unnötig  erscheint,  die  Beweise  so  vollständig,  wie  es  früher  ge- 
schah, auszuführen.  Der  Leser  wird  hoffentlich  selbst  imstande  sein,  die 
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Beweise  zu  reconatruieren,  und  ihre  Unterdrückung  an  manchen  Stellen 
wird  uns  vieler  ermüdender  Wiederholungen  überheben. 

Noch  ist  zu  erwähnen,  dass  wir  uns  genötigt  sehen,  künftig  die 
geometrischen  Beuümrjen  aus  dem  Text  in  die  Noten  zu  verweisen,  da 
das  Operieren  in  einem  Baume  von  n  Dimensionen  aus  dem  Gebiet  des 
Elementaren  hinausgeht.  Doch  wird  der  Leser  gut  thun,  diese  Noten, 
soweit  er  dazu  fähig  ist,  ebenfalls  zu  durchlaufen,  da  er  in  denselben 
manche  neuen  Gesichtspunkte  finden  wird.  Wohlbemerkt  wird  jedoch 
der  Text  selbst  niemals  die  Kenntnis  der  vorhergehenden  Noten  vor- 
aussetzen, sondern  für  sich  ein  geschlossenes  Ganzes  bilden. 


Kapitel   14. 

Eingliedrige  Grnppe  in  n  Veränderlichen,  simnltanes  System  gewöhn- 
licher Differentialgleichungen  und  lineare  partielle  Differentialgfeichnng 

in  n  Veränderlichen. 

Wie  schon  bemerkt,  werden  wir  uns  möglichst  kurz  fassen.  Die 
folgenden  Überlegungen  sind  in  der  Hauptsache  (mit  Ausnahme  des 
§  4)  bloss  Verallgemeinerungen  der  in  den  Kapiteln  2,  .3,  4  für  zwei 
und  in  den  Kapiteln  11,  12  für  drei  Veränderliche  angestellten  Be- 
trachtungen. 

§   1.     Eingliedrige  Gruppe  in  n  Veränderlichen. 
Liegen  n  Gleichungen  vor  von  der  Form: 


von  denen  vorausgesetzt  wird,  dass  sie  auch  nach  .r^,  a*.  •  •  •  .<-^  auflös- 
bar   seien,    so    bestimmen    sie   eine   allgemeine    Transformation  der  n     Tra...- 
Veränderlichen  x,,x^---x„   in  n   andere  Veränderliche  .r/,  a-.' •••  .r,,'. '""'""""* 

Enthalten   die  Gleichungen   noch   eine  beliebig  gross  annehmbar.« 
Coiistante  a,  haben  sie  also  die  Form: 

iXi=  (p^^x^,x^  '  •  '  Xn,a), 
(1)  Ul  '=^X^„x.-  ■■Xn,a), 

•'•/=  (pnix^.x.,  ■  ■  '  x^,a), 
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so  Stelleu  sie  eine  Schar  von  cx)^  Transformationen  dar,  indem  der 
Parameter  a  auf  oo^  Weisen  gewählt  werden  kann.  Insbesondere 
nennen   wir  diese   Schar  von  oo^  Transformationen    eine   Gm];^e   und 

EingiiedriKe^^^ar    eine    e'mgliedrige    Gruppe   von    Transformationen,    wenn    sie    die 
'''"'"'    Gruppeneigenschaft  besitzt,    d.  h.   wenn    die    Aufeinanderfolge    zweier 
Transformationen  dieser  Schar  mit  einer  einzigen  Transformation  der- 
selben Schar  äquivalent  ist. 
Gruppon-  Um    das    analytische   Kriterium    hierfür    aufzustellen,   führen    wir 

eigonschaft.^^^^  der  Trausformatiou  (1)  mit  bestimmt  gewähltem  Parameter  a 
eine  zweite  Transformation  der  Schar  aus,  deren  Parameterwert  gleich  a 
sei.  Sie  führt  die  Variabein  a;/  •  •  •  Xn  in  neue  <'  •  •  •  xä'  über  und 
zwar  durch  die  Gleichungen: 


(2) 


<'  =  92(^1'»  ^2'  •  •  -^«'j«'); 


Xn"=  (pn{Xi    X.,'  ■   •  •  Xn,  «')• 

Die  erste  Transformation  (1)  werden  wir  wie  früher  mit  T.,,  die 
zweite  (2)  mit  T«  bezeichnen.  Die  Transformation  nun,  welche  der 
Aufeinanderfolge  von  T„  und  T„  äquivalent  ist,  also  TaTa,  ergiebt 
sich  durch  Elimination  der  Zwischenwerte  x^,  x^',  ■  •  •  x,'  aus  (2)  ver- 
möge (1)  in  der  Form: 

X,"  =  cpi {(pi{x,  a),  (p.2{x,  a)  •  •  •  (pn{x,  a),  a) , 

(^)  ] 

■Xn"  ==  (pn  (<Pi  {x,  a) ,  tp^ix,  a)-  •■  (pn{x,  a),  a) . 
Hierin  ist  zur  Abkürzung  allgemein  statt  cphix^,  ■  -  •  x„,  a)  einfach 
(pk{x,a)  geschrieben.  Diese  Transformation  (3)  der  Variabein  iCi,---a;„ 
in  Xi  •••  Xn  muss  nun,  wenn  unsere  00^  Transformationen  eine  ein- 
gliedrige Gruppe  bilden  sollen,  auch  eine  Transformation  der  Schar 
sein,  d.  h.  sich  decken  mit 

Xi"  =  (Pi{Xi,Xci  •  •  '  Xn,^), 
X2"  =  (Pi  (Xi  ,  X2  •  •  •  Xn,  ^), 


Xn"=  (Pn(Xi,X2  •■■  Xn,^), 

wo  A  eine  gewisse  nur  von  den  Constanten  a  und   a    abhängige  Con- 

stante  ist: 

A  =  X{a,  a). 

Es  müssen   also   identisch  für  alle  Werte  von  Xy,  x^  •  ■  •  Xn,  «  und  a, 
die  n  Gleichungen  bestehen: 
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9a  (9^1  (^1,  x-,,---  x„,  a),  <p.^(xi,  x.^  •  ■•  Xn,<i)  ■  ■  •  (p,iU\  ,x,,---  x„ ,  a),  a) 
=  <p/.\Xi,  a-2  •  •  •  Xa,  A(a,  a)) 

(A=  1,2-  •  •«)• 

Wir  werden  also  voraussetzen,  dass  die  Gleichungen  (1)  von  oo' 
Transformationen  eine  eingliedrige  Gruppe  bilden.     Gleichzeitig  setzen 
wir  wie   früher  voraus,   dass   die  Gruppe   zu  jeder  Transformation  T„ 
auch   die  inverse  Tä  enthält,   sodass  die  Aufeinanderfolge  von  2],  und  Träusfor- 
Ta  der  identischen  Transformation:  .  mation. 

äquivalent  ist,  in  symbolischer  Ausdrucksweise: 

Die  inverse  Transformation  Tä  werden  wir  auch,  wie  früher,  mit  J~* 
bezeichnen  können.  Führen  wir  Ta  und  Tä  nach  einander  aus,  so 
muss  sich  wegen  der  Gruppeneigenschaft  wieder  eine  Transformation 
der  Gruppe  ergeben,  d.  h.  unsere  Gruppe  enthält  die  identische  Trans-  ueniigche 

..  .  Traus- 

lOrmatlOU.  formatlou. 

Demnach  giebt  es  einen  Wert  a^^  des  Parameters  a,  für  den  sich 
die  Gleichungen  der  Transformation  (1)  auf  die  der  identischen  Trans- 
formation reducieren,  sodass  also: 

(P2  \H'i  ,  X2  '  •      Xu  j  (Iq)  =i  X2 , 


(4) 


'  fpit(Xi  f  X^  •  '  •  X,i  j  Üq) x^ 

ist. 

Geben  wir  dem  Parameter  a  einen  von  «^  nur  unendlich  wenig 
verschiedenen  Wert  a^y  +  <^«,  so  ergiebt  sich  eine  von  der  identischen 
nur    unendlich   wenig   verschiedene,    also    eine    infinitesimale  Transfor-  luüuitesi- 

°  '  '  m«!o  Trf. 

mation  der  Gruppe  zunächst  in  der  Form: 

.»■/  =cp^(x,,x,-'-  Xn,  %  +  ^  (')  --  <Pi  {x,  «0)  +  —^^—-  ^<'  -\ ' 

.r,'  =  cp,{x„  X,---  X,. ,  a,  +  da)  =  q>,{x,  a,)  +  ^-^^"^  da  +  ■  ■  ■  , 

■'',.'  =  (PniXyjX^  ■  ■  •  X„  ,  «„  +  Öa)  E££  (p„{x,  «„)  +  _^M£^«..    ^^,  _^  .  .  .  ^ 
nder  wegen  (4)  in  der  Form: 


I 


Xk  =  Xi,  +     g  ~     da-\ 

(k  =  1,  2  •  •  •  n). 
I.io,  liitTerciitialgleiobungeii.  1*J 
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Angenommeil,  von  den  Coefficienten  von  da,  öa^  •  •  •  verschwinden  in 
diesen  n  Reilienentwickelungen  alle  bis  zu  denen  von  da''~^,  so  kann 
man  da''  als  unendlich  kleine  Grösse  dt  benutzen  und  erhält  dadurch 
eine  infinitesimale  Transformation  der  Gruppe  in  der  Form : 

(5)  Xk  =  Xjc  +  ^k{00i,  x.,---Xn)dt-^--- 

(<•  =  1,  2  •  •  •  n) , 

WO  die  nicht  hingeschriebenen  Glieder  unendlich  klein  von  höherer 
Ordnung  sind  und  im  übrigen  unterdrückt  werden  dürfen.  Dass  diese 
Reihenentwickelungen  nach  ganzen  Potenzen  von  öt  fortschreiten,  ist 
hier  nicht  unmittelbar  evident.  Man  erkennt  es  vielmehr,  wie  früher 
in  §  3  des  2.  Kap.  und  in  §  1  des  11.  Kap.,  indem  man  nach  einer 
Transformation  (f)  der  Gruppe  eine  von  der  inversen  Transformation 
(f)  unendlich  wenig  verschiedene  Transformation  (£  -|-  d«)  der  Gruppe 
ausführt,  wodurch  sich  in  allgemeinerer  Weise  als  oben  die  infinitesi- 
male Transformation  ergiebt. 

Satz  1:  Eine  eingliedrige  Gruppe  in  n  Veränderlichen  mit  paar- 
weise inversen  Transformationen  enthält  die  identische  und  sicher'  auch 
eine  infinitesimale  Transformation. 

Wir  werden  wie  früher  zwei  infinitesimale  Transformationen: 

^i'=  ^1  -\-  ^i^i  -\ >  x^  =  x^  +  I2  ^^  H ,  •••  •r/=  Xn-\-t,dt  -i 

und 

als  identisch  bezeichnen,  sobald  die  Incremente  ^idt,  ^^Öt,  •  ■  •  ^„dt 
der  Veränderlichen  x^,  x.^  •  •  •  x,i  bei  der  zweiten  sich  nur  um  einen 
Constanten  Factor  von  den  Incrementen  li^^,  i,.^dt,-  •  ■  |„d<  bei  der 
ersten  unterscheiden.  Die  Berechtigung  hierzu  liegt  darin,  dass  die 
Grösse  dt  nur  eine  gegen  Null  convergierende  Zahl  sein  soll,  also 
mit  einer  Constanten  multipliciert  wieder  eine  solche  gegen  Null  con- 
vergierende Grösse  sein  wird. 

Der  Leser  wird  sich  erinnern,  dass  wir  früher  immer  für  den 
Nachweis,  dass  eine  Gruppe  nur  eine  infinitesimale  Transformation 
besitzt,  eine  längere  Betrachtung  anstellten  (§  5  des  2.  Kap.,  §  2  des 
11.  Kap.).  Was  den  Beweis  für  n  Veränderliche  anbetrifi't,  so  wollen 
wir  uns  damit  begnügen,  zu  sagen,  dass  er  im  allgemeinen  Falle  ganz 
ebenso  geführt  wird,  wie  in  den  Fällen  n  =  2,  3.  Demnach  geben 
wir  den  Satz  als  bewiesen  an: 

Satz  2 :  Jede  eingliedrige  Grujype  in  n  Veränderlichen  mit  paarweis 
inversen  Transformationen  enthält  eine  und  nur  eine  infinitesimale  Trans- 
formation. 
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Nunmehr  gehen  wir  einen  entgegengesetzten  Weg:    Wir  nehmen  rou..r  e 
.an,  nicht  eine  Gruppe,    sondern  eine  infinitesimale  Transformation  s-i  atl  fjr 
gegeben :  irr 

(6)  :c,'  =  x,-j- ^dt -{-•:,  :r,'=x;-}-i,dt  +  ...,  ...a;,:  =  .r„  +  ^„dt  +  .... 
Wir  werden  eine  eingliedrige  Gruppe  construieren,  welche  eben  diese 
infinitesimale  Transformation  besitzt. 

Zu  dem  Zweck  integrieren  wir  das  simultane  System: 

(7)  ,-r^-^ ^  == ^' ^< 

in  den  n  +  1  Veränderlichen  x,',  x,'  ■  ■  •  Xn'  und  f.  Ein  solches  System 
integrieren  heisst,  etwa  x,' ,  x./  ■  •  ■  x^  als  Functionen  von  t  be- 
stimmen, sodass  sie  diese  n  Gleichungen  (7)  identisch  erfüllen.  Wie 
bekannt,  lassen  sich  über  die  Anfangs  werte,  welche  x^,  x'  •  ■  x,,'  für 
t  =  0  haben,  noch  Voraussetzungen  trefien.  Wir  wollen  die  Anfangs- 
bedingung vorschreiben,  dass  sich  <,  <  •  •  .  x,,'  für  ^  =  0  auf  die  Ils 
Integrationsconstanten  zu  betrachtenden  Grössen  x^,  x^-  ■  •  x,,  redu- 
cieren.  Alsdann  ergeben  sich  gewisse  n  Integralgleichungen  von 
der  Form: 

(8)  ^^  ^  ^'  ^^^'  ^•'"'  ^"^  ^)'     ^^''  =  ^2(^n  x,...x„,t)  ... 

Diese  Gleichungen  stellen  nun  auch  eine  Transformation  der  Ver- 
änderlichen x^,x.-,  ■  .  .  X,,  in  die  neuen  Veränderlichen  x^',  xj  •  •  •  x„' 
dar.  Da  sie  noch  t  enthalten,  so  haben  wir,  weil  wir  t  beliebig  als 
Constante  annehmen  können^  hiermit  oo^  Transformationen  erhalten. 
t  =  0  giebt  insbesondere  die  identische  Xk  =  Xk. 

Wir  behaupten,  dass  diese  oo^  Transformationen  (8)  eine  Gruppe 
bilden.  In  der  That  erkennt  man  dies  durch  näheres  Eingehen  auf 
die  Integration  des  simultanen  Systems  (7):  Zunächst  besitzt  (7)  n  —  1 
von  einander  unabhängige  und  von  t  freie  Integrale: 

^i{x;,x^  ..-X,:),    •••    .Q,._i(a:/,  <--.a:,.')- 
Um  ein  letztes,  t  enthaltendes  Integral  zu  finden,  wird  man  vermöge: 

^  "^1  (^V •  •  •  x^)  =  c„   ...   .<^,._l {x; . • . X,:)  =  c,_i 

etwa  x.^,  x,^  ■  •  ■  Xn  als  Functionen  von  x^'  und  den  Constauteu  r,, 
c.i-  •■  Cn—i  darstellen  und  sie  danach  aus 

eliminieren.  Dann  wird  die  linke  Seite  eine  Function  von  .r,'  und 
den  Constauteu  c,,Co-c„_i  und  eine  Quadratur  giebt  ein  Integral 
von    der    Form   i^(.r,',  r, ,  r,  •  •  •  r,._,)  - /.      Wenn    man    hierin    wieder 


I 
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c,,c.,-  ■  ■  Cn-i  durch  ß,,  ßg  •  •  •  ß„_i  ersetzt,  so  erhält  man  das  gesuchte 
Integral  in  der  Form: 

W{xi,  x^  •  •  ■  X,!)  —  t. 
Da  sich   für   ^  =  0  die  Variabein  Xy,  xj  •  ■  •  x,,'  auf  rr, ,  ajg  •  •  •  x,,  redu- 
cieren   sollen,   so   sind   die   gesuchten  Functionen  (8)   die  Auflösungen 
der  n  Gleichungen: 

ß,  (xy,  x^  ■■■  Xn)  =  .^i(a'i,  a:^  •  •  •  a;„), 


(3) 


TF(a:/,  a.-,'  •  •  •  x,:)  -  t  ==  W{xy,  x,  ■  ■  -  Xn) 

nach  ic/,  x.^  •  •  •  Xn. 

Dass  diese  Auflösungen  nun  eine  Gruppe  von  c»^  Transformationen 
darstellen,  erkennt  man  wie  in  dem  Falle  n  =  2  (vgl.  §  4  des  2.  Kap.): 
Die  Aufeinanderfolge  der  Transformationen  mit  den  Parameterwerten 
t  und  t'  ist  äquivalent  der  Transformation  mit  dem  Parameterwert 
t  4-  f.  Insbesondere  ist  also  die  Aufeinanderfolge  der  Transformationen 
(0  und  (—  t)  äquivalent  der  sich  für  t  =  0  ergebenden  identischen, 
sie  sind  also  zu  einander  invers. 

Dass  die  Gruppe,  die  sich  durch  Integration  des  simultanen  Systems 
(7)  ergiebt,  auch  die  vorgelegte  infinitesimale  Transformation  (6)  ent- 
hält, ist  ohne  weiteres  klar,  denn  die  Entwickeluugen  von  x^,  x.^  ■■■  x,, 
nach  Potenzen  von  t  fangen  nach  dem  Maclaurin'scheu  Satze  und,  da 
nach  (7): 

"^   =  yxi,x.;  ■  ■  -x^') 

ist,  mit  den  Gliedern  an: 

Xk  =  Xk  +  |i-(a;i,  X.2-  •  •  Xn)t  H , 

geben  also  für  t  =  dt  eine  infinitesimale  Transformation,  welche  mit 
der  vorgelegten  in  den  Gliedern  erster  Ordnung,  auf  die  allein  es  hier 
ankommt,  übereinstimmt. 

Theorem  24:    Jede  infinitesimale  Transformation 

X;  =  X,  ■Vi>,{x,---Xn)8t-\ ,    •  •  •  X:  =  X,,  -\-'in{Xy---Xn)8t-\ 

gehört,  ivenn  von  unendlich  kleinen  Grossen  zweiter  und  höherer 
Ordnung  abgesehen  wird,  mindestens  einer  eingliedrigen  Gruppe 
mit  paarweis  inversen  Transformationen  an.  Die  endlichen 
Gleichungen  dieser  Gruppe  ergehen  sich  durch  Integration  des 
simultanen  Systems: 
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dx^'  ^ dx;  ==...=  ^^n  ^    , . 

§1  (a:,'  .  .  .  x^')         1,  (x,'  ■  •  .  x„')         '  '  '         |„(a;,'  •  •  •  x„') 

mit  der  Anfangsbedingung,  dass  sich  x^,  x.^  ■  ■  •  Xn  für  t=  (J  au  f 
Xi,  x.^  '  •  •  Xn  reducieren  sollen,  in  der  Form: 

Sl^ (xi  ■  ■  •  Xn)  =  ii, (o:,  •  •  •  Xn), 

Sl^i^i  '  •  •  x^')  =  .Qo(rr,  •  ■  ■  x,\ 


fla-l(x^    ■  ■  •  Xn)  =  Sl„-i(x^  •  •  ■  Xn), 

W(xi  •  •  •  x,i)  —  t  =  Tr(ü;,  •  •  •  Xn) 
oder,  nach  Xy  •  •  ■  Xn    aufgelöst  und  nach  t  enttvicJcclt: 

Xk    =  Xlc  +  It  (ä'i  •  '  •  X„)t  -\-  ■  ■  • 
a  =  1,  2  •  •  ■  n). 

Hiernach  und  nach  Satz  2  ergiebt  sich  wie  in  den  Fällen 
«  =  2,  3  das 

Theorem  25:  Jede  eingliedrige  Gruppe  in  n  Veränderlichen 
mit  paariveis  inversen  Transformationen  enthält  eine  und  nur 
eine  infinitesimale  Transformation.  Jede  infinitesimale  Trans- 
formation gehört  iimgeJ^ehrt  einer  und  nur  einer  eingliedrigen 
Gruppe  an.  Dieselbe  besitzt  paariveis  inverse  Transfor- 
mationen. 

1.  Beispiel:     Die  n  Gleichungen  Beispiele. 

x^  =  ax^,     Xo  ==  ax.ji,     ■  ■  ■     ./;„'  =  aXn 

stellen  offenbar  eine  eingliedrige  C4ruppe  dar.  Ihre  identische  Trans- 
formation ergiebt  sich  für  «=1^  ihre  infinitesimale  für  a  =  1  -\-  dt 
in  der  Form: 

Xi  =  a;,  +  ^1  ^  f,     ^2  =  '^2  "f~  X:  ^ ^     ■  ■  ■     '*'"'  "^  "''"  ~f"  •'  " ^^ > 
sodass  ^1  ^^.  Xi,  ■  •  •  ^„  :  '  Xn  ist  und  das  simultane  System  hier  lautet: 

rf.r,' dxj  ^^^n  ,. 

x^'    ~  '^'    ~  '    '  ~    x^'    ~ 

Es  giebt  integriert  unter  der  Bedingung,  dass  sich  .r,',  x..'  •  ■  -  .  für 
t  =  U  auf  Xi,  x.^  •  •  ■  Xn  reducieren: 

Xi  =  x^&,     X.,'  =  x.^&,     •  •  •     Xn  ^  x^e* 
als  die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe.    In  der  That  sind  dies  die 
obigen   Gleichungen    mit    dem    einzigen   Untersclüede,    dass    statt    des 
l'arameters  a  der  Parameter  /  =  lg  a  benutzt  ist. 

2.  Beispiel:     Die  n  Gleichungen 

3;/=  ,/,  +  {£x  —  Xi)dt,     •  •  •     .*•„'  =  .*'.,  +  {^'i'  —  •i"-)<5/ 


I 


294  Kapitel  U,  §  1. 

stellen  eine  infinitesimale  Transformation  dar.  Wir  suchen  die  end- 
lichen Gleichungen  der  von  ihr  erzeugten  eingliedrigen  Gruppe.  2Jx 
soll  die  Summe  aller  x^,  X2'  ■  •  x„  bedeuten.  Wir  haben  das  simultane 
System  zu  integrieren : 

-,  =  dt  (i=i. ü  •  ••'.) 


oder 

dXk   =  {^X    —  Xk)dt       (A:  =  1,  2  ■  •  •  n). 

Hiernach  ist,  wenn  alle  diese  n  Gleichungen  summiert  werden: 

dZx  =  (u  —  1)  Zx  ■  dt 
oder: 

'^=-{n-l)dt. 

Dies  giebt  integriert: 

Hx  =  cc^"-^)'. 

Setzen  wir  diesen  Wert  in: 

dXk  =  {2Jx  —  Xk)dt 
ein,  so  kommt: 

dXk=^{c6''-^^'—Xk)dt. 

Es  ist  dies  eine  lineare  Differentialgleichung  für  .r/.  Sie  giebt  nach 
bekannter  Regel  integriert: 

Xk  =  — h  YkC-K 

Nun  haben  wir  die  Constanten  c,  yi,  y^  ■  ■  •  Va,  von  denen  übrigens  eine 
überzählig  ist,  so  zu  wählen,  dass  allgemein  Xk  sich  für  ^  =  0  auf 
Xk  reduciert.     Wir  haben  also  die  Relationen : 

Xk  =  —- h  n-c"',    Xk  =  -j  +  yk . 

Mithin  liefert  die  Elimination  der  Constanten: 

Xk  =Sx-      ^^      +  [xk  -—je' 


oder  auch: 

e 
n 

(k—  !.;>•.•  n). 


^-t' =  V  K^"' -  l)2:x-\-nXk) 


Man   überzeuge   sich   davon,    dass    diese   n  Gleichungen   wirklich   eine 
Gruppe  darstellen. 

5.  Beispiel:    Gesucht   werden   die   endlichen   Gleichungen   der   von 
der  infinitesimalen  Transformation 
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^i'  =  ^1  +  (^1  —  ^i)^i,      ^2   =  ^2  +  (j?-'  —  ^i)^i, 

^3  =  ^^'a  +  (^3  —  ^i) ^i}     a:/  =  x^-\-  dt 
erzeugten    eiugliediigeu   Gruppe    in    vier    Veränderlichen.     Hier   lautet 
das  zu  integrierende  simultane  System: 

dx^  =  {x.2  —  x^)dtj 
dx^  =  {x.^  —  ^Ä)^^^7 
äx^  =  dt. 
Die  letzte  Gleichung  giebt  integriert: 

x^  =  x^-]rt 
Eingesetzt  in  die  drei  ersten  Gleichungen  giebt  sie: 
dxi  =  {x^  —  x^  —  t)dt, 
dx^  =  (x.^'  —  ^4  —  t)dt, 
dx.^'  =  (:r_j'  —  x^  —  t)dt. 
Hierin  spielt  der  Anfangswert  x^  die  Rolle  einer  Constauten.    Es  sind 
dies  drei  lineare  Differentialgleichungen  von  der  Form: 

dx  ,  , 

'dt    ~  ^    —  ^4   —   f; 

die  nach  bekannter  Methode  das  Integral  liefert: 
x'  ^  x^  -^  t  -{-  1  -\-  Const.  e'. 

Die  Constante  ist  so  zu  bestimmen,    dass  sich  x    für  ^  =  0  auf  ./•  re- 
duciert,  also  gleich  x  —  x^  —  1  zu  setzen.     Sonach  kommt: 

x'  =  x^  -\-  t  -{-  l  -\-  (x  —  x^  —  l)e' 
und  also  einzeln: 

^1  =  J^i  +  <  +  1  +  C^'i  -  J^i  —  l'le', 

X2    =  X^-^  t  i-   \    +  i^J-,  —  X^  —    l)&, 

%'  =  ^4  +  ^  +    1    +  C^a  —  '>^4  —    OC*» 
Xi  =  X'i  +  f' 

I)iese  Gleichungen  stellen,  wie  es  sein  muss,  eine  eingliedrige  Gruppe 
dar.     Denn  setzt  man  noch  an: 

^"i"  =  ^i  +  ^'  +  1  +  (/"i'  —  -^i   —  De", 

X,"  =  x:-\-t'  +  i-}-  (x:  -  .•;  -  lY, 
^3"  =  ^4'  +  ^  +  1  +  (^a'  —  -^-i'  —  i)^> 

^4     =  -^4     "T   ' 

und  eliminiert  hieraus  ;r/,  a*/,  a;.,',  a'/,  so  kommt: 

a-/'  =  a-,  +  (^  +  r)  +  1  +  {x,  —  a-i  -  l)c'+''  u.  s.  w. 
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§   2.      Symbol    einer    infinitesimalen    Transformation    und    Keihen- 
entwiokelung  der  endlichen  Gleicliungen  einer  eingliedrigen  Gruppe. 

Wir  verzichten   auf  die  ausführliche   Auseinandersetzung,    welche     ■ 
wir   früher   bei  Einführung   des  Symbols    der  infinitesimalen  Transfor- 
mation gaben   (§  2   des    3.  Kap.,  §  3  des  11.  Kap.),    au   dieser   Stelle, 
Symbol    indem   wir  einfach   auf   das   Frühere   verweisen.     Als  Symbol    Uf  der 

einer  infiii.  •'  ' 

''"""^       infinitesimalen  Transformation: 

Xk  =  Xk  -+-  lk{oCy  ,x.i--'  Xn)dt  +  •  •  • 

(k  =  1,  2  •  •  ■  ;i) 

benutzen  wir  das  durch  öt  dividierte  Incremeut,  welches  eine  beliebige    ■ 
Function  f(Xi,  x^  •  •  •  x,,)  bei  ihr  erfährt: 

dt  ~  ^^  dx,  "r  ^2  dx^'^  "^  ^"  dx„' 

Wir  setzen  also: 

In  unseren  in  §  1  betrachteten  drei  Beispielen  haben  wir  demnach 
die  infinitesimalen  Transformationen  untersucht: 

cf     X         df    .  .  cf  i 


ferner 


{2:X  —  X,)    '^   +   (ZiC  -  a^a)  1;^  H h  {^X  -  Xn)  /-^ 


und  schliesslich: 

(x\  —  x^)  p^^  +  (a:2  —  x^)  ^^^  +  {x.i  -  x^)  g—  +  g^  • 

Indem  wir  auf  die  früheren  Bemerkungen  in  den  Fällen  n  =  2, 3 
zurückdeuteu,  heben  wir  nur  hervor,  dass  üf  als  der  Differential- 
quotient einer  beliebigen  Function  f(Xi,  xj  •  •  •  x^)  nach  t  für  t  =  0 
aufgefasst  werden  kann,  wo  ic/,  xj  •  •  •  x,i'  die  durch  die  endlichen 
Gleichungen  der  Gruppe  gegebenen  Functionen  von  t  bedeuten: 

Xk    =  (pk{x^,  X.y  ■  ■  •  Xn,t) 
U  =  1,  2  •  •  •  II), 

die  sich  für  ^  =  0  auf  x^,  Xo  •  •  ■  x,^  reducieren. 

Insbesondere  ergiebt  sich  auch,  da   Uxk  ee  |a  ist: 

EinMiiriiug  Dic  Thatsaclic,  dass  eine  Gruppe  durch  Einführung  neuer  Variahein 

neuer  Varia-  _  .  .  .  .  . 

bein  in  dio  vermöge    zweier    cogredienter    Gleichun<;fensvsteme    wiederum    in    eme 
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Gruppe  übergeführt  wird,  haben  wir  in  den  Fällen  n  =  2,  3  geo- 
metrisch anschaulich  begründet.  Wir  wollen  hier  einen  analytischen 
Beweis  geben,  der  für  jedes  n  gilt.  Ist  irgend  eine  eingliedrige 
Gruppe  vorgelegt,  so  kann  dieselbe,  wie  wir  fanden,  auf  die  Form  " 

^iiXi    •  •  ■  Xn)  =  fli  (Xi   ■  ■  ■  X„)       (,-  =  1  .  .  .  n  -  1), 

W(x,'  ■ .  •  x^)  =  Wix,  .  .  .  x„)  +  t 
gebracht  werden.     Setzen  wir  nun 

sü  erhalten  wir  offenbar  Gleichungen  von  der  Form 

^^iih  ■  ■  •  hl')  =  '^.(h  ■  ■  ■  i'..\      (/  =  1  •  • . .  - 1) 

^mV---iV)  =  ir(j....E,.)  +  ^ 

welche  ihrerseits  eine  Gruppe  bilden.     Also  gilt  der 
Satz  3:    Führt  man  in  eine  eingliedrige  Gruppe 

.r,'  =q)i{x^,x^---x^,t),     •  •  .    X,:  =  qp«  {x^ ,  x.,  ■  ■  ■  x„ ,  h 
vermöge  zweier  cogredienten  GleicJmngensysteme  : 

h  =  ^l  i^i ,  ^'2  •  •  •  Xn) ,       ■■■      l.=   0,  (X, ,  X,  .  .  •  X„)  , 

die  neuen  Veränderlichen  i„  y^  •  •  •  ^„  und  i,',  j:/  •  •  •  ^^'  ein,  so  stellen 
die  hervorgehenden  Gleichungen  : 

h   =  <Pi(h,  •  •  •  hl,  0;      •  •  •     £«'  =  ^„  (i'i,  •  •  •  hn  i) 

uiederum  eine  eingliedrige  Gruppe  dar. 

Genau    so    wie    in   dem   Fall    n  =  2    lässt    sich    ferner    der   Sat/.Kinfuhruug 

lit' weisen-  neuer  VarU- 

weiben.  heln  in  d«s 

Satz  4:    Führt  man  in  eine  eingliedrige  Gruppe  ^^*'"'  ''^' 

^'l    =  9'l  (^1  •  •  •  Xn,  t),      •  •  •     Xn    =  (pn   Xi  •  •  -  x„,t) 

anstatt  x^,  x.^  ■  •  ■  x,,  wid  x,',  x^'  ■  ■  •  x/  durch  sicei  cogrediente  Gleichuw/cn- 
sysfcme  neue  Veränderliehe  j:,,  y«  •  •  •  i„  uud  i"/,  j,'  •  •  ■  y,'  ein,  so  'geht 
<^"s  Symbol 

der  infinitesimalen  Transformation  der  Gruppe  dabei  dirrct  in  das  Symbol 
U/'  der  infinitesimalen  Transformation  der  neuen  Gruppe  über.  Es  cr- 
gicbt  sich  also: 

WO  natürlich  Ujc^,  l'^,    ■  ■  l'Xn  in  den  neuen  Verändcrlidtcn  i,,  j;,  •  •    y, 
'  schreiben  sind. 
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Hieran  schliessen  sich  unmittelbar  die  Sätze:  1 

Satz  5:    Durch   Einführung   neuer    Veränderlicher   Jcann   man  jede 
eingliedrige  Gruppe  in  jede  andere  eingliedrige  Gruppe  verwandeln, 
und: 

Satz  6 :  Jede  eingliedrige  Gruppe  in  x^,  x.j  •  •  •  x,i  kann  durch  pas- 
sende Wahl  neuer  Veränderlicher  Ji,  i'2  •  •  •  E«  in  die  Gruppe  mit  der 
infmitesimalen  Transformation 

d.  h.  in  die  Gruppe: 

vertvandelt  tverden. 
^änaeri\"  ^^^   da.z\i   uötigeu   neuen   Veränderlichen  Ji ,  E2  "  '  '  i'«   nennen   wir 

'"*("  Gr'"  c(^nonischc    Veränderliche  und    die    neue   Form    der   Gruppe    ihre   cano- 
nische Form. 

Was    nun    schliesslich    die   lieihenentwichelung   der  endlichen   Glei- 
chungen der  von  der  infinitesimalen  Transformation   Uf  erzeugten  ein- 
gliedrigen Gruppe    anbetrifft,    so    dürfen    wir    uns    auch   hierbei   ganz     ' 
kurz   fassen,   da   die  Begründung  nur    in  nebensächlichen  Dingen  von     ; 
der  für  die  Fälle  n  ==  2,  3  gegebenen  abweicht  (§  3   des   3.  Kap.,  §  3  M' 
des  11.  Kap.).     Wir  erhalten  das 

Theorem  26:  Die  endlichen  Gleichungen  der  von  der  infini- 
tesimalen Transformation 

erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  können  in  Form  von  Reihen- 
entwickelungen  nach  dem  Parameter  t  der  Gruppe  so  ge- 
schrieben tverden: 

^;=  ^.  + 1  f^^i  + 1^  ^(^^.)  +  •  •  • , 

<=  ^.  +  {Ux,  +  ^^  U(Ux,)  +  •  •  • ,  ^ 

Xn  =  Xn  +  Y    UXn  +  fT^    U(Ux„)  +   •  •  •  , 

u)id  jede  Function  f  von  x^,  x^  •  •  •  xä  kann  dementsprechend  so 
entwickelt  werden: 

/[Xy  j  X.^    •  •  •  Xn)   =■  /  (^1  >  ^2  ■  ■  '  •"^nj      I      Y        '  ^"^^  >  "^i   '  '  '  "^^"J      > 

-\-^U{Uf{x„x,---x.))-]----. 


Die  Bahncurven  und  Invarianten  einer  eingliedrigen  Gruppe.  20I> 

Beispiel:    Man  soll  durch  Reihenentwickelung  die  endlichen  Glei-   Joi.ici 
chungen  der  von  der  infinitesimalen  Transformation 

uf^  (^.  -  *.)  ^  +  fe  -  -.)  §i  +  fe  -  -.)  ^ + M, 

erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  berechnen.     Hier  ist: 

C  X^  ==  X^  X^  f  U  X^  :=n:  1  f 

U(Ux,)  =  Xi-  x^-\-  1,      UiUx,)  ^  0 , 
Uiü(Uxi))  =  x,-x,  +  l, 


demnach: 

^\-  ^h  +   1  (^1  -  ^4)  +  0^1  -  ^r,  +  1)  (^  +  ^-1-^  +...), 
analog  x.^'  und  x^'  und  überdies: 

Summation  liefert: 

^1'  =  ^4  +  ^  +  1  4-  ('^'i  —  -^c^  +  l)e'. 
(Vgl.  3.  Beispiel  des  §  1.) . 

§  3.     Die  Bahncurven   und   Invarianten    einer   eingliedrigen  Gruppe. 
Lineare  partielle  Differentialgleichung. 

Einige   Worte    über    die    geometrische   Deutung    der    Transformationeu 
und  der  eingliedrigen  Gruppen  in  n  Veränderlichen  mögen  hier  Platz  finden. 
Wir   setzen   dabei   voraus,   dass   dem  Leser   der  Begriff  eines   Baumes   von  '<""'."  ^"••" 
n   Dimensionen   bekaimt   sei.      Jedem   Wertesystem  x^,  x.^-  •  •  .f„    entspricht  "sioüeu" 
ein  Punkt  dieses  Raumes  mit  den  Coordinaten  x^^x^  •  -  •  x„  und  umgekehrt. 

Eine  Transformation  der  Veränderlichen  x^^  x^  •••  x«  in  neue  .r/,  x.^  ■■■  x,' 
vermöge 

^i  =  ^PiC^n  ^'a  •  •  ■  J-n),     ■  ■  •    X,,'  =  (pjxi.x.,  ■  ■  ■  .1:,,) 

ist  alsdann  eine  Überführung  aller  Punkte  des  Raumes  in  neue  Lagen, 
also  eine  geometrische  Operation.  Insbesondere  bildet  eine  Schar  von  cc' 
Transformationen : 

•''1'=  9'i(^n  'o  •  •  •  ^ij  0)      •  •  •     -^'i'  =  <Pu{,Xi,  x^  ■  •  •  Xn  ,  0 
eine  eingliedrige  Gruppe,  wenn  die  Aufeinanderfolge  zweier  dieser  Operationen 
durch  eine  einzige  Operation  aus  der  Schar  ersetzt  werden  kann.     Die  in-  c-t'om.-tri- 
finilesimalc  Transformation  der  Gruppe:  rinf.xrr 

erteilt  den  Coordinaten  der  Punkte  (c, ,  .'a  •  •  •  •^-i)  die   Incremcnte 

8.r,  =  i,8t,     öx,=^l^dt,     •■■8x,=l^6t, 

'1  li.  sie  ordnet  jedem  Funkle  (a^i ,  j'^  •  •  •  x,)  eine  gctvijisc  infinitesimale  Fort- 
sch  reitu  ngsst  recke : 
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mit  den  Projedionen  'ii8t  -  •  ■  i,n8t  auf  die  n  Coordinatenaxen  zu. 

Dei-  geometrische  Beweis  für  den  im  vorigen  Paragraphen  angegebenen 
Satz  3  über  die  Einführung  neuer  Variahein  in  die  Gruppe  ist  ganz  analog 
den  früher  für  die  Fälle  n  =  2,  3  gegebenen  Beweisen  (vgl.  §  1  des 
3.  Kap.,  §  3  des  11.  Kap.):  Jede  Transformation  der  Gruppe  stellt  im 
Räume  von  n  Dimensionen  eine  Lagenändeining  aller  Punkte  dar.  Die 
Transformationen  einer  Schar  bilden  eine  Gruppe,  wenn  die  Aufeinander- 
folge zweier  dieser  Lagenänderungen  wiederum  eine  Lagenänderung  liefert, 
die  durch  irgend  eine  Transformation  der  Schar  bewirkt  werden  kann.  Die 
Einführung  neuer  Veränderlicher  in  die  Gruppe  kann  nun  als  Einführung 
eines  neuen  Coordinateusystems  in  den  Raum  von  n  Dimensionen  aufgefasst 
werden,  die  jene  Lagenänderungeu  durchaus  unberührt  lässt,  also  auch  die 
Gruppeneigenschaft  nicht  vernichtet. 

Führt  man  auf  einen  Punkt  (xj^  •  •  •  Xn^)  oder  kurz  (a'")  nach  einander 
alle  Transformationen  der  Gruppe  aus,  so  gelangt  er  dadurch  in  00^  neue 
Lagen  (a:'^,  a-g  •  •  •  a',,)  oder  (a;), "die  sich  aus  den  Gleichungen: 


'■■■.r,,\t),     ••■     r„  =  g),(.qO.--x„V) 


Bahucurve.  ergeben.   Diese  00^  Lagen  bilden  eine  Curve,  die  Bahncurve  des  Punlies  (x^). 

So  gehört  zu  jedem  Punkte  (x^)  des  Raumes  eine  Bahncurve.  Ins- 
besondere erkennt  man  leicht,  dass  der  Satz  gilt: 

Satz  7:  Ist  bei  einer  eingliedrigen  Gruppe  p^^  ein  PunJct  auf  der  Bahn- 
curve von  Pq,  so  hat  2h  ^^^'*  ^^'^^^  Curve  auch  zur  Bahncurve.  Eine  ein- 
gliedrige Gruppe  des  n-dimensionalen  Raumes  besitzt  also  oo""^  Bahncurven. 

Der  Beweis  ist  genau  so  wie  in  den  Fällen  n  =  2 ,  3.  (§  2  des 
4.  Kap.  und  §  2  des  12.  Kap.) 

Denken  wir  uns  nun  eine  beliebige  Transformation  7'„  der  Gruppe  auf 
einen  Punkt  j)  einer  Bahncurve  ausgeführt,  so  geht  er  in  einen  Punkt 
(j))jr„  auf  derselben  Bahncurve  über.  Dies  gilt  für  alle  Punkte  der  Bahn- 
curve und  für  alle  Transformationen  der  Gruppe,  daher: 

Satz  8:  Jede  Bahnciirve  einer  eingliedrigen  Gruppe  gestattet  alle  Trans- 
formofionrn  der  Gruppe. 

Insbesondere  ist  auch  sofort  zu  beweisen: 

Satz  9 :  Kennt  man  die  endlichen  Gleichungen  einer  eingliedrigen  Gruppe, 
so  kennt  man  auch  ihre  Bahncurven. 

Handelt  es  sich  dagegen  darum,  die  Bahncurven  zu  bestimmen,  wenn 
nur  die  infinitesimale  Transformation 

der  Gruppe  gegeben  ist,  so  hat  man  zu  beachten,  dass  ein  Punkt  {x^,  x^  •••  .r„) 
vermöge  dieser  infinitesimalen  Transformation  Uf  in  einen  benachbarten 
Punkt  seiner  Bahncurve  übergeführt  wird,  d.  h.  dass  x.^yX^-  •  '  Xn  auf  der 
Bahncurve    um    Inci'emente    (?.rj,  dx,^  •  •  ■  dxn    zunehmen,    die    proportional 

li,  ^2  •  •  •  ^n   sind. 
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Satz  10:  Die  Bahncurven  einer  eingliedrigen  Gruppe  ordnen  ihren 
PunJcfen  gerade  die  Bichtimgen  zu,  welche  ihnen  vermöge  dei-  infinitesimalen 
Transformation  der  Gruppe  sugehürcn. 

Die  Balincurven  sind  also  die  cx)""^  Integrale urven  des  bimultaneu 
Systems: 

dXy  dx.^  ^-^n 

ii (^j  •  ■  •  ^„)  ~"  ^{ocy  ■  ■  ■  A-J  l„(a:,  •  •  -x') 

oder,  was  auf  dasselbe  •hinauskommt,  die  oo"~^  Charakteristiken  der 
linearen  partiellen  Differentialgleichung : 

Uf  =^i,X-\-  I,  K  + h  ^,  -^  =  0. 

Allerdings  haben  wir  bisher  über  die  Interpretation  und  Integration 
derartiger  simidtaner  Systeme  und  linearer  partieller  Differentialgleichungen 
in  beliebig  vielen  Veränderlichen  noch  nicht  gesprochen.  Wir  worden  dies 
hier  kurz  nachholen,  indem  wir  die  analytische  Theorie  dieser  Gleichungen 
als  bekannt  voraussetzen. 

Ein  simultanes  System:  Simultanes 

System. 

^     ^  ^^{x,  •  •  •  a;„)         ^i{x,  •  •  •  xj         ■  ■  *         ^„(x,  ■  ■  ■  x,^) 

integrieren  heisst  bekanntlich,  etwa  X2  •  •  •  Xn.  als  Functionen  von  x^  be- 
stimmen, sodass  sie  identisch  für  alle  Werte  von  aj  die  Gleichungen  (10) 
befriedigen.  Diese  Functionen  enthalten  noch  n  —  1  willkürliche  Cou- 
stanteu.  Deuten  wir  x^,  x.^  •  -  •  Xn  als  Punktcoordinaten  in  einem  Räume 
von  71  Dimensionen,  so  handelt  es  sich  also  darum,  gewisse  Curven  in 
demselben  zu  finden,  nämlich  die,  deren  Richtungscosinus  proportional 
I,,  ^2  '  '  '  ^n  sind.  Geometrisch  erhalten  wir  diese  Integralcurvcn  ^  indem  integrai- 
wir  von  einem  Punkte  ausgehend  der  ihm  jeweils  durch  das  simultane 
System  zugeordneten  Richtung  folgen.  Durch  jeden  Punkt  allgemeiner 
Lage  im  Räume  geht  also  eine  Integralcurve  uud  es  giebt  im  ganzen 
oo"~^  lutegralcurven.  Bekanntlich  nennt  mau  eine  Function  u{j\  •  •  •  X,,) 
ein  Integral  des  simultanen  Systems  (10),  wenn  jede  Mannigfaltigkeit  imegrai 
M  =  Const.  von  lutegralcurven  erzeugt  wird,  wenn  also  jede  Integralcurve, 
die  durch  einen  Punkt  dieser  Mannigfaltigkeit  hindurchgeht,  ganz  in  der- 
selben enthalten  ist.  Dies  tritt  ein,  wenn  die  durch  einen  beliebigen 
Punkt  {x^-  •  •  Xn)  der  Mannigfaltigkeit  u  =  Const.  gehende  Integralcurve 
daselbst  eine  Tangentialrichtung  (1^,  ^2  '  '  '  ^n)  besitzt,  welche  die  Mannig- 
faltigkeit u  =  Const.  berührt,  wenn  also  identisch 

cu  cu     .^    1^  =  0 

i.st.  n  —  1  von  einander  unabhängige  Integrale  «j  •  •  •  ?<„  — 1  des  Systems 
(10)  genügen  zur  Bestimmung  aller  00"""^  Integralcurven,  die  durch  die 
Gleichungen 

w,  =  Const.,     ?/j  =  Const.,     m„_i  =  Const. 

gegeben  werden.      Die  Gleichung 
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ä(mi  •  •  •  ?/„_i)  =  0 

stellt  die  allgemeiuste  Mannigfaltigkeit  dar,  welche  von  Integralcurven 
erzeugt  wird.  Demnach  ist  Sl(iti  ■  ■  ■  u,i  —  i)  die  allgemeine  Form  eines 
Integrals  von  (lO),  sobald  ?<,•••  m„_i  irgend  welche  n  —  1  von  einander 
unabhängige  Integrale  bedeuten. 

Lin.  part.  Betrachten  wir  nun  die  lineare  partielle  Differentialgleichung: 

(U)  ^^^l.8|  +  &^  +  --+^.^  =  0- 

Losung,  Sie  besitzt,  wie  man  weiss,  n  —  1  von  einander  unabhängige  Lösungoi 
Ui^tLj  •••  w,i_i  und  jede  Lösung  f  derselben  ist  eine  Function  von 
u^,  1(2  ''  '  w«_i  allein.  Nach  dem  Obigen  ist  jede  Lösung  von  (ll)  eiu 
Integral  von  (lO),  und  umgekehrt.  Natürlich  giebt  die  obige  Betrachtung 
keinen  strengen  Beweis,  sie  soll  nur  diese  bekannte  Thatsache  geometrisch 
erläutern.  Die  oo"~^  Integralcurven  des  simultanen  Systems  (10)  nennen 
wir  auch,  eine  Bezeichung  von  Monge  im  Fall  n  =  3  auf  beliebiges  n 
cimrakte-  verallgemeinernd,    die    Charakteristiken   der   linearen   partiellen   Differential- 

ristik  /  \ 

gleichung  (ll).     Jede  {n  —  l)-fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit 

«(%»  ^2  •  •  •  ^'«)  ==  0, 
welche  von  oo"~^   Charakteristiken  erzeugt  wird,  nennen  wir  eine  Integi-al- 
mannigfaltigkeit  des  Systems  (10).     Für  eine  solche  ist 

^"  =  ^1  ä^  +  •  •  ■  +  ^"  ä^  =  ^ 

vermöge  w  ^  0. 

Nach   dieser   Einschaltung   kehren   wir   zurück    zur  Betrachtung   einer 
eingliedrigen  Gruppe  in  n  Veräuderlichen. 

Invariante  Die  Frage,   wann  eine  Function  Sl{x^,X2'  -  -  Xn)  bei  allen  Trans- 

Gruppe,   formationen  der  von  der  infinitesimalen  Transformation   Uf  erzeugten 
eingliedrigen  Gruppe 

^1   =  ^l^^iy^i-  •  ■^n,t),       •••       Xn    =  q>n{Xy,X2-  •  •  Xn,t) 

invariant  bleibt,  also  eine  sogenannte  Invariante  ist,  erledigt  sich  sofort. 
Soll 

SI{X^     ■  •  •  Xn)  =  Sl{x^   '  •  •  Xn) 

sein  bei  allen  Transformationen  der  Gruppe,  so  folgt  aus  Theorem  26 
des  §  2,  dass  für  jedes  t: 

Sl{x,--'  x„)  +  \  USl(x,  ■ .  •  x„)  +  /-2  U{USl)  -j--'-  =  il(x,---  x„) 

sein  muss,    woraus  als  notwendige,   aber,   wie  man  sofort  sieht,  auch 
hinreichende  Bedingung  folgt: 

USl{x,  '■■x„)  =  0. 
Theorem  27:     Die   Invarianten    einer   eingliedrigen    Gruppe 
Uf  sind    die   Lösungen    der    linearen  partiellen   Differential- 


H 


Die  Bahncurven  und  Invarianten  einer  eingliedrigen  (.Jruinie.  P,03 

(jleichung  Uf  =  0.  Jede  Invariante  ist  also  dnrstellhar  als 
Function  von  irgend  welchen  n—1  von  einander  unabhängigen 
Invarianten. 

Geometi-isch  gedeutet  stellt  die  Gleichiiug  Sl  =  Const.  eine  Schar  von 
oo'  (n  —  l)-fach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeiten  dar.  Ist  Sl  eine  In- 
variante, so  bleibt  jede  dieser  Mannigfaltigkeiten  für  sich  bei  allen  Trans- 
formationen der  Gruppe  Uf  invariant.  Jede  dieser  Mannigfaltigkeiten  wird 
erzeugt  von  cx)''-^  Charakteristiken  der  linearen  partiellen  Differential- 
gleichung Uf=  0,  d.  h.  von  oo"--  Integralcurven  des  simultanen  Systems 
(10)  oder  also  von   oc"  —  '^   Bahncurven  der   eingliedrigen  Gruppe    Uf. 

Wir  sagen  wie  früher,  eine  Gleichunq  invariante 

Gleichung. 
il{x^,X.i  '  •  •Xn)  =  0 

gestatte  eine  Transformation,  welche  die  Wertsysteme  {x^  •  ■  ■  x„)  in 
die  Wertsysteme  (a:/  •  •  •  x,/)  überführt,  wenn  die  Transformation  jedes 
Wertsystem  {xj^  •  •  •  Xn),  für  das  £1  =  0  ist,  in  ein  solches  (x^'  ■  ■  •  x,,') 
transformiert,  für  welches  ebenfalls  -Q(a:/-  •  •  x,/)  =  0  ist,  mit  anderen 
Worten:  Die  Gleichung  Sl{xi  •  •  •  x„)  =  0  ist  bei  der  betreffenden 
Transformation   invariant,   wenn   die  Gleichung  diese  nach  sich  zieht: 

Sl(Xi   '  •  •  Xn)  =  0. 

Fragen  wir  uns,  ob  und  welche  Gleichungen  il{xi  ■  ■  •  x„)  =  0  es 
giebt,  welche  alle  Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe  Uf  ge- 
statten. Da  bei  einer  beliebigen  Transformation  der  Gruppe  nach 
Theorem  26  des  §  2 

Sl(x^' . .  .  x:)  =  £l{x,  •  •  •  x,,)  +   l   USl{x,  ...x„)  +  ^^U{USl)-\--.. 

ist  und  dies  also  gleich  Null  sein  soll,  sobald  Sl(x^  •  •  •  x„)  =  0  ist,  und 
zwar  für  jedes  t,  so  ergiebt  sich  als  eine  notwendige  Bedingung,  dass 
USl{Xi  •  •  •  x„)  =  0  sein  muss  vermöge  £l(Xi  •  •  •  x„)  =  0.  Auch  ist 
dies  Kriterium  hinreichend. 

Das  Verschwinden  von  USl  vermöge  Sl  =  0  kann  nämlicli  auf 
zweierlei  Weisen  eintreten.     Es  ist  ja 

^  =  1,1^  +  13^  +...  +  i,  1^-. 

Es  ist  zunächst  denkbar,  dass  |i,  t^  ■  ■  ■  t>  sämtlich  verscliwindon 
vermöge  Sl  =  0.  Alsdann  ist  jedes  Wertsystem  {Xi'--x„),  welches 
lue  Gleichung  ii  =  0  erfüllt,  für  sich  invariant;  gleichzeitig  bleibt 
auch  die  Gleichung  Sl  =  0  invariant.  Oder  aber  ^,,  5^,  •  •  •  ^„  ver- 
schwinden nicht  sämtlich  vermöge  Sl  =  0.  In  diesem  Falle  bleibt 
nicht  jedes  Wertsystem  (a^i  •  •  •  Xn),  welches  Sl  =  0  macht,  für  sich 
Mvariant,   sondern    wird   durch   die   Transformationen   der  Gruppe   im 
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allgemeinen  in  neue  Wertsysterae  {:c^  •  •  •  Xn)  übergeführt.  Sind  nun 
ßj  •  •  •  5i„  ein  System  Lösungen  der  linearen  partiellen  Difierential- 
gleichung 

üf=  li  ^  H h  i«  ^  =  0, 

so  kann  bekanntlich  die  Gleichung  Sl  ==■  0,  die  ja  USl  =  0  macht,  dir 
Form 

erhalten.  Sie  bleibt  daher  invariant  bei  jeder  endlichen  Transformation 
unserer  eingliedrigen  Gruppe,  die  ja  auf  die  Form 

.  Sii(Xi    •  •  •  X,,')  =  Sii{Xj^  ■  •  •  Xn), 

W(x,''--x,:)  =  W{x,---Xn)  +  t 
reducibel  ist. 

Wir    erkennen    hiermit,    dass    das    Verschwinden    des    Ausdrucks 
USl   vermöge   £1  =  0   nicht   allein   ein  notwendiges,   sondern  zugleich 
ein  hinreichendes  Kriterium  für  die  Invarianz  einer  Gleichung  5i  =  0  ist. 
Theorem  28:    Es  gieht  zwei  Arten  von  Gleichungen 
U{xi  ■  •  ■  x„)  =  0, 

welche  hei  einer  eingliedrigen  Gruppe  Uf  in  den  n  Veränder- 
lichen x^---Xu  invariant  bleiben.  Entweder  bleiben  alle  Wert- 
systeme (x^-  ■  •  Xn),  ivelche  ^  =  0  machen,  für  sich  invariant 
oder  nicht.  In  beiden  Fällen  ergiebt  sich  als  Invarianzkrite- 
rium, dass  Uil  =  0  sein  muss  vermöge  £1  =  0. 

Geometrisch    gedeutet    haben    diese    beiden    Möglichkeiten    folgenden 
Sinn:    Sl  =  0   stellt   eine   (m  —  l)-fach    ausgedehnte   Mannigfaltigkeit   dar. 
Soll   dieselbe   bei  der  eingliedrigen  Gruppe   Uf  invariant  bleiben,   so  muss 
diese  jeden  Punkt  {x^  •  •  ■  Xn)    derselben  wieder  in  Punkte  derselben  über- 
führen.    Da  aber  der  Punkt  bei  allen  Transformationen  der  Gruppe  immer   i 
nur   in   Punkte    seiner    Bahncurve    übergeht,   so    folgt,    dass   die   invariante 
Mannigfaltigkeit    5i  =  0    im    allgemeinen    von    Bahncurven    erzeugt    sein  ^ 
muss.     Nur,    wenn   kein  Punkt   der   Mannigfaltigkeit   eine   Bahncurve   hat,  J 
d.   h.  wenn  alle  Punkte  der  Mannigfaltigkeit  für  sich  invariant  bleiben,  ist 
dem    nicht   so.     Es    ist   dies   der  Fall,   in    welchem   alle  Punkte  (iCj  •  •  •  Xn) 
von  Sl  =  0  die  Coefficienten  ^^  •  •  •  ^^   einzeln  gleich  Null  machen. 

Es  ist  naturgemäss,  zu  sagen,  dass  die  Gleichung  Sl  =  0  bei  der 
infinitesimalen  Transformation  Uf  invariant  bleibt,  sobald  die  Änderung, 
welche  JJf  ihrer  linken  Seite  erteilt,  USlÖt,  vermöge  der  Gleichung 
selbst  auch  Null  ist,  d.  h.  sobald  USl  vermöge  Sl  =  Q  verschwindet. 
Unser  Kriterium  kann  daher  auch  so  ausgesprochen  werden: 

Satz  11:  Die  Gleichung  Sl{x^-  •  •  Xn)  =  0  gestattet  alle  Transformor 
tionen  der  von  der  infinitesimalen  Transformation  Uf  erzeugten  eingliedrigen 
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Gruppe  in  dm  n  VeränderlicJwn  x^-  •  •  Xn  dann  und  nur  dann,  wenn  sie 
die  infinitesimale  Transformation  Uf  der  Gruppe  gestattet. 

Wir  sind  nunmehr  zu  Ende  mit  der  Aufzählung  und  dem  Be- 
weise der  wichtigeren  mit  eiuer  eingliedrigen  Gruppe  in  n  Veränder- 
lichen verbundenen  Sätze  und  können  dazu  übergehen ,  in  ähnlicher 
Weise,  wie  dies  in  der  2.  Abteilung  für  den  Fall  w  =  2  geschah,  die 
Beziehungen  der  eingliedrigen  Gruppen  zu  Differentialgleichungen  her- 
zustellen. 

Vorher  aber  wollen  wir  noch  eine  Bemerkung  über  eine  gewisse 
Beziehung  zwischen  zivei  infinitesimalen  Transformationen  einschalten, 
die  wir  schon  früher  an  einer  Stelle  flüchtig  berührt  haben. 

§  4.     Deutung  der  Beziehung:  (UV)  E^O. 

Führt  man  zwei  Transformationen,  S  und  T,  nach  einander  aus,    A"f!'?' 
SO  ist  es   im   allgemeinen   nicht   orleiehgülticr,   in    welcher  Reihenfoljje     ^i?'?'' 

o  O  O  D7  O        endlicher 

dies   geschieht:   ST  ist  im   allgemeinen   verschieden   von   TS.     Wenn  '^"ransfor- 

o  '  ~  mationen. 

man  z.  B.  in  der  Ebene  zuerst  eine  Rotation  und  dann  eine  Trans- 
lation ausführt,  so  ist  das  Ergebnis  ein  ganz  anderes,  als  wenn  man 
zuerst  die  Translation  und  darauf  die  Rotation  ausgeübt  hätte. 

Die   Aufeinanderfolge    zweier   infinitesimaler  Transformationen  ist  a^^de^foie 
allerdings   gleichgültig,   da  wir   bei   diesen  nur  die   unendlich  kleinen,^": 
Grössen  niedrigster  Ordnung  berücksichtigen:  Die  Function  /'wird  von  Transfor- 

'^  o  D  I  matiouen 

Uf  in  f -\-  üfdt  verwandelt,  diese  weiterhin  von   Vf  in: 

f+  Ufdt-\-V{f+  üfdt)dx 
oder   also   in  f -\-  Ufdt-\-  Vfdt,   denn   das   mit   ötdr  behaftete  Glied 
ist   zu   unterdrücken.     Vertauschen   wir   Uf  und   Vf  mit   einander,   so 
ergiebt  sich  ebenderselbe  Wert. 

Dem  ist  nicht  stets  so ,  wenn  zwei  endliche  Transformationen 
S  und  T  der  von  Uf  und  Vf  erzeugten  eingliedrigen  Gruppen  nach 
einander  ausgeführt  werden.  Die  erste  Transformation  S  verwandelt 
eine  Function  /"allgemein  in: 

die  zweite  T  dagegen  in: 

(vgl.  Theorem  26  des  §  2).  Um  also  die  Function  /""  zu  erhalten,  in 
welche  /'  vermöge  der  Aufeinanderfolge  ST  übergeht,  haben  wir  T 
auf  f  auszuführen,  also  zu  bilden: 

/•"    f'  +  -\  rr  +  ^^v{vn  +  --: 

Lie,  DilTereutialgK-icliuiiuvn.  20 
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Aber  wegen  des  obigen  Wertes  von  f  ist  hierin  zu  setzen: 
f  =  f^l-Uf+^^U^Uf)-\---', 

F(F/')=F(F/-)  +  ---, 

j 

sodass  sich  ergiebt: 

+  \Uf+^V{Uf)  +  --- 

Hierin  haben  wir  nur  die  Glieder  geschrieben,  welche  in  t  und  t 
vom  0.,  1.  und  2.  Grade  sind.  Lassen  wir  die  unbequemen  Klammern 
weof  und  ordnen  wir  die  Glieder  anders,  so  kommt  offenbar: 

r=f-\r\(tUf+^yf)-\-^(füUf+2ttVUf+x'VVf)  + 

-^--L^^(eüuuf+stHvuuf+3tT'vvuf-{-T'rvvf)-^--- 

und  die  Gesetzmässigkeit  leuchtet  ein. 

Wenn  wir  aber  nun  umgekehrt  auf  f  zunächst  T  ausführen,  so 
geht  f  über  in  f.  Wird  dann  erst  S  ausgeübt,  so  ergiebt  sich  eine 
Function  f,  die  ofifenbar  ganz  analog  wie  f"  gebaut  ist,  nur  dass  U 
und   V  und  t  und  t  darin  zu  vertauschen  sind.     So  kommt: 

f=f-\-{  {rVf  +  tUf)  +  i^2  {r'VVf^  2ttUVf+  fUUf)  + 

^._^-l^^(t'^VVVf-\-3THUVVf+'dti'UUVf-\-t'UUUf)-j-'-. 

Wir  fragen  uns  nun,   wann  /"  und  /'  für  alle  Parameterwerte  t, 

X,  d.  h.   für   alle  Transformationen  S,  T  der   beiden  Gruppen   Uf,   Vf 

einander    gleich    sind,    wie    auch    die  Function    /'  gewählt    sein   mag. 

Zunächst   stimmen   die  erhaltenen  Werte   in  den  Gliedern  nuUter  und 

erster   Ordnung    in  t^  %  überein.     Die    Differenz    der    Glieder    zweiter 

Ordnung  hat  den  Factor: 

YJjf^jJVf. 

Dies  aber  ist  nichts  anderes  als  der  Klammerausdruck  (VU\  den  wir 

in  §  3  des  10.  Kapitels  in  n  Veränderlichen  entwickelt  haben. 

Als  erste  notwendige  Bedingung  dafür,  dass  ST=  TS  ist,  ergiebt 

sich  also: 

(f/F)EEO. 


I 


Deutung  der  Beziehung:  {Ui')  rrr  0.  '.',i)~ 

Wenn  umgekehrt  diese  Bedingung  erfüllt  ist,  so  ist  nun  auch  /  __ /. 
Es  stimmen  dann  nämlich  die  Glieder  nullter,  erster  und  zweiter  Ord- 
nung in  t,  r   übereiu.     Die  Differenz   des   Gliedes   dritter  Ordnung   ist 

^■^(VUUf—  UUVf)  +  ^-^{VVUf-  UVVf). 

Sie  ist  Null,  weil  wegen  (f/Fj^O  überall  VU  durch  VV  ersetzt 
werden  kann.  Dasselbe  gilt  für  die  Differenzen  der  Glieder  höherer 
Ordnung. 

Satz  12:  Die  endlichen  Transformationen  S,  T  ziceier  von  Uf  und 
Vf  erzeugter  eingliedriger  Gruppen  sind  dann  und  nur  dann  mit  ein- 
ander vertauschbar:  ST  =  TS,  wenn  der  Klammerausdruclc 

{UV)=U{Vf)-V{Uf)  =  0 
ist. 

Wie    schon    bemerkt,   ist    die    Reihenfolge    zweier    infinitesimaler 

Transformationen    für    das   Ergebnis    stets    gleichgültig,    solange   man 

die   unendlich   kleinen   Glieder  höherer   Ordnuncr  nicht   berücksichtigt. 

Wir  wollen  nun   insbesondere  aber  Uf  und  Vf  vertauschbar    »e>iHe». "^'^'^*"!""^ 

'  bare  luf. 

wenn  jede  endliche  Transfortnation  der  von   Uf  erzeugten  Gruppe  mit     '^'^ 
jed£r   de7-   von   Vf  erzeugten   in   der  Eeihenfolge  vertauschbar   ist,    d.  h. 
icenn  die  Beziehung  ( ['  V)  ^  0  besteht. 

Wenn  Vf^  Uf  wäre,  so  würden  S,  T  endliche  Transformationen 
derselben  eingliedrigen  Gruppe  sein.  Da  {UU)  ^0  ist  für  jedes  Uf, 
so  folgt,  dass  zivei  Transformationen  ein  und  derselben  eingliedrigen 
Gruppe  stets  mit  einander  vertauichbar  sind.  Dies  Resultat  hätten  wir 
übrigens  auch  aus  Theorem  24  des  §  1  ohne  weiteres  entnehmen 
können. 

1.  Beispiel:  Sei  Beispiele 

Cf  irr—  Cf     ,  Cf 

f  >r  öx    '    ^  ry 


jrr cf       ,  cf  ,-/.  cf      ,  cf 

^  ex    '        f  >r  öx^r« 


so  ist; 


(UV)=-ii^^4-x^—x^^4-y^  =  0 
^         '  "^  d  X    '        cy  cy        ''  dx 


Uf  ist  eine   infinitesimale    Rotation,  fp>ST<p/rS 

Vf  eine  infinitesimale  Ähnlichkeits- 
transformation vom  Anfangspunkt 
aus.     Es   ist   demnach   bei   der  Auf-  ^ 

einanderfolge  einer  Rotation  um  den  ^.^-^  \ r^:    -^/^'T 

Anfangspunkt     und     einer    Ähnlich-    Qy-"'"'^'' 
keitstransformation     vom     Anfangs- 
l)unkt    aus    die    Reihenfolge    beider   ghichgiilti«^.      In    der    'riiaf    »'rhellt 
dies  auch  sofort  geometrisch.     (Kig.  2%^ 
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2.  Beispiel:  Wir  wollen  alle  eingliedrigen  Gruppen  in  zwei  Ver- 
änderlichen X,  y  aufsuchen,  die  mit  den  Translationen  längs  der  ^/-Axe 
vertauschbar  sind.     Hier  ist  das  bekannte 


während 

gesucht  wird.     Es  ist: 


^'  —^dx^^  dy 

(IJY)  =  ^^^^^. 
^        ^        dy  dx*    dy  dy 


Soll   dies  Null   sein  .für  jedes  f,   so   müssen  §  und  ?;  frei  von  y  sein: 
Mit    der    eingliedrigen 
eingliedrigen  Gruppen 


Mit    der    eingliedrigen    Gruppe    von   Translationen    ^    sind    also    alle 


vertauschbar.     Zu    diesen  Gruppen   gehört  unter  anderen  die  Gruppe 

der  Translationen  a  J  -\-  b  ^      nach    einer    gewissen    Richtung    hin, 

ferner   die   Gruppe   der  affinen  Transformationen  x  ^    ,    die    der   pro- 

iectiven  Transformationen  von  der  Form  a;  ts — \-  ^  ^-  ^^-  ^• 
''  ex    '        oy 

Wir  erinnern  daran,  dass  die  Relation  {UV)^0  in  zwei  Ver- 
änderlichen schon  in  §  3  des  6.  Kapitels  (Satz  6)  aufgetreten  ist, 
und  bemerken,  dass  sie  in  analoger  Weise  in  n  Veränderlichen  im 
nächsten  Kapitel  wieder  vorkommen  wird.  Wir  werden  alsdann  Ge- 
legenheit nehmen,  den  Zusammenhang  mit  der  im  gegenwärtigen 
Paragraphen  gefundenen  geometrischen  Deutung  der  Relation  in  einer 
Anmerkung  aufzudecken. 


Kapitel  15.  |i 

Lineare  partielle  Differeiitialgleichiiiigeii  Äf=0,  welche  eingliedrige 

Oruppen  gestatten. 

Von  jetzt  ab  entwickeln  wir  eine  ähnliche  Theorie,  wie  im  7.  und 
8.  Kapitel:  Wir  werden  eine  lineare  partielle  Differentialgleichung 
betrachten,  welche  alle  Transformationen  gewisser  eingliedriger  Gruppen 
gestattet,  und  die  daraus  sich  entwickelnden  Theorien  gelegentlich 
auch  in  Zusammenhang  mit  den  sogen.  Jacobi'schen  Multiplicatoren 
der    Diöereutialgleichuug   bringen,  —  alles   aber  unter  Voraussetzung 
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beliebig  vieler  Veränderlicher.  Doch  werden  wir  melirere  Male  die 
Betrachtungen  für  den  P^'all  dreien'  Variabein  specialisieren,  um  sie 
möglichst  anschaulich  zu  machen. 

§   1.     Lineare  partielle  DiflFerentialgleichungen,  welche  endliche 
Transformationen  gestatten. 

Es  sei  vorgelegt  eine  lineare  partielle  Differentialgleichung 

WO  «1,  a.^  •  •  •  a,i  gegebene  Functionen  von  x^,  x^  •  •  •  x^  bedeuten  und 
die  linke  Seite,  da  sie  die  Form  eines  Symbols  einer  infinitesimalen 
Transformation  hat,  auch  durch  das  Zeichen  einer  solchen  ausgedrückt 
werden  kann.    Wir  wollen  sie  Af  nennen,  sodass  die  Gleichung  lautet: 

Wie  bekannt,  besitzt  sie  n  —  1  von  einander  unabhängige  Li')- 
sungeu  f  =  co^,  a.^  •  -  ■  (On—i  und  jede  andere  ihrer  Losungen  ist  eine 
Function  dieser.  Hervorheben  wollen  wir  noch,  dass  die  Differential- 
gleichung Af  =  0  durch  Angabe  n  —  1  von  einander  unabhängiger 
Lösungen  derselben  völlig,  nämlich  bis  auf  einen  unwesentlichen  Factor, 
der  sich  fortheben  lässt,  bestimmt  wird.  Denn  es  ist  ja  jedes  .4cj,  =  0 
und   also   können  wir   aus  den  n  —  1  Gleichungen: 

A  f  ö),  ,  <:  CO,  ,  ,3(0.  „ 


Acon-i 

den  Schluss   ziehen,   dass  sich  w^,  «^  ■  '  "  ^t  ^^^  einander  verhalten  wie 
die  (»  —  l)-reihigen  Unterdeterminanten  der  Matrix: 


dxi 

Cx^ 

^"«-1 

dx. 

^%-l 

dxi 

ax„ 

Öie   sind   demnach   durch   co^^,  «_,  •  •  •  c<j„_i   bis    auf  einen  gemeinsamen 
Factor  völlig  bestimmt. 

Die  betreffende  lineare  partielle  Differentialgleichung  -.4/'=(»  hat 
daher  die  Form 
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^a>, 

^£0,                            2o), 

dxi 

da\                dx^^ 

dca^ 

d  (»2                 d  «g 

dxi 

dx.,             a.T„ 

^'"n- 

.l^ö>n_l             ^"„-1 

dxi 

dx^              dx^ 

cf 

df                  df 

dxi 

ex,               dx„ 

=  0. 


Wir    wollen    auf    unsere    lineare    partielle    Dififerentialgleichung 


Kinführuiig 
neuer  Vcr- 

äiuieriichcr  4/"_=  0  ^ine  Transformatiou  ausführen,  indem  wir  neue  Veränderliche 

in  Aj=0.       I  ^  ' 

Xi',  X.)  ■  ■  ■  x/  vermöge  der  n  Gleichungen: 


Xk  =  <pk{x^,  x.^-  ■  ■  Xn) 
einführen.     Dadurch  geht  Af  über  in: 

Äf 


(t  =1,2 


") 


^^i'  U"  +  ^^'  //'  + 


+  ^^«' 


IL 

ex' 


i 


(vgl.  §  2   des   14.  Kap.).     Die   neue   Differentialgleichung   lautet  also: 


Äf=  Äx,'  ^  -{-  Äx^'  ^  -\- 


-\-    AXn     -^-^,   0, 


worin  natürlich  Ax^  =  Acpy,  ■■  ■  Ax,i  =  Acpn  durch  x^',  x.J  ■  ■  •  x,/  aus- 
zudrücken sind.  Für  jede  Function  /'  besteht  demnach  vermöge  der 
)i  Gleichungen  Xk  =  (pk  die  Relation 

Ar=Äf 

identisch.  Insbesondere  ist  also,  wenn  w  eine  Lösung  von  Af  ==  (^ 
ist,  mit  ylcj  E^  0  auch  A'to  ^e^  0,  sobald  co  in  den  neuen  Veränder- 
lichen X    geschrieben  wird.     Daher: 

Satz  1:  Führt  man  in  eine  lineare  partielle  DifferentiaJgleichmfi 
Af  =  0  in  den  Veränderlichen  Xj.  •  •  •  Xn  neue  Veränderliche  x^ •  ■  ■  Xn  ein, 
so  geht  jede  Lösung  der  Differentialgleichung  Af  =  0  durch  Einführung 
der  neuen  Variahein  in  eine  L'6s\mg  der  neuen  Differentialgleichung  über. 
Erhalten  dabei  n — 1  von  einander  unabhängige  Lösungen  ai{x)---cj„^.i(x) 
von  Af=0  die  Formen  ä^(x')  •  •  ■  tö„_i(x'),  so  erhält  Af  =  0  in  den 
X   die  Form 


A'f^  2  ± 


^■="0. 


dXi    dx^  ^^n  —  l  ^^n 

Wenn  nun  insbesondere  die  transformierte  Differentialgleichung 
A'f=0  bis  auf  einen  unwesentlichen  Factor  q  wieder  die  ursprüng- 
liche Form  hat,  wenn  also 
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ist,  so  hat  A'f  =  0  offenbar  die  n  —  1  von  einander  unabhängigen 
Lösungen  (o^ix)  ■  •  ■  oOn—iix),  die  aus  G)y{x)  •  •  ■  a)n-i{jc)  einfach  dadurch 
hervorgehen,  dass  man  überall  x  statt  x  schreibt.  Da  nun  auch 
öi(.r')  •  •  •  o„_i  (rc')  n  —  1  von  einander  unabhängige  Lösungen  von 
Äf  =  0  sind,  so  müssen  diese  Functionen  von  jenen  sein,  d.  h.  es 
besteben  n  —  1  Identitäten  von  der  Form: 

rä,(a:/  •  ■  •  x„')  ^  9.1  {Giy(x)  '  ■  •  (Oa-iix')) 

(i  =   1,   2    •    •    •    7»   —   1) 

oder  also,  es  bestehen  vermöge  der  Transformation  Xi^  =  (fk{x)  gewisse 
)i  —  1  Relationen  von  der  Form 

G3,(^i  •  •  •  ^"n)  =  ii,(e3i(/)  •  •  •  CJ„_i(/)) 

(i"  =  1,  2  ■  •  •  /i  —  li 

oder,  nach  den  ci{x')  aufgelöst: 

(1)  Oiix^  ■  ■  ■  Xa)  =  Wi{c3i(x)  ■  ■  ■  w„_i(x)) 

(l   =  ),   2   •    •    ■    H  —   1). 

Jede  Lösung  co(x)  von  Af=0  wird  dann  durch  die  Transformation 
Xk  =  q)k{x)  wieder  in  eine  Lösung  von  Af=0  übergeführt,  nur  ist 
überall  x'  statt  x  geschrieben. 

Wenn  andererseits  n  —  1  solche  Relationen  (1)  bestehen,  so  hat 
Ä f  =  0  die  Lösungen  cojx')  •  •  ■  tö„_i(.t;'),  d.  h.  A'f  muss  bis  auf  einen 
unwesentlichen  Factor  p  die  Form  von  Af=  0  haben,  nur  dass  überall 
x'  statt  X  geschrieben  ist. 

Wir  können  also  sagen: 

Satz  2:  Eine  lineare  partielle  BifferentialgleichiuKj  Af=0  hcwahrt 
dann  und  nur  dann  hei  Einführung  neuer  Variahehi  ihre  Form  bis  auf 
einen  timvesentlichen  Factor,  icenn  diese  Transformation  jede  Lösung  von 
Af  =  0  wieder  in  eine  Lösung  von  Af  =  0  überführt. 

Hiernach  ist  es    gerechtfertigt,  zu  sagen:    die  Differentialglcichung^^l'^*^^^^^^ 
Äf  =  0   gestattet    eine   vorgelegte   Transformation,   sobald    diese    Trans-    ;','J~^" 
formation  ihre  Lösungen  unter  einander  vertauscht. 

Geometrisch   gedeutet   kommt   dies   darauf   hinaus,   dass  die  Trausfor- 

mation  Xk  =  9>a('i  •  ■  •  ■'«)    i'u  Räume  (j\  ■  ■  ■  x„)   die   Punkte   einer  jeden 

<'harakteristik  co,  =  Const.,  •  •  •  co„_i  ==  Cotii^t.   von  Af=  0  wieder  in  die 

1 'unkte  einer   ihrer  Charakteristiken   tlberfülnt,   kürzer  gesagt,   die  t'harak- 

ristiken  unter  einander  vertauscht. 


.Traii»form.T- 


Beispiel:     Sei  Beispi.<i 

Af^x,  H  +  X,  ?~(-  -  ^lL±^  LL  =  ,). 
'  »  f  .r,    '      *  dx,  x^        öx^ 

"ühron   wir  die  neuen  Veränderlichen 


i 
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^   /  ^   /    ^   /   

ein,  so  kommt: 

Ä'f=—x  ^4-x  -1^  —  ^ii±-:^ -^ 

oder : 

'  *   ra;,     '      -  rx.,  a;,,  (7a;3 

Also  bewahrt  Af  bei  Einführung"  der  neuen  Veränderlichen  seine 
Form.  (Insbesondere  ist  hier  q  =  1.)  Daher  führt  unsere  Trans- 
formation jede  Lösung  in  eine  ebensolche  über.  Dies  lässt  sich  veri- 
liciereu:  Af=  0  ist  äquivalent  dem  simultanen  System: 

dx,         dx.,  x\  dx^ 


und  dies  giebt  integriert  zunächst: 

'"**  =  Const. 
Ausserdem  ist: 

Integriert: 

•'i"  4"  -^2"  "f"  ^3^  =  Const. 

Deuten  wir  x^,  Xg,  Xr^  als  rechtwinklige  Punktcoordinaten,  so  stellt: 

-'-  =  Const. 

X, 

die  Ebenen  durch  die  rCj-Axe, 

^1^  +  ^2^  +  ^a"  =  Const. 


< 


die   Kugeln   um   den   Anfangspunkt  dar.     Ihre   oo^   Schnittkreise    sind 
die   Charakteristiken   von  Af=0,     Die    angewandte   Transformation: 

Xi    ^=  ^2  >       ^^2    ^^  '^1  >       "^3    ^^^^  '''S 

aber  ist  eine  Rotation  um  die  Xc^-Axe  mit  der  Amplitude  — .    Offenbar    ji 

vertauscht  sie   die  Charakteristiken   unter   einander.     Die  allgemeinste 
Lösung  der  Differentialgleichung  Af=0  lautet: 

P.{x,^  +  x,'-\-x./,   ^^^). 
Offenbar  wird  sie  von  der  Transformation  wieder  in  eine  Lösung 

verwandelt. 


Kriterium  dafür,  dass  Af  ^  0  eine  eingliedrige  Gruppe   L''/"  gebUttet.    3iy 

§  2.     Kriterium   dafür,   dass    Af=  0   eine    eingliedrige    Gruppe    Uf 

gestattet. 

Es  sei  wieder  die  lineare  partielle  Differentialgleichung 

Af=0 
vorgelegt   und   es   sei   Uf  die   infinitesimale  Transformation    einer  ein- 
gliedrigen Gruppe  in  x^,  x^  •  •  •  x^.     Die   endlichen  Gleichungen    dieser 
Gruppe  lauten  (nach  Theorem  2G,  §  2  des   14.  Kap.): 

(2)  X,'  =  X-,  +  [   Ux,  +  ^  UUx,  +  ■■■ 

(t  =  1,  2  •  •  •  n). 

Wir  werfen  die  Frage  auf,  wann  die  lineare  partielle  Di/f'crcntial- 
(jlcichung  Äf  =  0  alle  Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe  Uf 
gestattet. 

Es  mögen  oj^,  co.,--  cOa—i  n  —  1  von  einander  unabhängige  Lö- 
sungen der  Gleichung  Af  =  0  sein.  Nach  den  Entwickelungeu  des 
vorigen  Paragraphen  gestattet  Af  =  0  die  allgemeine  Transformation 

(2)  der  Gruppe   Uf  dann'  und  nur   dann,   wenn  jedes  «,,   geschrieben 
in  den  neuen  Veränderlichen  x^  •  •  •  x,i  ,  die  Form  hat: 

G)i{x^  •  •  •  Xn)=  Wiia^^ix^  "  ■  ^n),  •  •  ■  ««_i(^i  ■  •  •  Xa)) 

(j  =  l,  2  •  •  ■  «  —  1). 

Es  lässt  sich  aber  die  linke  Seite  nach  Theorem  26  entwickeln  nach  t, 
sodass  kommt: 

(Oi{x^  •  •  ■  x„)  +  '^   U(Oi{Xi  •  '  •  x„)  +  •  .  •  =  Wi{G)i(x)  •  •  •  cj„_i(.r)). 

Da  eine   solche  Relation   identisch    bestehen  soll  für  jedes  t,   so  folgt 
zunächst  als  notwendige  Bedingung,  dass  die  UcOi  die  Form  haben: 

(3)  UcOi  ^  Sli{(0^   ■  ■  ■  COa-l) 

(j=  1,  2  •  .  •  fj  —  1). 


Dies  Kriterium  ist  aber  auch  hinreichend,  denn  nun  ist  auch 


d.  h.  ebenfalls  eine  Function  von  co^  ■  •  •  gj„_i  allein,  u.  s.  w. 

Satz  3:  Die  lineare  partielle  I)i/ferentialglcichung  Af=0  gcstutid 
alle  Transformationen  der  eingliedrigen  Grujtpe  Uf  dann  toxi  nur  dann, 
wenn  n  —  1  von  einander  nnahliängige  Lösungen  a^-  •  aj„_i  der  Diffcrcn- 
fialgleichimgen  Relationefi  erfüllen  von  drr  Form : 


I 


Uoi  i__-  Sli^roy  ■  ■  ■  w„_,) 

(i  =  1,  2  •  •  •  1  —  1). 
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Wie  im  Falle  zweier  Veräiulerliclier  (§  2  des  6.  Kap.)  liegt  offenbar 
auch  hier  in  n  Veränderlichen  die  Redeweise  nahe:  Die  Differential- 
gleichung ^/'=0  gestattet  die  infinitesimale  Transformation  Uf,  sobald 
Uoi  •••  Ucon—i  sämtlich  wieder  Lösungen,  also  Functionen  von  a^  '•  On—i 
sind.     Daher  können  wir  Satz  3  auch  so  aussprechen: 

Satz  4;  Die  JDifferentiahjleiclnuuj  Af==0  gestattet  die  eingliedrige 
Griqype  Uf,  sobald  sie  ihre  infinitesimale  Transformation  Uf  selbst  zidässt. 

Beispiele.  1.  Beispiel:     Die  lineare  partielle  Differentialgleichung 

gestattet  die  eingliedrige  Gruppe: 

denn  Af  besitzt  das  Lösungensystem: 

e?!  =  a-j  —  x.^,     (02  ^  Ä-i  —  Xs 
und  es   ist: 

f/oj  ^  Xi  —  x^^  co^,     Uco^  E^  «2 . 

Auch  geometrisch  ist  dies  einzusehen,   denn   die  Charakteristiken   von 

Af  =  0  sind,  wenn  x^^,  x.,,  .r,  rechtwinklige  Punktcoordinaten  bedeuten, 

alle  Gerauen 

a'i  —  X.,  =  Const.,     x^  —  x.^  =  Const., 

d.  h.  alle  Geraden  parallel  der  Geraden 

lA-  j  ■'         \M.'.i      "^"^     iX'-J   • 

Die  von  den  Charakteristiken  erzeugten  Flächen  sind  also  Cylinder- 
äächen.  Offenbar  werden  dieselben  von  jeder  Transformation  der  ein- 
gliedrigen Gruppe  Uf,  nämlich  von  den  Ähnlichkeitstransformationen 
vom  Anfangspunkt  aus,  in  ebensolche  übergeführt. 

2.  Beispiel:     Die  lineare  partielle  Differentialgleichung 

'  ^  CXi  '■  cx^ 

gestattet  dieselbe  eingliedrige  Gruppe: 

Uf=x,^-^+x.>^+x,'^^^ 

^4/'=0  besitzt  nämlich  die  Lösungen: 

«1  =  ^^  +  •^■2^     "2  =  ^3 
und  es  kommt: 

ZJoji  ^  2aJi^  +  '^^^  ^  2cj, ,     Ua^  ee  iCg  ^  cog  ■ 
Interpretiert    man    die   Differentialgleichung    Af=0    geometrisch,    so 
Jindet  man,   dass  ihre  Cliarakteristikeu    die  Kreise    sind,   deren  Mittel- 
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punkte  auf  der  XyK\(i  liegen  und  deren  Ebenen  zu   dieser  Axe  senk- 
recht sind.    Jede  ähnliche  Vergrösserung  vom  Anfangspunkt  aus  führt 
jeden  derartigen  Kreis  in  einen  ebensolchen  über. 
3.  Beisjyicl:     Sei 

die  Differentialgleichung.  Sie  gestattet  alle  Transformationen  der  Gruppe: 

denn  das  zu  Af  =  0  gehörige  simultane  System: 

dx^  da'j  dx,  dx^ 

x^  Xj  1  1 

liefert  die  Lösungen: 

©1  =  ^  ,     «2  =  ^3  —  ^4;     c)3  =  lg  *^i  —  -^3 

und  es  ist: 

C7tö,  =  0,     Uco^  =  0,     Ua^  =  1. 

Der  Satz   3   kann   praktisch  nur  dann  angewendet  werden,   wenn  Kriterium 

^  .  .  dafür,  dass 

ein   System   Lösungen    von   Af=0    schon   bekannt  ist.     Es   ist   nun-^/  =  «die 

•'  "  '  Gruppe   Cf 

leicht,  ein  Kriterium  von  solcher  Form  zu  gehen,  dass  es  anuendbar  ist,  gestattet. 
aucJi  nenn  man  Jceine  Lösung  der  vorgelegten  linearen  partiellen  Differcn- 
tialgleichung  kennt     Wir  erinnern  an  das  analoge  Verfahren   im  Falle 
n  =  2   (§2  des   C.  Kap.),     Wir  bilden  wie   damals   den  Klammeraus- 
druck {UA).     Derselbe  hat,  da 


1  *  1 

Form  (vgl.  §  3  des  10.  Kap.) : 

n 

{UA)  =  U{Af)  -  Aiüf)  =  ^  {Ua,  -  AI,) 


Gesetzt  nun,  Af=0  gestatte  die  eingliedrige  Gruppe  l'f  und  es 
seien  M,  •  •  co„_i  ein  System  von  (n  —  l)  von  einander  unabhängigen 
Lösungen  von  Af  =  0.  Nach  Satz  3  ist  dann  jedes  To,  wieder  eine 
Lösung,  also  A(UcOi)  ':^0.  Wenn  wir  in  unsere  vorstehende  Formel 
f^coi  setzen,  so  kommt  daher,  indem  auch  AcOi^O  ist: 


0=^^{Ua,-Ai,) 


dxt 


1 

(,  =  1. 2  ■  ■  ■  ,/  _  P 


'1.  h.  w,    ••  w„_i  sind  auch  n  —  l  von  einiuul'-r  unabhängige  Lösungen  /' 
•l'.'r  linearen  partiellen   Diffi'ri'iilialgieichuiig: 
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n 

1  * 

die  sich  kürzer  aucli  so  schreibt: 

{Ut\Af)  =  0. 
Nach  einer  zu  Anfang  des  §  1  gemachten  Bemerkung  kann  sich  mithin 
(UÄ)  nur  um   einen  Factor  von  Af  unterscheiden,   es   ist  daher  für 
jedes  /': 
(4)  {UA)  =  Q{x,---x„)Af. 

Wenn  nun  umgekehrt  zwischen  Uf  und  Af  eine  solche  Beziehung 
(4)  für  jedes  /"  identisch  besteht,  so  gestattet  auch  Af  =  0  die  in- 
finitesimale Transformation  Uf.  Denn  dann  giebt  (4),  ausführlich 
geschrieben: 

U(Af)-A(Uf)  =  QAf, 

für  f^  (Oi,  da  Acoi  ^e  0  ist: 

A{UG)i)  =  0, 

d.  h.   Uoi  ist  mit  w,  eine  Lösung  von  Af  =  0. 

Theorem  29:  Die  lineare  partielle  Differentialgleichung 
Af=0  gestattet  alle  Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe 
Uf  dann  und  nur  dann,  tvenn  eine  Relation  von  der  Form: 

U{Af)  -A{Uf)  =  Q {x,  ■■'X„)Af 
oder,  kürzer  geschrieben,  von  der  Form: 

{UA)  =  Qh\---x„)Af 
identisch  besteht  für  alle   Werte  von  f. 

Veriticieren  wir  dies  bei  unseren  drei  obigen  Beispielen. 
Hoisiiieie  ^,  Bcispiel: 

'  '■  cx^    '      ^  ca-j    '      ^  cx^ 

liier  ist,  wie  die  Ausrechnung  sofort  zeigt: 

{UÄ)  =  -Af, 

also    ()  r=:  1. 

2.  Beispiel: 

'  ^  cx^  *■  cx^  ' 

jjf ^  f    \^        ^^  _j_       ^X. 

^'  —  ^»  dx,  "T"  ^-'  ex',  "T"  ^3  a^^ 

Es  kommt  hier: 


I 
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(UA)  M(Ar,-A(irn    — , |{  +  x. 4^- .,  ,^  + .,, ; '     -, 

also  p  ELE  0. 

3.  Beispiel: 

Augenscheinlich  kommt  hier  ebenfalls: 

{UA)  =  0. 

In    den«  beiden    letzten   Beispielen   ist   {Uä)^eO.     Daraus  foh^t,  i^."  t*«ii 
dass  in  diesen  Beispielen  auch  umgekehrt  die  lineare  partielle  Difleren-  ^'^^^ 
tialgleichung    Uf=0    die    eingliedrige    Gruppe    Af  gestattet.     (Man 
vergleiche  §  3,  6.  Kapitel.)    Prüfen  wir  dies: 

2.  Beispiel:     Hier  lautet  die  neue  Differentialgleichuncr; 

und  die  infinitesimale  Transformation: 


Afz=X2  ^ ^1^ 

^  dx^  1  dx^ 


I     Uf  =  0  hat  die  Lösungen 
und  es  ist: 


^,     «1  X. 

^  äTo'  ^  X., 


^«1  =  ^2  ^    +   ^1    |S  ^   1    +   <, 

1  . .  1  Cöo 

Aa<.  =  Xo 


1,2 


X., 


d.  h.    Uf=0    gestattet    in   der   That  Af.     Geometrisch    gedeutet    im 
Räume  (x^,  x^,  x,)  hat   Uf  =  0  die  Geraden  durch   den  Anfangspunkt 
zu  Charakteristiken.    Af  ist  eine  infinitesimale  Rotation  um  die  .r,-Axe. 
Sie  führt  natürlich  jede  dieser  Geraden  in  eine  ebensolche  üh(>r. 
5.  Beispiel:     Die  neue  Diüerential<rleichung 


^f     ,  <^f 


liat  in  a:,,  x.,,  a;,,,  x^  die  drei  Lösungen: 


CO,   - :       ,     cj. 


I 


Af=x,p:  +  xJf^  +  U  +  ?f 
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-4C33  E=  1. 


gestatten.     In  der  That  ist  hier: 

Aoi  ^0,     ÄG)^  ^^  1 , 

Der  soeben  an  zwei  Beispielen  betrachtete  Specialfall  ( UÄ)  ^  0 
kann,  wenn  der  Symmetrie  halber  statt  Äf  das  Zeichen  Vf  benutzt 
wird,  so  in  einem  Satze  ausgesprochen  werden: 

Satz  5:  Ist  der  Klammeratisdruck  (UV)  identisch  Ntdl,  so  ge- 
stattet die  lineare  partielle  Differentialgleichung  Uf  =  0  die  eingliedrige 
Gruppe  Vf  ebensowohl,  als  die  lineare  partielle  Differentialgleichung 
Vf  =  0  die  eingliedrige  Gruppe  Uf. 


Gconi.  Deu- 
tung von 


Die  Relation  (C/'F)^0  bedeutet,  wie  wir  wissen  (Satz»12,  §  4  des 
ö.  14.  Kap.),  dass  jede  endliche  Transformation  *S'  der  eingliedrigen  Gruppe 
Uf  mit  jeder  endlichen  Transformation  T  der  eingliedrigen  Gruppe  Vf 
vertauschbar  ist.  Die  Charakteristiken  von  Uf  =  0  sind  die  Bahncurven 
der   Gruppe    Uf,    die    Charakteristiken    von    Vf=  0    die    Bahncurven    der 

Gruppe  Vf.  Betrachten  wir  nun  eine  der  ersteren 
Charakteristiken  l\  (Fig.  29).  Es  sei  2^  ^^^ 
Punkt  derselben.  Führen  wir  auf  ihn  eine 
Transformation  S  der  Gruppe  Uf  aus,  so  geht 
er  in  einen  anderen  Punkt  (^^i)  ==  (p)S  auf  h\ 
über.  Wird  alsdanu  eine  Transformation  T  der 
Gruppe  Vf  ausgeführt,  so  geht  j^i  ^^  eineu 
Punkt  (^,')  =  (2)1)  T  der  durch  ^'i  gehenden 
"~  Charakteristik  Jc^'  von  Vf=0  über.  Wechselu 
wir  die  Reihenfolge  S'f  in  T/S',  so  wird  p  zu- 
nächst in  einen  Punkt  {p')  =  {p)  T  der  durch  p 
gehenden  Charakteristik  Tx.^  von  Uf  =  0  und 
dann  vermöge  6',  weil  ST  =  TS  ist,  notwendig 
Es    muss    also  p^     auch    auf    der   durch  p'   gehenden 


Fig.  29. 


nach  p^     gelangen. 

Charakteristik  /t/  von    Vf=  0  liegen. 

Hiernach  ist  klar,  dass  jede  endliche  Transformation  T  der  Gruppe  V f 
die  ganze  Charakteristik  Ic^  in  die  Charakteristik  /,-,'  von  Uf  =  0  über- 
führt, d.  h.  dass    Uf^Odie  Gruppe    Ff  gestattet  und  umgekehrt. 

Damit  haben  wir  eine  anschauliche  Begründung  unseres  Satzes  5  ge- 
funden. 


§  3.     Af=0  gestatte  mehrere  infinitesimale  Transformationen. 

Jetzt   nehmen   wir   an,    die   lineare   partielle  Differentialgleichung 
Af=0  gestatte  zwei  infinitesimale  Transformationen   Uf  und   Vf. 

Nach  Theorem  29  des  vorigen  Paragraphen  ist  dann  etwa: 
{UA)  =  QÄf,     (VA)  =  6Af 
Hieraus  können  wir  nun  einen  merkwürdigen  Schluss  ziehen.    Wir  haben 
in  §  4  des  10.  Kapitels   die   sogenannte  Jacobi'sche   Identität  kennen 
«relernt,  und  diese  wollen  wir  jetzt  anwenden.    Danach  ist  nämlich: 


Af  ^  0  gestatte  mehrere  infinitesimale  Transformatione  i.  ,;l'.  i 

((  UV)A)  +  {(  VA)  U)  +  {{A  U)  V)       f ) , 

also  nach  Obigem: 

({UV)A)  +  (aA,  U)  +  (-  qA,  V)  =  0. 

Es  ist  aber,  da  6  und  p  von  f  frei  sind: 

((?  A,  U)  -         a{A  U)  —  Uo  •  Af, 

(—  qA,  V)e..-  q(AV)  4-  Vo-  Af 
oder  also: 

(aA,  U)^  —  6Q  Af—  Uö  ■  Af, 

{—qA,  V)l         QöAf-j-  VgAf, 

sodass  die  Identität  entsteht: 

{{UV)A)=  UöAf—  Vq-  Af 

^{U6—VQ)Af 

Hierin  ist   Ug  —  Vq  eine  Function  t  von  x^  •  ■  •  :c„,  sodass  kommt: 

iiUV)A)  =  zAf 

(UV)  ist  ebenso  wie  Uf  und  Vf  eine  infinitesimale  Transformation.  Kia.iimer- 
Unsere  Relation  sagt  also  -nach  Theorem  29  aus,  dass  die  Differential-  zweier  inf 
gleichung  Af=0  auch  die  infinitesimale  Transformation  {UV)  gestattet.    ."/  =  o. 

Theorem  30:  Gestattet  die  lineare  partielle  Differential- 
gleichung Af  =  0  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen 
Uf  und  Vf,  so  gestattet  sie  auch  die  infinitesimale  Transfor- 
mation {UV). 

Wir  haben    also  ein  Mittel,  um   aus   zwei   infinitesimalen  Trans-  -^'•'«''«v"« 

"  neuer  inf. 

formationen  Uf,  Vf  der  Gleichung  Af=0  eine  neue  {UV)  derselben  J^J^JJ^, 
ohne   Schwierigkeit   abzuleiten.     Es  darf  nicht  überraschen,  dass  dies  "«^hon  i>«- 

O  '  kauntcn. 

Überhaupt  möglich  ist,  denn  kennt  man  z.  B.  zwei  endliche  Trans- 
formationen S,  T,  welche  Af  =  0  gestattet,  so  lässt  diese  Gleichung 
auch  ihre  Aufeinanderfolge  AT,  ferner  ,Sr^  TS,  T-^  5T  u.  a.m.  zu,  also 
eine  ganze  Anzahl  neuer  Transformationen.  Jede  infinitesimale  Trans- 
formation U f,  Vf  definiert  aber  oo^  endliche  Transformationen.  Aus 
diesen  endlichen  lassen  sich  neue  zusammensetzen,  die  nicht  notwendig 
!  von  Uf  oder  Vf  erzeugt  werden ,  unter  anderen  nach  unserem  Theorem 
auch  alle,  die  der  eingliedrigen  (iruppe  {UV)  angehören. 

Doch  liefert  das  in  Theorem  30  gegebene  Verfahren  nicht  not- 
wendig stets  wirklich  neue  infinitesimale  Transformationen  der  Gleichung 
Af=0.  Man  bedenke  nämlich,  dass  nach  Theorem  20  des  §  2  die 
Gleichung  Af  ==  0  mit  Uf,  ]'/*  auch  jede  infinitesimale  Transformation 
von  der  Form 

aUf-\-hVf+kAf 


II 
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o-estattet,  wenn  a,  h  Constanten,  A  eine  beliebige  Function  von  x,--Xn 
bedeuten;    denn  es  ist 

{aUf-{-hVf-}-  ^Äf,  Af)  ^  (üQ  +  hö-  Äk)Af 
und  ag  -]-  h6  —  AX  eine  Function  von  x^-'-Xn-     Wenn  wir  also  den 
Klammerausdruck  (UV)  bilden  und  finden,  dass  er  die  Form  ^ 

aUf-{-hVf-{-?,Af       («,«'  =  üoust.) 
hat,  so  werden  wir  die  infinitesimale  Transformation  (UV)  gar  nicht 
als  eine  neue  betrachten. 

Wenn  nun  aber  {UV)  nicht  diese  Form  hat,  so  benutzen  wir 
(UV)  als  neue  infinitesimale  Transformation  Wf  der  Gleichung  Af=0 
und  können  nach  Theorem  30  durch  Bildung  der  Klammerausdrücke 
(UW),  (VW)  eventuell  zu  neuen  infinitesimalen  Transformationen 
gelangen,  welche  nicht  die  Form 

aUf-\-hVf-i-c Wf  -}-  XAf        («,  6,  c  =  const.) 

haben,  u.  s.  w. 
Beispiel.  Beispiel:    Die  lineare  partielle  Differentialgleichung 

^1  —  dx,  ^  dx^  ^  dx^ 
gestattet  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen: 

df  _,         df    .         df 
^/  =  ^1  ä^  "^  ^2  dx,  "•"  ^3  dx, ' 

Vf=x,'  g^  +  (x,'  -x,  +  X,)  11^^  +  (x,x,-\-  «^1%  -  ^-2^3)  ä^, 

denn  es  ist,  wie  die  Ausrechnung  lehrt: 

(UA)^-Af,    {VA)  =  -2x,Af. 
Wir  bilden  nun 

Wf=  (UV)  =  x;'  Ij^  +  X,'  II  +  {x,x,  +  x,x,  -  x,x,)  ^  • 

Diese   infinitesimale  Transformation   ist   neu.     Dass   Af  =  ()   dieselbe, 
wie  es  sein  muss,  gestattet,  ergiebt  sich  aus: 

(WA)=-2x^Af. 
Wir  können  nun  (UW)  und  (VW)  bilden.    (UW)  giebt  nichts  neues, 
denn  es  ist: 

(UW)^^E:   Wf. 

Aber  es  kommt,  da  offenbar 

Vf=Wf+(x,~x,)^^ 
und  (WW)  =  0  ist: 
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Xf       (FTF)-((:r3-a:,)^,nr) 

=  {x,  -  X.;)  {x,  -  X,)  ll^  -  (x^  -  X.,)  (x,  -  X,)  l^[^  • 

Auch  diese  infinitesimale  Transformation  X/"  las  st  Äf  ^^  0  invariant, 
denn  es  ist: 

(XÄ)  =  0, 

u.  s.  w.  Es  wird  zweckmässig  sein,  statt  der  beiden  umständlichen 
Transformationen  Vf  und  Wf  die  einfache  Wf  —  Vf  und  ]Vf  zu  be- 
nutzen. Unsere  Gleichung  gestattet  also  die  folgenden  infinitesimalen 
Transformationen : 

u^fi:^  uf)  ^x,4^-{-  x,|^  +  X,  4^, 

UJ(=Wf-Vf)  =  (x,-x,)^^, 

UJ  {=  Xf)  =  (X,  ^  X,)  (X,  -  X,)  -|f  -  (x,  -  X,)  {X,  -  X,)  iL 


u.  s.  w. 


Man  kann  also  mit  Hülfe  des  Theorems  30  aus  bekannten  infini- 
tesimalen Transformationen  der  Gleichung  Af=0  unter  Umständen 
weitere  ableiten.    Wir  wollen  annehmen,  wir  hätten  so  r  infinitesimale  '• '°''  i'rf. 

m  n  ,.  von  J/  =  (i. 

1  ransrormationen 

,         ,  U^f,         U,f,        ••.         Urf 

gefunden,  sodass 

(U,Ä)^X,Af,     {U,A)  =  L,Af,     •••     (UrA)  .s^Ei  krAf 
ist. 

Zwischen    diesen    infinitesimalen    Transformationen    werden    nun 
möglicherweise  Relationen  bestehen.    Zunächst  nehmen  wir  als  selbst- 
verständlich   an,    dass    keine    der    Transformationen    selbst    die    Form 
gAf  hat,    denn   dann   wäre   sie  eine   triviale   Transformation  der   G/i'/-i'';'7'»'''  '"^ 
chung  Af=0,    da   diese  jede  infinitesimale   Transformation   QAf  ge-    •"  =" 
stattet.     Es  wird  danach  zwischen  Af  und    Uif  keine  Relation 

kAf-\-  ^UJ  =  0 

bestehen,  in  der  A,  ^  Functionen  der  x^  •  -  x„  bedeuten.  Unter  dt-n 
nifniitesimaleu  Transformationen  U^f  •  ■  ■  Urf  wird  vielleicht  keine, 
eventuell  aber  auch  wenigstens  eine,  sagen  wir  ILf,  existieren,  die 
Jieine  Relation 


I 


lAf-\-  fi,{\f-^  ^..U,f=0 

I.  it',    liilVi'n'iitialgli,'icliuii^<iii 
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Urf  vielleicht  auch  eine,    Uo^f,  vor- 


erfüllt.    Alsdann  ist  unter   U^f 
handen,  die  keine  Relation 

erfüllt,  u.  s.  w.,  kurz  wir  werden  annehmen  dürfen:  Unter  U^f  ■  •  •  Urf 
seien  q  infinitesimale  Transformationen  f/j/  •  •  •  U,jf  vorhanden,  welche 
keine  Relation  von  der  Form 

in  der  A^,  (Hj  •  •  •  fi^  Functionen  der  Xi  ■  •  •  x„  oder  Constanten  bedeuten, 
erfüllen.  Dagegen  drücke  sich  jede  der  übrigen  U^if  •  ■  ■  C/,/ durch 
Af  und   U.^f  ■  •  •  ü^fsrns: 

(5)  U,+if=u,,,  UJ+  Ui,2Ü,f-{-  •  • .  +  n,^U,f-{-  v,Af 

(i=  1,  2  •  •  •  r  —  (>), 

WO  die  «/i,  Ui2  •  •  •  UiQ,  Vi  gewisse  Functionen  von  x^-  •  •  x,i,  eventuell 
auch  nur  Constanten,  sind.  Diese  Relationen  lassen  sich  natürlich 
immer  aufstellen:  Man  entscheidet  durch  Determinantenbildung,  wie 
viele  der  Transformationen  UJ-  ■  ■  Urf  keine  derartige  Relation  er- 
füllen.    Ist  nämlich  allgemein: 


Ujf—  ^i  ^^^  +  l;2  g^^  H  h  I;»  g 


und 


j/. ^f    ,  ^f    \ 


,  df_ 


so  untersucht  man  die  ünterdeterminanten  der  Matrix; 


5  In 
|2/( 


feil         fel2 
*21         fe22 

5;1         5/-2 

Angenommen,  es  verschwinden  alle  mehr  als  (p  +  l)-gliedrigen  Unter- 
determinanten, dagegen  nicht  alle  (9  -|-  l)-gliedrigen,  so  besteht  zwischen 
den  zu  ihr  gehörigen  p  +  1  Ausdrücken  aus  der  Zahl  der  Af,  U^f---  Urf 
keine  Relation  und  die  übrijjen  drücken  sich  durch  diese  aus.  Würden 
jene  p  +  1  Ausdrücke  nicht  auch  Af  in  sich  enthalten,  so  drückte  sich 
Af  durch  diese  aus.  Vermöge  der  betreffenden  Relation  Hesse  sich 
dann  einer  der  p  +  1  Ausdrücke  durch  die  übrigen  und  Af  und  somit 
auch  jeder  Ausdruck   Uf  durch  jene  q  übrigen  und  Af  darstellen. 

Demnach    können   wir    immer    erreichen,    dass    zwischen  Af  und 


■^f  =  0  gestatte  mehrere  infinitesimale  Tracaformationen. 

etwa   UJ-'-  Uof  keine  Kelation   besteht,    während   die   Uo+if 
die  rein  algebraisch  zu  berechnenden  Formen  (5)  haben: 

(5)  U^+if=  UiiüJ  +  M,-2  U,f-i \-  «,„  U,/  +  ViÄf 

(f  =  1,  2  •  •  ■  r  —  o). 
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wenn  sie  nicht  nur  Coefficien- 

teu    der   Ke- 
lationeu 
zwischen 


Wir  werden  nun  zeigen,  dass  die  m,i  •  •  •  u,- 
Constanten  sind,  Lösungen  unserer  Gleichung  Af  =  0  sein  müssen 

Da   nämlich   U^f  •  •  •  Urf  sämtlich   von  Af=0  gestattet  werden,''"''^°f''Trf 
so    ist  jeder  Ausdruck   Ujco,   sobald   o   eine   Lösung  von   Äf=0  ist/^gesultlt" 
ebenfalls  eine  Lösung  (Satz  3,  §  2).    Seien  nun  «,  ■  •  •  aj,_i  ein  System' 
Lösungen  der  Gleichung  Äf  =  0,  so  ist  jede  Lösung  von  Af  =  0  eine 
Function  derselben,  also  auch  jedes  Uja^  eine  Function  von  ö,  •.•«„_,. 

Wir  setzen  in  (5)  /  gleich  o3„  a,  ■  •  ■  co,_,.     Dann  kommt,  da 

Äcoi  ^  Ag)^  ^  •  •  •  ^  0 
ist: 

U^+iCO^      ^  Ui  1  L\  «2  -f-  n,-2  U.20.^  ^- 


(6) 


-f-  Ui,,  U,.o)i, 


Es  sind  dies  n—1  lineare  Gleichungen  für  die  Grössen  «n,  «.2---«, 
Alle   Coefficienten ,   sowie   die   linken   Seiten   sind   Functionen    der  Lö- 
sungen Oj  ...  to„_i.   Sicherlich  sind  nicht  alle  (»-reihigen  Determinanten 
der  Matrix  dieser  Gleichungen: 


U^G>., 


U.^co^ 


C/l«,,-!    L\C)„_1  .   .   .  UoCOn-1    I 

gleich  Null,  denn  sonst  gäbe  es  q  Functionen  ^i,  }i^  ■  •  •  X^,  sodass; 
Ai  C/1CJ2      4-  L,  U^cj^      -\ [-  X.MoCo.,         }  0, 


wäre,  d.  h.  sodass  die  lineare  partielle  Differentialgleichung: 

hUJ  +  LUJ -\-  - .  .  -j-  X.,U,/  =  0 
dieselben  Lösungen  «^  •  •  •  ü,,_,  wie  Af  =  0  hätte,  ihre  linke  Seite 
sich  also  (vgl.  §  1)  von  Af  nur  um  einen  Factor  unterscheiden  könnte, 
d.  h.  gegen  die  Voraussetzung  eine  Relation  zwischen  Afum]  T\f--U/ 
bestände.  Da  also  siclu-rlich  eine  (»-reib ige  Determinante  der  Matrix 
vnu  (6)  nicht  identisch    Null   ist,   so   lassen  sich  die  Gleichungen  (6), 

21* 


I 
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deren  Zahl  w  —  1  hiernach  sicher  auch  ^  q  ist,  nach  m,i,  m,-2  •  •  •  m.o  auf- 
lösen. Da  alle  Coefficienten  und  die  linken  Seiten  aber  Functionen 
von  03i  •  •  •  (On-i  sind,  so  folgt:  Auch  Un,  «,2  •  •  •  w.p  sind  Functionen  der 
Lösungen  w,  •  •  •  a)„_i,  d.  h.  sie  sind  ebenfalls  Lösungen  der  Gleichung 

Af=0. 

Theorem  31:  Gestattet  die  lineare  partielle  Differential- 
gleichung Af  =  0  mehrere  bekannte  infinitesimale  Transfor- 
mationen UJ\  U^f---  Urf  und  bestehen  zwischen  diesen  und  Af 
einige  lineare  Relationen,  so  kann  man  immer  diese  Relationen 
aufstellen  und  danach  durch  Auflösung  derselben  gewisse  Uf, 
etwa  U^if--Ürf,  durch  die  übrigen  UJ  -  -  •  U/  und  Af  aus- 
drücken: 

Uo+if=  un  UJ  +  «,-2  U,f+---\-  Ui,  IV  +  ViAf 

(i  =  1,  2  •  •  •  ;•  —  o), 

während  zwischen  UJ---UJ  und  Af  keine  lineare  Relation 
besteht.  Alsdann  sind  die  Coefficienten  «a,  w,-2  •  •  •  m,-^,  ivenn  sie 
sich  nicht  auf  Constanten  reducieren,  Lösungen  der  Gleichung 
Af=0. 

Wir  wollen   noch  einen  etwas   anderen  Beweis  hierfür    erbringen. 
Aus  den  Relationen 
(5)  U^if=  Un  UJ  +  W.-2  U^f^ f-  Uio  U^f  +  -ViAf 

(t  =  1,  2  •  •  •  r  —  o) 

folgt,  wenn  wir  den  Klammerausdruck  (?7o-i-,^)  bilden: 
{U^iA)  =  un{U,A)  +  Ui^iU^Ä)  H f-  Ui^(U,^A)  - 

—  Aun  ■  UJ  -  Aui2-  U,f Aui^  ■  ü/ —  Avi  ■  Af 

Af=  0  gestattet  nach  Voraussetzung   UJ---  Urf,  d.  h.  es  ist: 

{U,A)  =  X,Af,    iU,A)  =  k,Af,    ■    ■{UrA)  =  XrAf 
Demnach  kommt: 

X^+iAf^  {unK  +  w,2A,  H h  «,oA,,)  •  Af- 

-  Au,^-  UJ-  Aun-  UJ AUi^-UJ-  Avi-Af 

oder  geordnet: 

(A,4..-  —  «,,Ai  —  Ui.,k^  -  ...  —  Ui^ko  4-  ^^.)  •  ^/'  + 

-f  Aun  ■  UJ-\-  Aui2  -UJ-j- h  Aui,,  -  UJ^  0. 

Es  ist  dies  eine  lineare  Relation  zwischen  Af  und  UJ,  U^f  ■  ■  •  UJ, 
deren  Coefficienten  gewisse  Functionen  der  Veränderlichen  x^,Xi---Xn 
sind.  Nach  Voraussetzung  existiert  aber  keine  lineare  Relation  zwischen 
Af  und   UJ,  UJ-  ■  ■  UJ.    Die  gefundene  Gleichung  kann  also  nur  so 
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bestehen,  dass  ihre  Coefficienten  einzehi  Null  sind.  Demnach  ist  der 
Coefficient  von  Äf,  der  uns  übrigens  nicht  weiter  interessiert,  gleich 
Null  und  ausserdem: 

Diese  Gleichungen  aber  sagen  nichts  anderes  aus,  als:  Hn,  m.v  •  •  •  Ui,, 
sind,  wenn  sie  keine  Constanten  werden,  Lösungen  der  Gleichung 
Af  =  0,  was  bewiesen  werden  sollte. 

Beispiel:     Wir  fanden  in  dem  Beispiel  zu  Theorem  30,   dass  die   Beispiel. 
Gleichung 

Af^jL  +  ^L^^L^o 

die  infinitesimalen  Transformationen  gestattet: 

TT      ..    __  ^^        _1_  U_     _1_  11_ 

^'4/*  =  {^i  -  ^2)  (^1  —  ^3)  7^  -  (^1  -  ^3)  (^2  -  ^'3)  J^_  • 

Offenbar  besteht  zwischen  Af,  L\f  und  U^f  keine  lineare  Relation, 
denn  es  ist  ihre  Determinante: 

!   1         1         1 


Xi  X2  x^ 

0     jTg  —  Jt'a     0 


==0. 


Wohl  aber  lassen  sich  U.J'  und  UJ'  durch  ^Z",  L\f  und  T^/'  aus- 
drücken. (Hier  ist  also  n  =  3,  r  =  4,  q  =  2.)  Um  dies  methodisch 
zu  machen,  werden  wir  aus 

dxi    '    dx^        dx.j  '  ' 

X.   T-!-  -f  X.,  ~-  -f-  X.   .r-!-  ^^  VA  , 

die  Grössen  t-^,  -7=-^,  -rr—  berechnen.     Es   konuut: 

1^  =  —  U.f, 


I 


C  x,  —         x,-x,      '         .r.  -  .,.3  ^  '  /  ^  (.T,  -  X3)  (x,  -  a,-3)  '^«'  • 
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Setzen  wir  diese  Werte  in   U^f  und   UJ  ein,  so  kommt: 

UJ=  -  x,{x,  -  X,)  Äf-\-  ix,  -  X,)  UJ+  (^^^-^^)^^^+^^r-'^^^)  UJ. 

Nach   unserem  Theorem   31    müssen    also  hierin  die  Coefficienten  von 
Ulf  und   Uif  Lösungen  von 


sein 


In  der  That  sind  rc,  —  x.2,  x^  —  x^  Lösungen  und  — ~  und 

X^  .Tj 

(Xi  —  x^)  (a?!  -h  Xg  —  — 3;   ^1^   Functionen   derselben   ebenfalls   Lösungen. 


Wie  schon  im  Laufe  des  ersten  Beweises  unseres  Theorems  31 
bemerkt  wurde,  ist  die  Zahl  9  ^  w  —  1.  Dies  ist  aber  auch  so  klar : 
Zivisclien  Af  und  n  beliebigen  Ausdrücken  Uj',  UJ  •  •  •  U„f  besteht  stets 
eine  Relation: 

(7)  f*i  UJ  +ii,UJ -}-■■'-{-  ii.  UJ  =  (lAf, 

denn  ist: 

n 

h 


1 


1 

so  liefert  die  Relation,  indem  sie  in  n  Gleichungen  zerfällt,  weil  sie 
für  jedes  f  bestehen  soll,  zur  Bestimmung  von  [i^i,  i^i'  •  ^n  und  fi  das 
Gleichungensystem: 

(7')  il^llk  +  ,"2^2*  +   •  •  •  +   i^nlnk    =  f^«k 

(A  =  1,  2  •  •  •  «)■ 

Ist  zunächst  die  Determinante 

Sil        ?21        •  •  •        bil    I 

bl2        522        •  •  •        5'j2    }  __  Q 


5l «       's'Jn       •  •  •        5n  n    I 

SO  lassen  sich  ,Ui  •  •  •  fi,,  aus  (7')  berechnen  in  der  Form 

Hk^^Qk{Xi  ■  •  -  Xa)il 

und  zwar  sind  dann  die  Qk{xi  •  •  •  x„)  ganz  bestimmte  Functionen  von 
Xi'-'Xn-  Diese  Werte  erfüllen  die  Gleichung  (7)  identisch.  Ist  nun 
zweitens  die  Determinante  Null,  so  nehmen  wir  |it  ^^  0  an  und  können 
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fii-  •  ■  {In   solche  Werte  erteilen,  dass  (!')  erfüllt  wird.    In  diesem  Falle 
besteht  schon  zwischen   U^f  •  ■  ■  U„f  allein  eine  Relation: 
ti,UJ+  (i,  V,f  +  . .  .  -f  ^,  f7„/-=  0. 
Jedenfalls   muss   also   zwischen  n  -\-  1  Symbolen    in   n  Veränder- 
lichen stets   eine  lineare  Relation  bestehen,  und  daher  ist  in   unseren 
obigen  Entwickelungen  sicher  Q<n—  1. 

§  4.     Geometrische    Ableitung    des    Ergebnisses,    seine    Umkehrung 

und  Verwertung. 

Unser  Theorem  31  kann  auch  auf  anschaulichem  Wege  gedeutet 
werden,  wenn  man  von  der  geometrischen  Interpretation  der  Veränder- 
lichen Gebrauch  macht.  Wir  wollen  dies  für  den  Fall  n  =  3  durch- 
führen.    Es  bedarf  dazu  jedoch  einiger  Vorbemerkungen. 

Wir  betrachten  einen  Punkt  (x,  y,  z)  des  Raumes  (indem  wir 
^i;  ^2;  ^3  jetzt  grösserer  Übersichtlichkeit  der  kommenden  Formeln 
halber  mit  x,  y,  z  bezeichnen).  Wir  wollen  ihm  drei  infinitesimale 
Fortschreitungsstrecken  d^s,  8^s,  b.^s  zuordnen,  deren  Projectionen  auf 
die  a;-Axe  ö^x^  d^x,  d^^  seien  u.  s.  w. 

Diese  drei  Strecken  liegen  nach  einem  bekannten  Satze  der  ana- 
lytischen Geometrie  dann  und  nur  dann  in  einer  Ebene,  wenn 

'  ^0^     ^oV     ^0^  I 

I  d^x     d^y     d^z    =  0 

d^x     ö.^y     ö.,z 
ist. 

Drei  infinitesimale  Transformationen 

f^^^fei  +  ^l^  +  felf 

ordnen  dem  Punkte  {x,  y,  z)  drei  infinitesimale  Fortschreitungsstrecken 
(^oS,  d^s,  d^s  zu,  und  zwar  sind  die  Projectionen  der  ersten  (J^j.s  auf 
die  a;-Axe: 

uöt,     ßdt,     ydt 
u.  sj.  w.      Die   drei    Fortschreitungsstrecken    liegen   also   dann   und    nur 
dann  für  jeden  Punkt  {x,  y,  z)  in  einer  Ebene,  wenn  die  Determinante 

\  a      ß      y 

^.      '/■     ?,     -0 

l.     >h     t. 
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ist.  Offenbar  lassen  sich  auch  dann  und  nur  dann,  wenn  diese  De- 
terminante identisch  verschwindet,  drei  Functionen  a,  /Uj,  ^Ug  von  x, 
y,  z  angeben,  sodass 

^Af-\-i^,l\f-\-li,U,f^:iO 
ist.     Also: 
Geom.  Den-  §^^2  6:     Btei    infinitesimale    Transformationen   Af,    L\f,    TJ^f   im 

lin.  Beiatioiij^^^,,^^,  (a;,  ij,  z)   ordncH  einem  Ftinlde  allgemeiner  Lage  dann  und  nur 
Tit.  des   ^ann  FortschreitunasstrecJcen    in    einer  Ebene   zu,    wenn   zivischen   ihnen 

Baumes.  ^  ' 

irgend  eine  lineare  Belation 

fiÄf-i-{i,UJ-\-ii,UJ=0 
hesteht.     ,a,  ^u.^,  [i.^  bedeuten  hierbei  drei  nicht  verschwindende  Functionen 
der   Veränderlichen. 

leu^'  des  ^^    liege    eine   lineare    partielle    Differentialgleichung  Äf  =  0   in 

Theorems  3i(jj,gj  Veränderlichen  x,  y,  z   vor.     Sie  besitzt  oo'  Curven  des  Raumes 

für  »^3,  }    c ' 

s'  =  2-  {x,y,z)  als  Charakteristiken.  Dieselben  werden  durch  zwei  Gleichungen 
q)(x,  y,  z)  =  Const.,  4'{x,  y,  z)  ==  Const. 
definiert.  Af  kann  als  eine  infinitesimale  Transformation  aufgefasst 
werden.  Als  solche  ordnet  sie  dem  Punkt  p  allgemeiner  Lage  (x,  y,  z) 
eine  infinitesimale  Fortschreitungsstrecke  d^s  längs  der  durch  ^  gehenden 
Charakteristik  Jc^  zu.  Af  =  0  gestatte  zwei  infinitesimale  Transfor- 
mationen U^f  und  U^f  Wir  wollen  zunächst  annehmen,  es  bestehe 
keine  Relation  zwischen  ihnen  und  Af,  d.  h.  nach  Satz  6  sollen  TJ^f 
und  JJ^f  dem  Funkte  p  infinitesimale  Fortschreitungsstrecken  d^s  und 
ö.^s  zuordnen,  welche  nicht  zusammen  mit  d^s  eine  Ebene,  sondern 
eine  wirkliche  räumliche  Ecke  bestimmen. 

Jede  beliebige  Fortschreitungsstrecke  8s  liisst  sich  dann  nach 
dem  Parallelogramm  der  Bewegungen  in  Componenten  längs  ö^:^,  ö^s, 
d^s  zerlegen,  sich  also  darstellen  in  der  Form: 

(8)  ÖS  =  v8qS  +  «löi*'  +  ^2^2^» 

wo  V,  u^,  %  Functionen  des  Ortes  (x,  y,  z)  sein  können. 

^Z"  erteilt  p  eine  Fortschreitung  8^s  längs  li^  mit  den  Componenten 
ö^x,  ^q7/,  8^z  nach  den  drei  Axen.  Die  Charakteristik  Z^  wird  etwa 
durch  die  Gleichungen 

(p{x,y,z)  =  a,     t ix,  y,  z)  =  b 
dargestellt.     Es  ist  dann: 

(p'Qr)d^x  +  cp'{y)d^y  +  (p'{z)d^z  =  0, 


(9) 

l^'(^)^o^  +  tl^'(y)ä,y  +  rp'(z)d,z  =  0. 

Ulf  führt   alle   Punkte  p   von   Z^    in    die  Punkte    einer    benachbarten 
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(10) 


Charakteristik   l\   über.     Sind  d^j ,  d.^x,  d.^x  die  Projectioneu  von  ^^s 
auf  die  Axen,  so  muss  also  mit 

(p(x,y,z)  =  a 
auch 

q){x  -\-  ö^x,  y  -\-  dyij,  z  -\-  Ö^z)  =  Const.  =  a  -\-  ö^a 

sein.     Ahnliches  gilt  für  ip  =  b  und  wir  haben  also: 

l(p\x)d^x  +  (p'{y)d^y  +  (p\z)d^z  =  ö,a, 
I  il,Xx)d,x  +  rP'{y)d,y  +  x(,'(z)d,z  =  d,h. 
Da  endlich   LLf  alle  Punkte  p  von  l'^  in  die  Punkte  einer  anderen  be- 
nachbarten   Charakteristik   Ti.y    überführt    vermöge    der    Fortschreitung 
8.2^8  mit  den  Projectioneu  ^2.**,  ö^,y,  d.^z,  so  ist  analog: 
(p\x)8.,x  +  (p\y)ä,y  4-  (p'(z)d.2Z  =  d.^a, 
tp'(x)doX  -j-  xi)\y)8^y  -\-  il/(z)d,^z  =  öJj. 
dyO,  dj6  und  Ö.^a,  d-^h   müssen  unveränderlich  längs  der  ganzeu  Curve 
]Cq  sein.     Da  nach  dem  Obigen  die   Determinante 

ÖqX     d^y     ÖqZ 
d^x     8^y     d^z    ee  0 
d.2X     d.^y     d.^z 
ist,  so  folgt  aus  (9),  (10)  und  (11),  dass  auch  die  Determinante 

dj  a     dl  6 


(11) 


(12) 
ist. 


dg  rt     dg  & 


eeO 


Wir  wollen  annehmen,  Af^=0  gestatte  auch  die  infinitesimale 
Transformation  Uf.  Diese  erteilt  dann  den  Punkten  p  von  Jcq  solche 
Fortschreitungen  ds  mit  den  Projectionen  öx,  öy,  dz,  dass  l'^  iu 
eine  andere  benachbarte  Charakteristik  7c 

q)  =  a  -{-  da,     xl;  ^^  l>  -{-  dh 
übergeht.     Wie  gesagt,  ös  lässt  sich  zerlegen  in 


(8) 

und  es  ist  also: 

(13), 


Es  kommt  also 


d(p 


I 


ÖS  =  vd^^s  -j-  ii^d^s  -f-  i(.2Ö.>s 

Idx  =  vd^yi-  -\-  itiÖyX  +  1(28, X, 
8_y  =  v8^y  +  H,8^y  +  11-28. ^y, 
8z  =  v8qZ  -f-  n^8^z  -{-  u.,8.2Z. 

E^  q>'(x){v8f^x  -f  H^8^X  +  IL28.2X)  -\- 
-f-  (p\y){y8,,y  -\-  n^Ö^y  -\-  11. 8 ^y)  + 
+  cp'{z){v8f^z  -\-  ti^8iZ  -f  i(..8,z)  =  8a, 
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d.  li.  nach  (9),  (10)  und  (11): 

dtp  =  ob  giebt  analog: 

u^ö^h  -\-  u^^d^b  =  8h. 
Wegen  (12)   sind    diese  beiden  Gleichungen  nach  u^  und  «g  auflösbar 
und  es  ergiebt  sich,  da  d«,  d^a,  d^a  und  dh,  8J),  8.2b  längs  der  ganzen 
Charakteristik  7.q   unveränderlich    sind,   dass   auch   ii^   und  w^  längs  Ic^ 
constant  sind. 

Die  Fortschreitung  8s  führt  also  dann  und  nur  dann  jede  Cha- 
rakteristik Zq  in  eine  benachbarte  über,  wenn  n^  und  u^  längs  Z^ 
unveränderlich,  d.  h.  entweder  überhaupt  unveränderlich  oder  aber 
Functionen  von  cp,  ip  allein  sind. 

Ist  nun 


so  ist  auch 
Ferner  ist 


'         ^  dx    '     '  öy    ^    ^  cz  ' 
8x  =  l8t,     dy  =  rjdt,     8z  =  ^8t. 


8qX  =  cc8t,     8j^x  =  ^18 1,     ö.^x  =  ^28 1 
u.  s.  w.     Daher  kommt  nach  (13): 

r}  =  vß  +  Uir]i-\-  iL^t}.,, 
l-~vy  +  «1^1  +  «2^2- 
Also  ergiebt  sich,   wenn  diese  drei  Gleichungen  resp.  mit  ö^^;  q~>  ä:; 
multipliciert  und  danach  addiert  werden: 

Uf=vAf+u,UJ^ii,U,f, 
wo  u^ ,  y<2  Functionen  der  Lösungen  tp,  ip  von  Af  =  0  sind. 

Dies   ist  aber  nichts,  anderes  als  unser  Theorem  31  für  den  Fall 
«  =  3,  Q  =  2. 

Gcom.  Ab-  Wir   wollen  noch   kurz   die   andere  Möglichkeit  besprechen,  dass 

IcitUDf;  des  "  c  ? 

^^{^°'^^,f^^f  =  ^  zwei  infinitesimale  Transformationen  U^f,  C/g/"  gestattet,  deren 
()  =  i.     Fortschreitungsstrecken    d\s,   dgS    mit    der    Fortschreituugsstrecke   8qS 
längs  hf^  eine  Ebene  bestimmen.     In  diesem  Falle  ist  ^2^'  zerlegbar  in 
zwei  Componenten  längs  8qS  und  d^s,  also  etwa: 


(14) 

82S  ^  v8qS  4"  ''^i-^' 

oder: 

S^x  ^  v8qX  -\-  u8iX 

u.  s.  w.  oder  auch: 

l,  ;^i  va  +  H^i 

Umkeliruir- 
(Ics 
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u.  s.  w.,  d.  h.  endlich : 

UJ=vAf-\-uUJ. 
Ferner  ist  nach  (9),  (10)  und  (11)  wegen  (14): 
d.,a  =  uö^a^     Ö^b  =  ud^h, 
d.  h.    n    ist    constant    längs  ^o,    also   eine  Lösung   von   Af=0   oder 
überhaupt  eine   Constante.     Damit  wäre   unser  Theorem  31    auch   für 
u  =  3,  9=1  bewiesen. 

Die  hier  entwickelten  mehr  geometrischen  Beweise  lassen  sich  ohne 
Schwierigkeit  auf  den  Fall  eines  beliebigen  w  übertragen.  Wir  haben  sie 
ausführhch  entwickelt,  um  ihre  Übertragung  auf  den  allgemeinen  Fall 
eines  «-dimensionalen  Kaumes  dem  Leser  zu  erleichtern  und  die  Schlüsse 
in  wünschenswerter  Strenge  zu  ziehen. 

Wir    wenden   uns  jetzt  wieder   den   analytischen  Entwickelungen 
zu  und  zwar  für  beliebiges  n.     Es  ist  sehr  leicht,  die  Umkehrung  des^''^'"'''™*  ■ 
Theorems  31    des   vorigen  Paragraphen  zu  beweisen.     Wir  behaupten 
nämlich,  dass,  wenn  Af  =  0  die  infinitesimalen  Transformationen  ?7,/, 
^2/  ■  ■  '  ^?/  gestattet,  alsdann  auch  die  infinitesimale  Transformation: 

uf=  Ml  uj  +  «2  UJ-] h  ^i'A'f  +  ^^f 

die    Gleichung    Af  =  0    invariant    lässt,    sobald    n^,  n^  •  •  •  i(<,   irgend 
welche   Functionen   der  Lösungen   von  Af=  0   sind,   während  v   eine 
ganz  beliebige  Function  der  Veränderlichen  Xi  •  •  ■  Xn  bezeichnen  darf. 
Nach  Theorem  29  des  §  2  ist  ja: 

(U,A)EEE?.,Af,  •••  (U,,A)  =  X^Af 
und  also  kommt: 

(UA)  =  (ii^X,  -\-n,X,-\ h  Unl)Af  — 

—  Au^  ■  UJ Aii,^,  •  U/  —  Av  ■  Af. 

Da  aber  v^,  n,  •  ■  ■  «^  Functionen  der  Lösungen,  also  selbst  Lösungen 
oder  Constanten  sein  sollen,  so  ist  Aii^^E^O,  •  ■  Ati^j^^O,  und  es 
bleibt: 

(UA)  =  («jAi  +  «2A2  H h  Unl^,  —  Av)  ■  Af:^£  X  ■  Af, 

(1.  h.  nach  Theorem  29  gestattet  Af=0  die  infinitesimale  Transfor- 
mation  Uf. 

Satz  7:  Gestattet  die  lineare  partielle  Differentialgleichung  Af  =  0 
(He  infinitesimalen  Transformationen  U^f •  •  •  U(,f,  so  gestattet  sie  auch 
jede  infinitesimale  Transformation  von  der  Form: 

Uf=n,UJ-\-----\-uJ\,f+vAf, 

sobald  nur  u^-'-Un  Lösungen  von  Af=0  oder  auch  Constanten  sind, 
während  v  eine  beliebig  geicühlte  Function  dei'   Verändert icJien  bedeutet. 
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zueammeu-  Nacli    cleu   Entwickelungeii    des   vorigen   und   dieses   Paragraphen 

fassung.  ...  ...  . 

werden  wir  aus  der  Kenntnis  einiger  infinitesimaler  Transformationen 
Ujf  der  Diflerentialgleichung  Af  =  0  und  einiger  Lösungen  «,•  der- 
selben folgenden  Nutzen  ziehen  können: 

Erstens:  Jedes  (UjUi)  ist  wieder  eine  infinitesimale  Transformation 
von  Äf  =  0.     (Theorem  30.) 

Zivcitens:  Jedes  C/,«,  ist  eine  Lösung  von  Af  =  0.  (Satz  3 
des  §  2.) 

Drittens:  Jede  Relation  zwischen  den  Ujf  und  Af  giebt,  in 
passender  Weise  aufgelöst,  als  Coefficieuten  Lösungen  von  Af=  0. 
(Theorem  31.) 

Lidem  man  in  dieser  Weise  möglichst  viele  infinitesimale  Trans- 
formationen und  Lösungen  von  Af  =  0  zu  bestimmen  sucht,  findet 
man  schliesslich  —  da  diese  Processe  ein  Ende  haben  müssen  — 
eine  gewisse  Anzahl  von  Lösungen  co^,  (o^  •  •  •  w,  der  Gleichung  Af=0 
und  eine  gewisse  Anzahl  von  infinitesimalen  Transformationen  Uif, 
U^f  •  •  •  Urf  der  Gleichung  von  der  Eigenschaft,  dass  jedes  UjOi  eine 
Function  von  co^  ■  •  ■  (o,j  allein  ist,  ferner  jede  Klammeroperation  {UjUi) 
)iur  eine  infinitesimale  Transformation  liefert,  die  nichts  wesentlich 
neues  giebt,  d.  h.  eine  infinitesimale  Transformation  von  der  Form: 

(UjUi)  =  Mi(ai  •  •  •  co,j)  UJ-\ +  Ur{(Oi  •  ■  •  G),j)  Urf  +  vAf, 

und  drittens  die  Relationen,  welche  die  Uf  durch  Af  und  solche  Uf 
ausdrücken,  zwischen  denen  keine  lineare  Relation  mit  Af  besteht, 
als  Coefficienten  der  letzteren  Uf  nur  Functionen  von  co^  •  ■  •  cj,j  be- 
sitzen. 

Sind  UJ-  •  •  U,,f  diejenigen  der  Uf,  welche  mit  Af  keine  lineare 
Relation  erfüllen,  so  können  wir  die  übrigen  gefundenen  Uf  ganz 
bei  Seite  lassen,  denn  aus  U^f-  •  •  U,f  setzt  sich  nach  Satz  7  ein  be- 
kanntes Uf,  welches  J./'=  0  gestattet,  in  viel  allgemeinerer  Weise 
zusammen  in  der  Form: 

.^^l(Wl  •  ■  ■  Og)  Ulf  +  •  •  •  +  SlJcOi  ■  •  •  03,;)  U.f  +  v{Xi  '  •  •  Xn)Af 

Wir  werden  also  nur  die  infinitesimalen  Transformationen  U^f  ■  ■  •  U(,f 
und  die  Lösungen  co^  •  •  •  cog  berücksichtigen. 

Satz  8:  Kennt  man  einige  infinitesimale  Transformationen  und  einige 
Liisimgen  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung  Af=0,  so  l;nnn 
man  immer  durch  ausführbare  Operationen  erreichen,  dass  man  eine 
Anzahl  infinitesimaler  Transformationen 

UJ--  U,f 
und  eine  Anzahl  von  einander  unabhängiger  Lösungen  co,  •  •  •  Og  der  Glei- 
chung Af={)   kennt   von  der  Art,   dass   erstens   zwischen  U^f---  U(,f 
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und  Af  lu'inc  lineare  Relation  besteht ,  zweitens  jedes  UjOi  eine  Function 
von  «,  •  •  •  o,i  allein  und  drittens  jeder  Klammeransdruck  (UjUi)  von  der 
Form  ist: 

Wi((Oi  ■  •  •  <o,)  UJ'-{-  •  •    -f  «„(wi  •  •  •  öy)  C/p/"4-  v(xi  ■  •  •  x„)Af: 

Wir  brechen  hiermit  die  Untersuchung  des  Integrationsproblenis 
einer  Gleichung  Af=0,  welche  bekannte  infinitesimale  Transforma- 
tionen gestattet,  ab,  um  diese  Betrachtung  an  einer  späteren  .Stelle 
zu  verwerten. 

§  5.     Die  Multiplicatoren  einer  Gleichung  Af=0. 

Wir  wollen  jetzt  noch  auf  den  Zusammenhang  eingehen,  welcher 
zwischen  den  infinitesimalen  Transformationen  einer  Gleichung  Af  =  0 
und  den  Jacobi'schen  Multiplicatoren  derselben  besteht.  Dabei  be- 
merken wir  vorweg,  dass  die  Entwickelungen  dieses  Paragraphen  in 
der  Folge  nicht  benutzt  werden,  also  eine  blosse  Einschaltung  bilden. 

Vorgelegt  sei  wieder  die  lineare  partielle  Differentialgleichung: 

A^ cf     ,  ^f     I      '        i  cf         ^ 

^f=  «1  8x,  +  "2ä^,  +  •  •  •  +  «"  g^„  =  ^ 

in  n  Veränderlichen  x^,  x,^-  -  -Xn.     Es  seien 

n  ^  1  von  einander  unabhängige  Lösungen  derselben,  durch  welche, 
wie  wir  wissen  (vgl.  §  1),  die  Gleichung  ^/'=0  vollständig  be- 
stimmt wird. 

Multiplicator  M  des  simultanen  Systems  c^Sr'voü 

da;,         Ax^  "*n 

oder  der  äquivalenten  linearen  partiellen  Differentialgleichung 

heisst  jede  Function  M  von  x^^  x.,  •  •  •  x„,  für  die  MAf  die  Functional- 
determinante  der  beliebigen  Function  /"  und  irgend  welcher  n  —  1  von 
einander  unabhängiger  Lösungen  «,  •  •  •  «„_i  der  Gleichung  Af  =  0 
hinsichtlich  x'j,  x^  ■  •  •  x„  ist. 

Wir  wollen  die  gebräuchliche  abkürzende  Bezeichnung 


/  /'     co^     (O.J  ■■  •  co„\ 


für  diese  Functionaldeterminante 


I 
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df 
dxi 

df 

df 

C(o^ 

3  CO, 

^co^ 

dxi 

dx^ 

dx^ 

^«»«-1 

^»«-1 

d^a- 

dxi 


dx» 


dx^ 


benutzen.     Alsdann  lautet  die  Definitionsgleichung   des  Multiplicators: 


(15) 


3IAfE^ 


Hierin  bedeuten,'  wie  bemerkt,  cö^  •  •  •  On—x  irgend  ein  System  Lö- 
sungen der  Gleichung  Af  =  0.  Benutzen  wir  an  Stelle  derselben  ein 
anderes,  etwa  räj,  Wg  "  '  '  ^''— 17  ^^  erhalten  wir  einen  im  allgemeinen 
anderen  Multiplicator  M,  für  den 

f  »1  «2 

*>-JUi      Jly.)       t/  Q     •    •    •    ^^j 


(10) 


\JUt         Ji/.i         i/o       •      •     •     tl/ji  * 


Quotient 

zweier 

Multipli- 


ist.     Dass  nun  das  Verhältnis 


M 


,,   eine  Lösung  von  Af=0  oder  nur 

eine  Constante  ist,  lässt  sich  leicht  zeigen: 

Da    in    der    Definitionsgleichung    (15)    des    Multiplicators   M  die 

Function    /'  arbiträr   sein   soll,    so   müssen   die   Coefficienten   von   :^ — 

rechts  und  links  übereinstimmen.     Links  ist  dies  der  Coefficient  Muk, 
rechts  eine  Unterdeterminante.     Danach  ergiebt  sich,  dass 

Ma^ ,  Mtt^  •  •  •  Man 
die  (n  —  l)-reihigen  Determinanten  der  Matrix 


^  W, 

d(Oi 

d(o^ 

CXi  ■ 

dx^ 

d^n 

dx^ 

dy-1 

dx^ 

d<^„-i 
dx„' 

sind. 

Es  ist  also: 

(17) 

^-^c 

a,  (»2  .  . 

X2  x^  .  . 

1 

V.%  X^  . 

=:±C 

»j  (ög  .  . 

.  G>„-i\ 

-«,.  V 

Xy      X.^    .     . 

.    X„-J 

X^     J 


Analog  ergeben  sich  solche  Ausdrücke  aus  (16)  für  31.    Demnach  ist, 
weini  wir  die  letzten  Ausdrücke  benutzen: 
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(18) 


M 


/tu,  CO,    .   .   .  (ü„_^\ 

\a:,  oTj  •  •  •  x^_j/ 

/üj,  CO,  .  .  .  a);_A  ' 

\  a",  X»    •  •  •  x^^ j/ 


indem  wir  voraussetzen,  dass  a^  ■  ■  ■  a3„_i  etwa  hinsichtlich  a-,  •  •  •  a;„_i 
von  einander  unabhängig  sind,  was  dann  auch  für  cö^  ■  •  •  03„_i  gilt. 
«1  •  •  •  «„_i  sind  gewisse  von  einander  unabhängige  Functionen  der 
Lösungen  «^  •  •  •  (a„_i ,  und  nach  einem  bekannten  Satze  über  die 
Functionaldeterminante  ist  also: 

\a:i  rr^  .  .  .  .r„_:/  ~  Vcj,  w.  .  .  .  m„_i/     Vr,  x.,  .  .  .  x„    ) ' 
sodass  sich  (18)  reduciert  auf 

M 


/öl   «2 


.  .  G)„_i/ 

Die  rechte  Seite  hierin  ist  aber,  da  Wj  ...  (o„-i  Functionen  von  a^ ...  w„_i 
sind,  ebenfalls  eine  Function  von  ö^  ...  aj„_i,  d.  h.  eine  Lösung  von 
Af=0  oder  eine  Constaute.  Indem  man  ö^  ...  ä„_i  in  zweckmässiger 
Weise^ls Functionen  von  03^ ...  ö„_i  wählt,  kann  man  offenbar  erreichen, 
~j^  jede  beliebige  Lösung  von  Af=0  darstellt. 


dass 


Der  Multiplicator  steht  nun  —  und  deshalb  kommen  wir  auf  ihn  ^-'"ammeu- 
zu  sprechen  —  in  sehr  enger  Beziehung  zu  den  infinitesimalen  rraws-äch°"  muu. 
formationen  Uf,  welche  Af=0  gestattet.  von'?vi'^o. 

Es  mögen  UJ,  UJ...  Un-if  n—  1  infinitesimale  Transforma- 
tionen der  Gleichung  Af  =  0  sein,  und  zwar  soll  zwischen  ihnen  und 
Af  keine  lineare  Relation  bestehen.     Es  sei  allgemein: 


Ujfi 


^'  h  +  ^■'•^  ax,  + 


^  ^'"  dx.. 


0'  =  1,  2  ...  n  —  1). 

Wir  beweisen  in  einer  späteren  Note  (vgl.  Satz  10  dieses  Paragraphen), 
dass  es  stets  n  —  1  derartige  infinitesimale  Transformationen  der  Glei- 
chung Af=0  giebt.  Hier  wollen  wir  diesen  übrigens  sehr  einfachen 
Beweis  der  bessern  Übersicht  halber  übergehen. 

Wir   behaupten  nun,   dass   der  reciproke  Wert  der  Determinante 


«1 

In 


fc 


'S"— 1,1     b»i  — l.L' 


^.» 


ein  Multiplicator  der  Gleichung  Af=0  i.st. 


5'i  — l,n 


I 
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Zunächst  ist  diese  Determinante  nach  den  getroffenen  Voraus- 
setzungen sicher  nicht  identisch  Null.  Wir  multiplicieren  sie  mit  der 
Determinante 

I      doa.  0(0,  0  CO, 


dxi 

dc02 

^-: 
dxi 


dx.^ 

dx^ 

dx. 


dx„ 
d  (o^ 
ex.. 


dx^ 


0  0        ...         1  . 

und  erhalten  nach  der  bekannton  Productregel  offenbar 
Ac3^  Ä(02         ...         A03„—i  an 


Ui  «„-1 


^.. 


■     Un-l(Oi        Un-l(0.,       ...        J7„_iaj„_i        ^„_i,„     I 

Da  aber  w,  . .  .  co„_i  Lösungen  sind,  so  ist  ^cj,  =£f  0,  ...  .4aj„_i  ^  0, 
Die  erste  Horizontalreihe  enthält  also  lauter  Nullen  bis  auf  das  letzte 
Glied  a„  und  es  kommt: 


Un-l03i        U„-i03.^ 


Un-ia„-l 


Weil  Äf  =  0  die  infinitesimalen  Transformationen  L\f .  ...  U„—if  ge- 
stattet, so  ist  nach  Satz  3  des  §  2  die  vorstehende  Determinante  eine 
Function  Sl  der  Lösungen  cji  .  .  .  gj«— i,  sodass  sich  ergeben  hat: 


^21 


«., 


t 


5/1  —  1,1     5n— 1,2 


S«- 


dxi 

Cö), 

0(0^ 

dx^ 

^"n-l 

^«»«-i 

^a;, 

aa;„ 

0 

0 

1 

^a„5i(oJi...M„_i). 


Die  zweite  Determinante  hierin  ist  die  Functionaldeterminante  von 
Wj  .  .  .  a3„_i  nach  a:,  .  .  .  a;„_i  und  darf,  wie  wir  schon  einmal  bemerkten, 
verschieden  von  Null  vorausgesetzt  werden  (sodass  auch  a„  e{e  0  ist). 
Demnach  haben  wir: 
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1    /w^  (o.,...  aj„_i\  


In  In 


I,. 


5/1—1,1    5/1—1,  2  •  •  •  S„_i    „ 

Die  linke  Seite  aber  ist  nach  (17)  ein  Multipiicator  von  yl/  =  0,  die 
rechte  Seite  also  auch.  Da  nun  ein  Multipiicator  mit  einer  Lösung, 
wie  ß(o7i  •  •  Gj„_i),  multipliciert  wieder  einen  Multipiicator  giebt,  lo 
ist  in  der  That  bewiesen: 

Theorem  32:      Gestattet   die   lineare  partielle  Differential- 
gleichung: 

w— 1   infinitesimale  Transformationen: 

(y  =  1,  2  .-./,  —  1), 

welche  zusammen  mit  Af  leine  lineare  Relation 

ilAf-{-il,UJ+-..  +  fi„_,  Un-lf=  0 

erfüllen,  in  der  die  fi  Functionen  von  x,  ■  ■  ■  x,,  oder  Constanten 
sind,  so  ist 

I        «1  «2         •   .  •         «/, 

in       i,.      . 


1 


^1« 


1    Sn— 1,1  5«— 1,2  •  •  •    1/.— l,n 


ein  Multipiicator  der  Gleichung  Af=0. 

Dieses  Theorem  ist  die  directe  Verallgemeinerung  des  Theorems  8 
(§  1  des  6.  Kap.)  für  beliebig  viele  Veränderliche,  denn  unser  Jacobi-scher 
Multipiicator  reduciert  sich  für  w  =  2  auf  den  Euler'schen  Multipiicator. 

Unser  Theorem  giebt  auch  eine  schöne  anschauliche  Deutung  des     oeo 
Multiplicators,  ähnlich  der  für  »^  =-2  in  §  1  des  9.  Kapitels  gegeb^euen.n'riSt 
Wir  wollen  dies  für  n  =  3  zeigen,  und  wir  bemerken  dabei,  dass  sich  "[^IZ''' 
diese   Deutung   auch    auf  beliebiges   n   unter   Benutzung   des  Begriffes 
eines  w-dimensionalen  Raumes  ausdehnen  lässt. 

Es  seien  also  x,  y,  z  die  drei  Veränderlichen  und 

eine   lineare    partielle   Differentialgleichung,   welche   die   beiden    infini- 
tesimalen Transformationen 

Li  ü,  Diffuruutialglcicliuugeu.  oq 
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TT  f-—    t      ^   _l  ^       \       f-     ^ 

TT-f-t     ^f  _\     ^    ^L  A.  f-    ^ 
^2/  ^  «2  ga;  "*"  ^^  dy  "^  ^^  g^ 

gestattet,  von  denen  vorausgesetzt  wird,  dass  sie  mit  ^/' keine  lineare 

Relation  eingehen,  sodass  also  die  Determinante 

X     Y    Z 

li    nx    e,   =|hO 

^2       ^2       ^2    I 

ist.  Nach  unserem  Theorem  ist  der  reeiproke  Wert  dieser  Deter- 
minante ein  Multiplicator  von  Af  =  0.  Sie  hat  nun  auch  eine  geo- 
metrische Bedeutung:  Uif  und  TJ^f  nämlich  erteilen  dem  Punkte 
Poi^jPf^)  infinitesimale  Fortschreitungsstrecken  d^s,  S.,s  mit  den 
Projectiouen 

^^dt,     rj^dt,     ^^öf, 

auf  die  Axen.     Auch  Af,  als  infinitesimale  Transformation  aufgefassi, 

erteilt  dem  Punkte  p^   eine   Fortschreitungsstrecke    d„s  mit  den   Pro- 

jectionen 

X8t,     Yöt,     Zdt. 

Diese  drei  Fortschreitungon  ^^,5,  d^^s,  d.^'s  bilden  nach  §  4  eine  räum- 
liche Ecke  und  bestimmen  daher  ein  Parallelepiped,  dessen  Inhalt 
nach  einem  Satze  der  analytischen  Geometrie  eben  jene  obige  Deter- 
minante ist,  allerdings  noch  multipliciert  mit  dt^.  Der  Multiplicator 
ist  demnach,  bis  auf  öt^,  gleich  dem  reciproken' Werte  des  Inhaltes 
jenes  Parallelepipeds. 

Diese  geometrische  Deutung  wollen  wir  nun  gänzlich  von  der 
Annahme  infinitesimaler  Transformationen  befreien.  Zunächst  denken 
wir  uns  die  Charakteristik  k^^  des  Punktes  p^^  gezogen,  d^s  führt  p^y 
in  einen  benachbarten  Punkt  jhy  ^V**  '^  einen  benachbarten  p.^  über. 
Auch  die  durch  j),  und  2^2  gehenden  Charakteristiken  l\  und  l\^  denken 
wir  uns  gezogen.  Die  vierte  Ecke  des  von  p^,  p,^,  ji-i  bestimmten 
Parallelogramms  sei  jOg  und  die  hindurchgehende  Charakterisik  h.^.  Da 
ÖqS  Tangente  an  /•„  ist,  so  ist  unser  Parallelepiped  zwischen  jene  vier 
Charakteristiken  /r„,  l\,  Ä^,  /.".j  eingelagert  (Fig.  30).  Wenn  wir  über- 
hauj)t  alle  Charakteristiken  ziehen,  welche  von  den  Seiten  des  Pa- 
rallelogramms p^^PiP-^p^i  ausgehen,  so  erhalten  wir  eine  unendlich  dünne 
von  (iharakteristiken  erzeugte  Kölirenflächc.  Wir  bemerken  nun,  dass 
wir  statt  dieser  Röhrenfläche,  deren  Querschnitt  ein  Parallelogramm 
ist,  jede  andere  von  Charakteristiken  erzeugte  unendlich  dü)ine  Röhren- 


i 


Die  Maltiplicatoren  einer  Gleichung  Af  =^  0. 


339 


tiliche  benutzen  können,  um  einen  Multiplicator  auf  geometrischem 
Wege  zu  erhalten.  Zu  diesem  Zweck  nehmen  wir  in  der  Ebene  des 
Parallogramms  p^PiPiPi  eine  beliebige  unendlich  kleine  durch  ^)„ 
gehende  geschlossene  Curve  c  an  uud  ziehen  alle  Charakteristiken, 
welche  durch  die  Punkte  von  c  hindurchgehen.  Sie  bestimmen  eine 
Röhrenfläche,  deren  Querschnitt  in  der  Ebene  PoPiJhP-^  ^i^  Fläche 
der  Curve  c  ist.  Nehmen  wir  auf  l'^  an  Stelle  von  p^  einen  anderen 
Punkt  Pq  an,  so  haben  wir  daselbst  auch  den  Punkten  j3j,  p^,  ^3  ana- 


Fig.  30. 


Fig.  31. 


löge  Punkte  Pi,  p,,  Pz,  indem  p^  von  Uif  na.ch  Pi  gefiihrt  wird  u.  s.  w., 
und  es  liegt  Pj^  auf  \,  p^  auf  Je.,,  p^  auf  ^-3.  Die  Ebene  des  Parallelo- 
gramms PaPiPiVi  schneidet  die  neue  Röhrenfläche  in  einer  Curve  c 
(Fig.  31).  Es  ist  aus  der  anatytischen  Geometrie  bekannt  oder  kann 
auch  aus  den  Entwickelungen  des  §  4  entnommen  werden,  dass  sich 
der  Inhalt  des  Parallelogramms  j?o  ^1^3  j>^  zu  dem  der  Curve  c  bis  auf 
unendlich  kleine  Grössen  genau  so  verhält  wie  der  des  Parallelogramms 
p^y  Pi  p^  p.^   zum   Inhalt  der  Curve  v. 

Wenn  man  also  nicht  das  Parallelogramm  ^o^jj  Pg^),,,  sondern  eine 
beliebige  unendlich  kleine  Fläche  c  in  der  Ebene  desselben,  oder,  was 
an  der  Sache  nichts  ändert,  überhaupt  irgend  eine  beliebig  kleine 
Fläche  c  au  der  Stelle  p^  zur  Grundfläche  des  Raumeleraeutes  wählt, 
so  steht  das  neue  Raumelemcnt  zum  ursprünglichen  Parallelepiped 
(mit  derselben  Kante  d„s)  hinsichtlich  seines  luhaltes  in  einem  Ver- 
hältnis, das  längs  der  ganzen  Charakteristik  constant,  demnach  eine 
Function  der  Lösungen  von  A/'=0  ist.  Der  reciproke  Wert  des 
Inhaltes  des  neuen  Raumelemontes  ist  folglich  gleich  dem  früheren 
Multiplicator,  multipliciert  mit  eiuer  Function  der  Lösungen  von  Af'=0. 
Bekanntlich  ist  aber  jeder  Multiplicator,  multipliciert  mit  eiuer  Function 
der   Lösungen    von   Af=Oj  wieder    ein    Multiplicator    der  Gleichung, 
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und  so  erhält  man  andererseits  aus  einem  Multiplicator  alle  Multipli- 
catoren  von  Af  =  0.     Also  bat  sich  ergeben: 

Satz  9:     Zetlegt  man  den  Raum  {x,  y,  z)  vermöge  der  oo*  Charäk- 
teiistiken  der  Gleichung 


dx 


dz 


in  irgend  ivelclier  Weise  in  unendlich  viele  unendlich  dünne  von  Charak- 
tei'isiike}i  umschlossene  Bohren  flächen  und  schneidet  man  an  der  Stelle 
(a',  y,  z)  aus  der  hetreffenden  Ttöhren/lürhe  ein  Haumelement 
von  der  auf  den  Charaläeristiken  gemessenen  Länge 


Jj'ig.  32. 


?^  deren  Projectionen  auf  die  Axen  gleich  Xöt,  Yöt,  Zöt 
^  sind,  heraus,  so  ist  der  reciproke  Wert  des  Inhaltes  dieses 
liaumelementes  bis  auf  die  unendlich  kleine  Grösse  df^  ein 
MnUiplicator  der  Gleichung  Af  =  0,  und  umgekehrt  findet 
man  auf  diese  Weise  jeden  Midtiplicator  der  Gleichung 
Af=().  (Fig.  32.) 


Beispiele.  J,  Beispicl:     Wir   entnehmen   ein  Beispiel   hierzu   der  Kinematik. 

Angenommen,  der  Raum  sei  von  oiner  ineompressihelen  Flüssigkeit  er- 
füllt und  es  seien: 

dx         dy         dz  ,, 

die  Differentialgleichungen  für  die  Bewegung  des  Flüssigkeitsthoilchens 

{x,  y,  z)   in    der  Zeit  /.     Wir    wollen   voraussetzen,  die   Strömung   sei 

stationär,   d.  li.   die   Geschwindigkeitscomponenten    X,   Y,  Z  seien   nur 

Functionen    des    Ortes,    frei    also    von    der    Zeit    t.     Dann    bilden    die 

Gleichungen 

dx         dy         dz 
IC  ^  ^  ^  Ic' 

filr  sich  ein  simultanes  System  mit  der  zugehörigen  linearen  partiellen 
Ditierentialgleichung 

Af=xl^-\-  Y^  +  Zp^  =  0. 

'  dx    '         oy    '         dz 

Um  einen  Multij)licator  derselben  zu  finden,  betrachten  wir  irgend 
einen  unendlich  kleinen  an  der  Stelle  (x,  y,  s)  befindlichen  Quer- 
schnitt c  der  Flüssigkeit,  Durch  denselben  gehen  Strömungslinien 
(Charakteristiken  der  Gleichung  Af=  0)  hindurch,  die  einen  Flüssig- 
keitsfaden bilden.  Da  die  Flüssigkeit  incompressibel  sein  soll,  so 
muss  die  Flüssigkeitsmenge,  die  in  der  Zeit  dt  durch  c  hindurchgeht, 
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längs  dieses  Fadens  constant  sein.  Sie  ist  aber  gleicli  den»  Inhalt 
des  Querschnittes,  multiplieiert  mit  der  Geschwindigkeit  und  der  Zeit 
dt,  also  multiplieiert  mit: 


und  daher  der  Rauminhalt  eines  nach  Satz  U  zu  construierenden  Rauni- 
elementes  mit  dem  Querschnitt  c.  Mithin  besitzt  nach  unserem  Satze 
die  Gleichung  Af  =  Q  nur  solche  Multiplicatoren,  welche  längs  jeder 
Charakteristik  constant  sind,  insbesondere  also  den  Multiplicator  1. 
Wenn  sie  umgekehrt  den  Multiplicator  1  hat,  so  ist  jeder  andere 
Multiplicator,  da  er  aus  diesem  durch  Multiplication  mit  einer  Lösung 
von  Af=()  hervorgeht,  längs  jeder  Charakteristik  constant  und  die 
Bewegung  die  gewünschte.  Damit  also  unsere  Gleichungen  eine  sta- 
tionäre Strömung  einer  incompressibelen  Flüssigkeit  darstellen ,  ist 
notwendig  und  hinreichend ,  dass  sie  den  Multiplicator  1  besitzen. 
Weil  die  Multiplicatoren  auch  definiert  werden  können  als  die  Lö- 
sungen M  der  partiellen  Differentialgleichung 

cMX        dMY    ,    dMZ  __  ^ 

dx     ~^     dy  dz  ' 

so  ergiebt  sich  schliesslich  als  notwendige  und  hinreichende  Bedingung: 

dX    .    oY  j_  oZ  __  ^ 
(^x  ~^  cy     '    dz  ' 

die  in  der  Kinematik  in  anderer  Weise  abgeleitet  wird. 
^.  Beispiel:    Die  Differentialgleichung 

Af=X^+  Y^-{-  zU-  =  0 
'  dx    '         dy    '         cz 

definiere  die  oc^  Curven,  welche  eine  Schar  von  oo^  Ebenen  senkrecht 
durchschneiden.  Es  ist  sehr  leicht,  einen  Jacobi'schen  Multiplicator 
dieser  Gleichung  anzugeben.  Wählt  man  nämlich  den  in  unseren 
obigen  allgemeinen  Entwickelungen  mit  c  bezeichneten  Querschnitt 
irgend  wie  auf  einer  jener  oo'  Ebenen  TJ,  so  ist  der  entsprechende 
Querschnitt  c  auf  der  unendlich  benachbarten  Ebene  E'  der  Ebenen- 
schar bis  auf  unendlich  kleine  (irl)ssen  von  vierter  Ordnung  gleich  c, 
da  c  selbst  von  zweiter  Ordnung  und  der  Cosinus  des  Neigungswinkels 
der  beiden  Ebenen  E  und  E'  von  1  nur  um  eine  unendlich  kleine 
Grösse  zweiter  Ordnung  unterschieden  ist.  Daraus  folgt,  dass  der 
Querschnitt  constant  ist  längs  der  ganzen  RöhrenHäche.  Mithin  ist 
nach  Satz  9  die  Grösse  1  :  >/X"'+  7=* +~Z-  selbst  ein  Multiph\at..r 
der  vorgelegten  Gleichung. 
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3.  Beispiel:    Man  kann  sich  fragen,  unter  welcher  Bedingung  die 
Charakteristiken  der  Gleichung 

'  dx   *        oy  02 

80  beschaffen  sind,  dass  eine  von  Charakteristiken  erzeugte  unendlich 
dünne  Rührenfläche  überall  einen  Querschnitt  von  derselben  Grösse 
hat,  der  Querschnitt  dabei  senkrecht  zu  den  Charakteristiken  gedacht. 
Nach  Satz  9  hat  die  Gleichung  Af=0  in  einem  solchen  Falle  den 
Multiplicator  1 :  |/X^  -\-  Y^  -\-  Z^.  Wenn  sie  umgekehrt  diesen  Mul- 
tiplicator  hat,  so  sind  die  Röhrenflächen  überall  gleich  stark.  Not- 
wendige und  hinreichende  Bedingung  ist  demnach,  dass 


l-.yX-'-i-  Y^  -\-  Z'' 
Multiplicator  sei,  d.  h.  dass 

d  X  _i_     ^  "^ _1_     ^     ^ :=;  n 

dx  |/x«^-f'Y*'4-^      ^y  yx'  -f  r*  +  z«      ^^  yx*  -f  r*  +  z» 

sei.     Beispiel  2  ist  ein  Specialfall  hiervon. 

Der  Zusammenbang  zwischen  den  Multiplikatoren  und  infinitesimalen 
Transformationen  der  Gleichung  Af=0  gestattet,  in  einfacher  Weise 
einen  wichtigen  Satz  aus  der  Multiplicatortheorie  abzuleiten.  Wir  schicken 
zunächst  folgenden  Satz  voraus: 

Satz  10 :  Eine  Ihiearc  partielle  Differentialgleiehung  Af  =  0  in  n  Vcr 
(imlerlichcn  gestaltet  sieher  n  —  1  infinitesimale  Transformationen  U^f-'-  U„—if. 
icelche  zusammen  mit  Af  keine  lineare  Relation 

^Af+  {i,UJ-\ f-  iln-l  Un-lf=  0 

erfüllen. 

Zum  lieweis  dieses  schon  früher  erwähnten  und  benutzten  Satzes  seien 
cdi  •  •  •  co„_i  ein  System  von  n  —  1  von  einander  unabhängigen  Lösungen 
der  Gleichung  Af=0.  Sind  sie  etwa  hinsichtlich  a;,  •  '  •  Xn—i  von  ein- 
ander unabhängig,  so  können  wir  sie  als  neue  Veränderliche  zusammen 
mit  Xn  benutzen: 

(19)  ?i  =  "n      •••      ?n-l  =  <»«-l,      U  =  ^1- 

Die  Gleichung  Af=0  geht  dadurch  über  in 

ISiur  tür  diese  braucht  der  Satz  10  bewiesen  zu  werden,  denn  die  Trans- 
formation (19)  führt  jede  infinitesimale  Transformation  Uf  welche  Af  =  0 
invariant  lässl,  in  eine  solche  Vif  über,  die  51/"=  0  invariant  lässt.  Nun 
gestattet  offenbar  %f==0  die  infinitesimalen  Transformationen 

U  /-^--^       ...     11       f  '^'' 


und  zwischen  diesen  und  %f  besteht  in  der  That  keine  lineare  Relation. 


Die  Multiplicatoren  einer  Gleichung  Äf  =  0. 
Es  liege  uuuraehr  eine  liueaie  partielle  Üitferentialgleichung 
Af. 
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'•  dx. 


dx , 


vor.  Wie  wir  nach  Satz  10  wisseu,  gestattet  sie  gewistsS  n  —  1  infini- 
tesimale Transformationeu : 

0  =  1,  2  •    ■    •   7.  -    1), 

welche  mit  Af  keine  lineare  Kelation  erfüllen. 

Wenn  wir  nun  au  Stelle  von  x^  •  •  •  ;».„  irgend  welche  neue  Veränderliche 

(20)  Ji  =  /-j (:ri  ■  -  ■  x„),     •  •  .     j^  =  /•„ (a;j  .  •  .  rr„) 

benutzen,  so  geht  Af=0  in  eine  lineare  partielle  Differentialgleichung 
3(/'=0,  geschrieben  in  j;i---i'„,  über.  Die  infinitesimalen  Transforma- 
tionen Ulf'  •  •  ün—if  gehen  gleichzeitig  in  gewisse  in  jj  •  •>  •  y:„  geschriebene 
infinitesimale  Transformationen  \X^f ■  ■  •  )Xn—if  über,  welche  2(/'==0  in- 
variant lassen  und  mit  %f  keine  lineare  Relation  erfüllen.     Sei: 


I     l;"n  p„ 


Es  ist  bekanntlich 


«/  =  ^E,|  +  --     +^E,f 


also: 


und  analog 


also  identisch- 


+  hn 


h, 


0X„ 


n,  a , 


^11  ^i: 


In  — 1,1    Ih— 1,2    •  •  ■    §/.  -  l.'i 

^i»      öS, 


r  X 


§n— 1,1    l»i     1,2   ••  •   $'1-1, f 


^x^      dx. 
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vermöge  der  Gleichungen  (20).  Nach  Theorem  32  ist  die  linksstehende 
Determinante  der  reciproke  Wert  eines  Multiplicators  9K  von  S(/'=0  und 
die  erste  rechtsstehende  der  reciproke  Wert  eines  solchen  31  von  Af=0, 
während  die  letzte  Determinante  die  Functionaldeterminante  von  Ji  •  •  •  J» 
hinsichtlich  a\  '  •  •  Xn  ist.     Daher  kommt : 

M 

(21)  m  = 


\X^  ,X2  •  ■  ■  X^  / 


Der  allgemeinste  Multiplicator  von  Äf=0  ist  gleich  M,  multipliciert  mit 
irgend  einer  Lösung  von  Äf=  0.  Da  vermöge  (20)  jede  Lösung  von 
Af=0  in  eine  solche  von  51/"=  0  übergeht,  so  gilt  die  Formel  (21) 
für  irgend  einen  Multiplicator  M  von  Äf=0,  und  so  ist  der  Jacobi'sche 
Satz  auf  einem  neuen  Wege  bewiesen : 
Muuipiica-  Satz  11 1     Ist  M   ein  MuliipUcaior   der   linearen  partiellen    Differential- 

Kiiduhr'ung [fli'ichung  Af^O  in  den    Veränderlichen  Xi,x.2---x„,  und  führt   man   in 
neuer  Var.  ^  ^  =  Q    vermögc  einer   Transformation    an  /Stelle  van  tPj  •  •  •  r„    tieue    Ver- 
änderliche   £i  •  •  •  En   ein,    so    besitzt    die    hervorgehende  Differentialgleichung 
31/"  ^^  0  den  Mtdtiplicator  : 

M     

/El  j  Es  ■  ■  ■  En  \ 

\x'j ,  a?2  ■  ■  ■  x^  / 

wenn  dieser  AusdrucJc  in  Ji  •  •  ■  Ei  geschrieben  wird. 

Eine  schöne  Anwendung  lässt  sich  von  diesem  Satze,  der  übrigens 
vermöge  der  geometrischen  Deutung  des  Multiplicators  nahezu  selbstver- 
ständlich erscheint,  dann  machen,  wenn  man  annimmt,  eine  vorgelegte 
Differentialgleichung  in  a^j  •  •  •  Xn 

^^=«'^  +  •••  +  ««1^  =  0 

besitze  einen  bekannten  Multiplicator  M  und  gestatte  eine  bekannte  infini- 
tesimale Transformation 

sodass  nach  Theorem  29  des  §  2 

(22)  {UA)^k-Af 

ist. 

Die  infinitesimale  Transformation   Uf  oder: 

(23)  TC^=X,-\--^,öt,        •••        ln=Xn-\-inSt 

führt  die  Gleichung  Af=  0  in  eine  Gleichung  21/'^  0  über,  die  wir  zu- 
nächst berechnen  müssen.     Es  ist 


Nun  aber  ist 


.1 
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Alk  =  Axk  +  .•1|a(5<  =  «i  4-  ^  1^6/. 

Hier  sind  rechts  die  neuen  Veränderlichen  £  einzuführeu.    (23j  giebt,  nach 
x^-  ■  ■  Xn  aufgelöst : 

a?!  =  £1  —  li^f,     •••     x„  =  ln  —  in^i, 
wobei  in  Ij  •  •  •  ^;,  überall  j;  statt  a;  geschrieben  gedacht  wird.    Demnach  wird 

c(k{x)  =  dkil)  —  ötUdk^ 
also: 

Alk  =  a*(E)  +  (^Ia  -  C/"«,)  dt. 

Hierbei  wird  rechts  überall  x  durch  j  ersetzt  gedacht.     Mithin  ist 


S&f=^^ak{l)^^  +  {ÄU),dt, 


dl 
oder  nach  (22): 

Der  Index  i   soll   natürlich  andeuten,   dass    überall  das  Zeichen  x  durch  j 
ersetzt  werden  soll.     Die  neue  Differentialgleichung  lautet  folglich 

(1  -1-  k8t)Af=  0, 

wenn    jetzt    die    neuen    Veränderlichen    i"i  •  •  •  In    wieder   mit  Xy  •  •  •  Xn   be- 
zeichnet werden.     Ferner  geht  M  über  in 

M  —  ÜMöt 

und    die    Functionaldeterminante    der    j    hinsichtlich    der  x  lautet  bis    auf 
unendlich  kleine  C4rös&en  höherer  Ordnung 

'     \cXj^     '    ox.^     '  '    cx^/ 

Nach  Satz  11  besitzt  mithin  die  Gleichung 

(1  +  köt)  Af=0 
den  Multiplicator 

M  —  UM  St 


d.  h.  die  Gleichung  Af=0  selbst  den  Multiplicator 

M  -  UM  8t 

Hierin  sind  natürlich  nur  die  Glieder  nullter  uud  erster  Ordnung  in  6t 
von  Belang.  Wir  könneu  daher  diesen  Multiplicator  von  Af  ^  0  auch 
so  schreiben: 

il/  _   {t^T,/  +  i,/(|ll  +  .  .  .  +  [^  4_  .1/a}  ^/. 
Andererseits    besitzt   Af  =•  0   schon   den   Multiplicator   M  selbst    und 
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wir    wissen,    dass    der   Quotient    zweier   Multiplicatorcu    eiue    Lösung   oder 
eine  Constiinte  ist.     (Vgl.  Seite  334,  335.)     Daher  ist 

oder  also  auch 

eine  Lösung  von  Äf=0  oder  aber  eine  Constante. 
AbioituDg  Satz  12:*)  Ist  M  ein  Multiplicator  und 

ans  einem  o  y-  p  ^ 

Wult.  und  Trf=:zt       ^'     4_   .  .  .  _J_    1:        ^/ 

eüierjnf.Tif.  ^'   '^    3x.      "^  ^^  ^"^    f  X 

1  n 

eine  infinitesimale  'Transformation  der  linearen  partiellen  Differentialgleichunft 
Af=0,  sodass 

(UÄ)  =  ;i  Af 
ist^  so  ist 

eine  Lösung  der  Gleichung  Af=0  oder  aber  eine  Constante. 

Die  Kenntnis  eines  Multiplicators  und  einer  infinitesimalen  Transfor- 
mation der  Gleichung  Af=0  führt  also  unter  Umständen  zu  einer  Lösung 
dieser  Gleichung.  Dass  dem  so  sein  muss,  ergiebt  sich  kürzer  aus  der 
geometrischen  Interpretation,  lieschränken  wir  uns  auf  den  Fall  n  =  3, 
so  ist  nach  Satz  9  der  Multiplicator  31  der  reciproke  Wert  des  Inhaltes 
eines  gewissen  zwischen  Charakteristiken  liegenden  ßaumelementes ,  bis 
auf  eine  Grösse  6t^.  Die  bekannte  infinitesimale  Transformation  Uf  von 
Af=0  führt  diese  Charakteristiken  wieder  in  Charakteristiken,  das  Raum- 
element also  wieder  in  ein  solches  über  und  führt  somit  zu  einem  eventuell 
neuen  Multiplicator  von  Af=0.  Der  Quotient  beider  Multiplicatoren  aber 
giebt  eine  Lösung  oder  eine  Constante.  Der  hier  angedeutete  geometrische 
Beweis  ist  oben  in  analytischer  Form  ausgeführt. 

Hierbei   wollen  wir   noch  hervorheben,    dass  die  Verwertung  der  geo- 
metrischen  Deutung    des   Multiplicators    ohne    grosse   Mühe    auch    zu   dem 
sogen.  Principe  des  Ictztcfi  Midtiplicators  und  den  übrigen  damit  zusammen- 
hängenden Multiplicatorsätzen  führt. 
Beispiel.  Beispiel:    Unser   Satz  12    soll   durch    ein   einfaches  Beispiel    illustriert 

werden.     Gegeben  sei  die  Diiferentialgleichung : 

Dieselbe  besitzt  einen  leicht  zu  findenden  Multiplicator.     Der  Multiplicator 
M  muss  ja  die  Gleichung  erfüllen: 

r x, x-g M    .    da\x^M        dix^^  -f  iCg*)  M  __ 
dxi        *       dx^  dxa 


*)  Lie,    Allgemeine    Theorie    der    partiellen    Dififerentialgleichungen    erster 
Ordnung.     2.  Abhandlung,  Math.  Annalen,  Bd.  11  (1877),  Satz  16,  S.  508. 
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oder  ausgerechnet: 


^  a  lg  iif        6  ig_M  _  x,'-\-x,'  ^  's  ^  =  _  2 

*     dxi       '2     g-p^  jj^  gaj^ 


Hiernach  giebt  es  einen  von  x^  freien  Multiplicator,  der  die  Gleichung 
aigM  c\gM_        , 

erfüllt,  denn  dieser  Gleichung  wird  durch 

Xl   iCj 

genügt. 

Ferner  gestattet  Af  =  0   die   infinitesimale  Rotation    nm  die  .Tg-Axe: 


Uf 

= 

a/^     ,          df 
^'^  dx,  "r  ^läiTa' 

da  {UÄ)  = 

E  0  ist.     Daher 

ist 

auch  nach  Satz  12: 

„    a  l?  X, 
^2        aa;i 

^  . 

_^   d  \gx,x,,        dxj    .    dx 
^       dxz            dx,    '    dx 

oder  also 

•^'2  ^ 

a;.         ir„ 

»7' 

ein    Integral    von  ^/'=0.     Es   ist   dies   eine    Function    von     '    allein,  und 


X., 


in  der  That  ist  A^  =  0. 


Kapitel    16. 

Gewöhnliche  Differential^leiohun;™:^!!  zweiter  Ordnung  in  .r,  //, 
welche  eine  eingliedrige  Gruppe  gestatten. 

Im  6.  bis  8.  Kapitel  haben  wir  gewöhnliche  Dillcrentialgleichimgen 
erster  Ordnung  in  x,  y  betrachtet,  welche  eine  eingliedrige  Gruppe  in 
den  Veränderliehen  x,  y  gestatten.  Später,  im  13.  Kapitel,  haben 
wir  die  betreffenden  Theorien  in  neuer  Weise  dargestellt,  indem  wir 
die  Punkttransformationen  durch  Hinzufügung  der  Transformationen 
lies  Differentialquotienten  y    erweiterten. 

In  entsprechender  Weise  werden  wir  im  gegenwärtigen  Kapitel 
die  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  zivciter  Ordnung  in  .r,  y,  welche 
Transformationen  in  diesen  Veränderlichen  gestatten,  dadurch  behan- 
deln, dass  wir  diese  Transformationen  mveimal  erweitern^  d.  h.  die  Trans- 
formationen hinzunehmen,  welche  y  und  der  zweite  Differentialquotient 
y"  erfahren.  Dadurch  werden  die  sich  darbietenden  Probleme  auf 
schon  erledigte  Probleme  zuriick;reführt. 
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Eine  gewöhnliche  Diflferentialgleiehung  zweiter  Ordnung  in  x,  y 
definiert  oo^  Curven  der  Ebene  {x,  y).  Es  wird  sich  daher  zum  bes- 
seren Verständnis  empfehlen,  zunächst  Scharen  von  oo^  Curven  der 
Ebene  zu  betrachten,  welche  eine  Punkttransformation  gestatten. 

§   1.    Seharen  von  oo^  Curven  der  Ebene  und  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung,  welche  eine  Funkttransformation  gestatten. 

Schar  von  YtinQ  Schar    von  oo^   Curven    der  Ebene   (x,  y)   wird   durch  eine 

'''^g^j^^Jj'^' Gleichung   in   x,  y   dargestellt,   welche  zwei  Parameter  a,  b  enthält: 

a{x,  y,  a,  h)  =  0. 
Natürlich  müssen  beide  Parameter  wesentlich  sein ,  d.  h.  es  muss  un- 
möglich sein,  (o{x,  y,  a,  b)  auf  eine  Form  ä{x,  y,  A  (a,  &))  zu  bringen, 
denn   sonst    würde   unsere  Gleichung  in  Wirklichkeit  nur  einen  Para- 
meter A  enthalten,  also  nur  oo^  Curven  darstellen. 
Liegt  nun  überdies  eine  Punkttransformation 

vor,  so  ist  es  denkbar,  dass  diese  jede  Curve  der  Schar  wieder  in  eine 
Curve  derselben  überführt ,  mit  anderen  Worten ,  dass  die  Schar  die 
vorgelegte  Transformation  gestattet. 

Einige  Beispiele  werden  dies  erläutern. 
BeiBi'ieio.  J.  Beispicl:    Die  Schar  der  oo''^  Geraden  der  Ebene  gestattet  eine 

beliebige  Rotation  der  Ebene  um  den  Anfangspunkt.  Einmal  ist  dies 
geometrisch  klar,  denn  die  Rotation  führt  jede  Gerade  wieder  in  eine 
Gerade  über.  Es  lässt  sich  aber  auch  analytisch  nachweisen:  Die 
Schar  der  oo^  Geraden  wird  dargestellt  durch 

y  —  ax  —  b  =  0  y 
die  vorgelegte  Rotation  durch: 

x^  =  X  cos  «  —  y  sin  a,     y^  =  x  sin  cc  -\-  y  cos  a. 
Stellen  wir  zwischen  x,  y  die  Beziehung 

y  —  ax  —  b  ^^  0 

her,  so  besteht  auch  zwischen  x^  und  y^  eine  lineare  Gleichung.  Es 
kommt  ja  zunächst  wegen  y  =  ax  -{-  b: 

Xi  =  a;(cos  «  —  a  sin  a)  —  b  sin  n, 
y,  =  a;(siu  a  -\-  a  cos  a)  -f-  b  cos  a, 

oder  also  nach  Elimination  von  x: 

ic,  (sin  a  -\-  a  cos  a)  —  »/^(cos  k  —  «sin  a)  =  —  6  sin  «(sin  a  -\-  acos  k)  — 
—  b  cos  «(cos  a  —  a  sin  «)  ^  —  b 


f\ 
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d.  h.  veruiüge  unserer  Uütatioii  geht  die  Gerade 

y  —  ax  —  h  =  0 


in  die  Gerade 
über. 


sin  a  -^  a  cos  a  ^  f\ 

*^'         coa  a  —  a  sin  a     *  cos  a  —  a  sin  a 


2.  Beispiel:    Die  Schar  aller  oo'-  Kreise  mit  gleichem  Radius  1 : 

{x  -  af  +  {y-hf=\ 

gestattet  auch  eine  beliebige  Rotation.  Dies  ist  augenscheinlich,  da 
die  Rotation  jeden  Kreis  mit  dem  Radius  1  in  einen  gleichgrossen 
Kreis  überführt.  Es  lässt  sich  andererseits  auch  wie  im  ersten  Bei- 
spiel analytisch  verificieren. 

3.  Beispiel:     Die  Schar  der  c»^  Ellipsen  und  Hyperbeln 

^  _j_  'Z  _  1 

deren  Axen  auf  den  Coordinatenaxen  liegen,  gestatten  die  affine  Trans- 
formation: 

x^  =  mx,    yi=y, 

denn  diese  führt  den  Kegelschnitt 


in  den  Kegelschnitt 


*      1    2/    _  1 


+  ^V  =  i 


über,  der  auch  der  Schar  angehört 


Man   kann   fragen,    wie  man   analytisch   entscheidet,   oh  eine  Schar  von    Anaiy- 
oo^  Ctirven,  die  in  der  Form  vorliegt:  'Terhim." 

10  (x,  t/,  rt,  t)  =  0 , 
j     eine  Transformation 

(jestattet.  Man  wird  zu  dem  Zwecke  wie  in  unseren  Beispielen  diese  Trans- 
I    formatiou  auf  eine  Curve  der  Schar: 

w(.T,  ?/,  a,  l>)  =  0, 

für  die  a,  h  bestimmte,  aber  allgemeine  Zahlenwerte  haben,  ausfUhreu, 
f  also  aus  der  letzten  Gleichung  x,  y  vermöge  der  Transformation  eliminieren. 
il    Dadurch  gebt  eine  neue  in  a\,  y^  geschriebene  Curve  hervor,  die  auch  der 

Schar  angehören  soll,  also  eine  Gleichung  von  der  Form 

"(^■i.?/i'  «1»  *i)  =  0 

haben  nuise,  wo  ^/,,  ll^   gewi.sse  Zahlenwerte  bedeuten.    Diese  Zahlen  a,,  /», 
müssen  gewisse  Functionen  von  (i,  h  allein  sein,  etwa: 


350  Kapitel  16,  §  1. 

rtj  =  A{a,  h)^     hl  =  B(a,  l). 

Unsere  Curve  (rt,   h)  wird  alsdann  in    die  Curve  {a^ ,  h^)  der  Schar  über-      ■ 
geführt.  * 

Wir  können   dies   offenbar   auch  so  aussprechen :     Die  Transformation 
von  X,  y,  a.  h  in  a', ,  n^,  n^,  /j^: 

r^  =  cp{x,  y),     Vi  =  t(a-,  ?/),     a^  =  A{a.  h),     h^  =  B{a,  h) 

nuiss  die  Gleichung 

CD  (a;,  ?/,  a,  6)  =  0 

invariant  lassen,  d.  h.  sie  in 

w  (a;, ,  iiy ,  f/j ,  hj)  =  0 
überführen.     Daher: 

Eine  Schar  von'oo-  Ciirven 

(ü{x,y,  a,  6)  =  0 

gestattet  dann  und  imr  dann  die  Transformation 

Xi  =  (p(x,y),     «/i  =i^(.i-,  y), 

wenn   es  möglich  ist,   sivei  Functionen  A{a,,  b)    und  B(a,  l)),  die  x,  y  nicht 
enthalten,  derart  anziigelien,  dass  die  Gleichung 

(o(x,  y,  a,  h)  =  0, 

aufgefasst  als  Gleichung  zwischen  vier  Veränderlichen  x,  y,  a,  b,  die  Trans- 
formation 

;rj  =  (p(x,  y),     ?/,  =  ip(x,  y),     a^  =  A{a,  6),     Z>,  =  B{a,  h) 

gestattet. 
Beispiel.  Betrachten  wir  das  zuerst  benutzte  Beispiel:    Die  Schar  der  oo-  Geraden 

(o^y  —  ax  —  ?^  =^  0 

der  Ebene  gestattet  die  Rotation: 

x^  =  X  cos  a  —  y  siu  a,     y^  ==  a;  sin  a  -f-  y  cos  a. 
denn  die  Transformation  von  x,  y,  a,  h  in  x^ .  y^ ,  r/, .  h^ : 

x^  =  X  cos  a  —  y  sin  a,     yy  =  x  sin  a  -\-  y  cos  a, 

sin  a  -f  a  cos  «        ,     t> 

*         coa  a  —  a  sin  a '      ^         cos  a  —  a  sin  a 

führt  die  Gleichung  y  —  ax  —  b  ^  0  bis  auf  einen  unwesentlichen  Factor 
über  in  «/j  —  ayX^  —  by  =  0.     In  der  That  wird: 

,  ,  sin  a  +  a  cos  a   ,  .      % 

Vi  ~"  f^i  'i        ''i  =  •''■  sin  «  +  ^/  cos  (X 1 —  (x  cos  a  —  y  sm  a)  — 

'•  ^    '  '  '    •  cos«  —  oaina  ^  •  ^ 

(y  —  ax  —  />). 


003  a  —  a  sin  a         cos  a  —  a  sin  a 

Eine  Schar  von  oo*  Curveu  der  Ebene 
io{x,y,a,  h)  =  0 


N 
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kauu  auch  durch  ihre  Differentialgleichung  deßniert  werden.  Eine 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  zwischen  a;,  y  hat  ja  ocr  Inte- 
gralcurven,  und  umgekehrt  lässt  sich  jede  Schar  co(x,  ij,  a,h)  =  0  als 
die  Schar  der  lutegralcurven  einer  solchen  Differentialgleiclning  auf- 
fassen. 

Wenn   wir  nämlich   die  drei  Gleichungen  bilden:  zw^Mjidu 

(1)  o){x,  y,  a,  h)  =  0,     '^"  =  0,     ^  =  0, 

indem  wir  bei  der  Differentiation  die  Grösse  y  als  Function  von  x 
auffassen,  und  hieraus  a  und  h  eliminieren,  so  geht  die  Differential- 
gleichung 

hervor,  deren  lutegralcurven  durch  die  Schar  o  =  0  dargestellt  werden. 
Wir  wollen  nun  vermöge  einer  Punkttransformation 

Xi  =  (p(x,y),     y^=7p{x,y) 

neue  Veränderliche  in  die  Gleichung  der  Curvenschar  oj  =  0  ein- 
führen.    Sie  gehe  dadurch  über  in 

tOi(xi,yi,a,h)  =  0. 
Die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  zwischen  :r,   uud  ?/, : 


".(x.,..g;,f:?^)  =  o, 


deren  lutegralcurven  diese  Schar  giebt,  wird  erhalten  durch  Elimination 
von  a,  b  aus  den  drei  Gleichungen 

(l'j  co,{x„y„a,h)  =  i\     ^  =  0,     gi=0, 

in    denen    bei    der   Differentiation    die    Grösse   y^    als    Function    vou  ^'j 
aufzufassen  ist. 

Andererseits   können    wir   auch  direct  in  (1)  die  neuen  Veränder-  F.infahrung 

^     ■'  ueuer  Ver- 

liehen a;j,?/i  einführen.  Dadurch  geht  das  Gleichungensystem  (1)  über  in:  änderiicher 

(1  )    «, (x,,  y, , .,,  h)  =  0,    ^  ^^;  =  0 ,    j^\  (^; j  +  -^ ^ «  ^  =  0. 

Die  Elimination  vou  a  uud  h  aus  dem  Gleichungensysteme  (1")  liefert 
dann  diejenige  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 


^  (-..!'- 1::- '7^.)= o> 


in  welche  die  Gleiciiung  il  =  i)  durch  die  Einführung  der  nouon  Ver- 
änderlichen j\,  y^  übergeht.  Aber  offenbar  deckt  sich  das  (Jleichungen- 
system  (!')  mit  dem   (ilcirlningensystem  (1"),  und  d:ir;ius   foh^'t: 
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Satz  1:     Nimmt  eine  Diffei'entialgleichtmg  zweiter  Ordnung  ztvisclien 
cc,  y:  SliXy  y,  y ,  y")  =  0  vermöge  einer  Transformation 
Xi  =  (p(x,y),     y,  =  i>{x,y) 

in  den  neuen  VeränderlicJien  x^,  y^  die  Form  "^i  (a^'i,  2/i,  2/i'>  2/1")  =0 
an,  so  führt  diese  Transformation  die  Schar  der  Integralcurven  von  £1  =  0 
in  die  der  Integralcurven  von  5ii  =  0  über. 

Hieraus  folgt  als  Zusatz: 

Satz  2:  Eine  Differentialgleichung  Si{x,y,y\y")  =  0,  deren  Inte- 
gralcurven durch  die  Gleichung  (o{x,  y,  a,  6)  =  0  dargestellt  werden,  Ttann 
hei  Einführung  neuer  Veränderlicher  vermöge  der  Transfortnation 

■    ^1  =  9(a^,  2/),     2/1  =^{x,y) 
dann   und  nur  dann   wieder  in  der  Form  ^{x^,  y^,  y^\  2/i")  "^^  ^  9^~ 
schrieben  werden,  tvenn  die  Schar  der  Integralcurven  oa  =  0  die  Trans- 
formation gestattet. 

Wir   werden   also   auch  danu   die   Redeweise   gebrauchen    könuen, 
dass  die  Differentialgleichung  ü  =  0  die  Transformation  x^  =  (p{x,  y), 
y^  =  ^(x,  y)  gestatte. 
Beispiel.  Bcispicl:     Die  Diflerentialgleichung 

y"  =  0 
hat  die  Integralcurven: 

y  =  ax-\-h, 

d.  h.  die  Geraden  der  Ebene.    Diese  Geraden  werden  bei  der  Rotation 

Xi  =  X  cos  a  —  y  sin  a,     y^  =  x  sin  a  -\-  y  cos  a 
unter  einander  vertauscht,   wie    wir  schon  in  früheren  Beispielen  her- 
vorhoben.    Es  ist  hier: 

,  di/j  da;  •  sin  a  -j-  dy  ■  cos  a         sin  a  -j-  y  cos  a 

^^         da",         dx  •  cos  a  —  dy  •  sin  a        cos  a  —  y'  sin  « ' 
also 

,  sin  u  4--  y  cos  a 

,/  rfj/j    cos  a.  —  y   sin  a 

^'  da;,         dx  •  cos  u  —  dy  •  sin  a 

1  (cosa  —  y  Brno)- dy -coBcc-}- (sin a -\-y' coaa)dy'  »in a  

(cosa — y'sma)'^  da;  cos«  —  dy- ein a 

^  J dy^ ^  2/" 

(cosa  —  y'sina)*     da;  cosa  —  dy-sina         (cosa  —  y  b\üu)^ 

Die  aus  y"=  0  hervorgehende  Differentialgleichung  unterscheidet  sich 
also  von  «//'=  0  in  der  That  nur  um  einen  unerheblichen  Factor. 

Bei  unserer  Transformation 

(2)  x^  =  (p{x,  y),     t/,  ==  ip(x,  y) 

ist: 


I 
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y^   ~  dx,  ~  dip~  q>'(x)  +  2/'9'(y)  ~  '^^  '  ^'  y  ^ 
und  also: 

„  ^  dyj^  ^  ^  qp'(a-)  +  y'tp'jy)  __  dzjx,  y,  y)  _ 
^^  rfx,  diC,  dqp 

Rechnet  man  dies  aus,  so  erhält  man,  indem  man  y-  =  ?/"  setzt, 
?//'  dargestellt  als  Function  von  x,  y,  y,  y" ,  sagen  wir  etwa  so: 

y^'  =  ^{x,y,y,y"). 
Um  nun  die  Differentialgleichung  zu  erhalten,  in  welche  die  vorgelegte 

^{x,  y,  y'y  y")  =  o 

durch  Einführung  der  neuen  Veränderlichen  x^,  y^  vermöge  (2)  über- 
geht, haben  wir  aus  der  vorgelegten  x,  y,  y,  y"  vermöge  der  vier 
Gleichungen 

(3)     Xi  =  (p (x,  y),    y^  =  i^  {x,  y),    y^' =  x  i^,  y,  y\     ^i"  =  ^ {^,  y,  y,  v") 

zu  eliminieren,  mit  anderen  Worten:    Wir  haben  auf  die  Gleichung 

^{^,  y,  y,  y")  =  ^ 

in  den  vier  Veränderlichen  x,  y,  y,  y"  die  Transformation  (3),  ivelche 
diese  vier  Veränderliche  a;,  y,  y\  y"  in  x^,  y^,  ?//,  «//'  überführt,  aus- 
zuüben. Wenn  dann  die  hervorgehende  Gleichung  zwischen  x^,  y^,  y^, «//' 
sich  deckt  mit 

^{^i,yi,yi,yx)  =  ^, 

so  gestattet  die  /)i;fere>2iiaZgleichung 

^{^,  y,  y\  y")  =  ^ 

die  P»»Ä;rtransformation  (2). 

In  §  1  des  13.  Kapitels   haben   wir  schon  die  Transformation  in 
den  drei  Veränderlichen  x,  y,  y': 

Xi  =  (p{x,  y),     yi  =  t{x,  y),     y^  =  x{x,  y,  y), 
wo 

__'H>\x)  +  y'V>'{y) 
^  ~'  qp'(«)  +  2/'«p'(.v) 

ist,  betrachtet.  Wir  bezeichneten  sie  damals  als  die  Transformation 
der  Linienclemente  (.r,  y,  y)  der  Ebene  oder  als  die  Erweiterung  der 
Punkttransformation  (2).  Schärfer  wollen  wir  sie  jetzt  als  die  ein- 
malige oder  erste  Erweiterung  der  PunJcffransformation  (2)  bezeichnen 
und  dementsprechend  die  Transformation  (3)  der  vier  Veränderlichen  zweito 
^}  !/»  y')  y"  t^'6  surimaligr  oder  zweite  Erweiterung  der  Funlilrans-  *r"»'kt"V.* 
formation  (2)  nennen. 

Lie,  Dift'erontialglcioliungen.  23 
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Wie  es  damals  vom  geometrischen  Standpunkt  als  selbstverständ- 
lich, aber  vom  analytischen  Standpunkt  nicht  so  sehr  als  selbstver- 
ständlich erschien,  dass  der  Wert  von  y^  nur  x,  y,  y  enthält,  so 
können  wir  auch  hier  die  Thatsache  hervorheben,  dass  in  (3)  der 
Wert  von  y/'  nur  von  x^  y,  y ,  y",  nicht  aber  von  höheren  Differential- 
quotienten abhängt.  Wenn  also  in  der  Ebene  zwei  Curven  sich  in 
einem  Funkte  (x,  y)  osculieren,  d.  h.  daselbst  auch  dasselbe  y  und  y" 
besitzen^  so  werden  sich  auch  die  vermöge  einer  PtmJcttransformation  (2) 
transformierten  Curven  in  dem  entsprechenden  Funläe  (Xy ,  y^  osculieren, 
denn  sie  haben  daselbst  wegen  (3)  gleiches  y^    und  y". 

Das  Ergebnis  dieses  Paragraphen  können  wir  nunmehr  so  aus- 
sprechen: 

Satz  3:  Die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  zwischen  x,  y: 

gestattet  dann  und  nur  dann  die  Punkttransfortnation 

Xi=(p(x,y),    yi  =  il^{x,y), 
wenn  sie,  aufgefasst  als  Gleichung  zwischen  den  vier  VeränderlicJien  x,  y, 
y ,  y"  die  zweimalige  Erweiterung  dieser  Punkttransformation: 

x,=cp(x,y),     y,  =  t(x,y),     y^  =^^  i{x,y,y), 

gestattet. 

Wir  gingen  oben  davon  aus,  dass  die  Punkttransformation  x^  =  cp{x^y\ 
2/i  =  tp{x^  y)  die  Integralcurven  der  Differentialgleichung  untereinander 
vertausche,  also  von  einer  geometrischen  Vorstellung.  Führen  wir  irgend 
welche  neue  Veränderliche  ein,  so  können  wir  dies  als  Zugrundelegung 
eines  neuen  Coordinatensystems  auffassen,  bei  der  alle  geometrischen  Be- 
ziehungen ungeändert  bleiben  (wie  in  §  1  des  3.  Kapitels).  Auf  diese 
Weise  erhellt  unmittelbar  -der 

Satz  4:  Gestattet  eine  vorgelegte  Differentialgleichung  ztveiter  Ordnung 
in  X,  y: 

die  Punkttransformation 

und  führt  man  in  die  Gleichung  sowie  in  die  Transformation  irgend  welche 
neue  Veränderliche  j;,  t)  ein,  so  gestattet  auch  die  neue  Differentialgleichung 
in  j,  t)  die  neue  Transformation  der  Punkte  (j,  t)). 

|§  2.     Zweimal  erweiterte  eingliedrige  Gruppe. 

Die  Frage  nach  einem  Kriterium  dafür,  dass  eine  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  zwischen  x,  y  alle  Transformationen  einer 


Zweimal  erweiterte  eingliedrige  Gruppe.  355 

eingliedrigen  Gruppe  gestatte,  verlangt  zunächst,  wie  aus  den  Ent- 
wickelungen  des  vorigen  Paragraphen  hervorgeht,  eine  Betrachtung 
aller  Transformationen,  icelche  durch  zivdmalige  Eriveiternmj  aus  den 
Transformationen  einer  eingliedrigen  Gruppe  in  x,  y  hervorgehen.  Diese 
Untersuchung  ist  der  in  §  2  und  3  des  13.  Kapitels  gegebenen  sehr 
ähnlich. 

Es  sei  eine  eingliedrige  Gruppe  von  Punkttrausformationen  der 
Ebene  {x,  y)  in  ihren  endlichen  Gleichungen  vorgelegt: 

(4)  ^1  =  9'  (^;  2/>  «) »     yi  =  -^  (^,  Vy  «)• 

Wir  erweitern  die  allgemeine  Transformation  Ta  derselben,  indem  wir 
die  Transformation  berücksichtigen,  welche  y  erfährt.  Die  dadurch 
hervorgehenden  Gleichungen: 

(5)  x,  =  fp  {x,  y,  a) ,     y,  =  ip{x,  y,a),     y^=-^  =  i  {x,  y,  y,  a) 

stellen,  wie  in  §  2  des  13.  Kapitels  bewiesen  wurde,  wieder  eine  ein- 
gliedrige Gruppe  und  zwar  eine  eingliedrige  Gruppe  von  Transforma- 
tionen der  Linienelemente  x,  y,  y'  dar.  Wenn  also  die  Reihenfolge 
der  beiden  Transformationen  Ta  und  Ta^  der  Gruppe  (4)  die  Trans- 
formationen T}_{^a,a{)  derselben  liefert,  so  ist  auch  die  Reihenfolge  der 
beiden  Transformationen  Tä  und  Ta'  der  Gruppe  (5),  die  den  Para- 
meterwerten a  und  öfj  entsprechen,  äquivalent  der  Transformation 
T).(a,ai)  der  Gruppe  (5),  die  zum  Parameterwert  A(a,  öj)  gehört,  d.  h. 
die  Gleichungen: 

(5)  x^  =  (p{x,  y,  a),     y,  =  jp(Xy  y,  «) ,     Vt  =  x{^,  V,  V,  «j 
und 

1  (5')   ip^  =  <p  (^1 ,  ?/i ,  «i) ;   2/2  =  '^  (^1 . !/ 1 ,  «i) ,   yl=x  {^\ ,  Pi ,  yi,  «i) 

liefern,  wenn  aus  ihnen  a;,,  y^,  y{  eliminiert  werden: 
I    (5")  x.,  =  (p{x,y,X{a,a^^),   y._  =  ip(x,y,X{a,a^)),    y2=^x{^,y,y',K^,"i))- 

Erweitern  wir  nun  die  gegebene  Gruppe  (4)  zweimal,  indem  wir 
auch  die  Transformationen  von  y"  berücksichtigen,  so  ergeben  sich 
oo^  Transforniationeu  in  x,  y,  y ,  y": 

(6)  Xx=fp  {x,  y,  a) ,     y,  =  il; (x,  y,a),     y,'  =  x  C^,  y,  2/',  «) , 

Wir  behaupten,  dass  auch  diese  eine  eingliedrige  Grupj)e  bilden. 

Zum  Nachweis  führ<'n  wir  nach  der  Transfornuitioii  7^,",  die  zum 
Parameterwert  a  gehint,  die  zum  Wert  a,  derselben  gehörige  T„,"  der 
Schar  (6)  aus,  setzen  also: 

23* 


35(5  Kapitel  Iß,  §  2. 

(C)     .r,  ==  (p(x,,yi,n,),     y,  =  ^ {a\ ,y„ai),     y.!  =i{x^,y^,  y/,  a^) , 

um]  oliraiDieren  nun  a;,,  ?/,,  ?/,',  ?//'  aus  (6)  und  (6').  Dabei  erhalten 
rr.,,  y,,  «/a'  die  Formen  (5").  Zu  beweisen  bleibt  also  nur  noch,  dass 
y.,"  die  Form  erhält: 

^2"=  ^{x,  y,  y,  y",  ^{n, «,)). 

Dies  ist  offenbar,  denn  es  ist  nach  (5')  und  (5"): 

y-l=  x(xi,yi,  yi,  «0  =  xi^,  y,  y,  ^(«,  «i)) 

und 

^2  =  fp(^i,  ?/i,  ad  =  (p{x,  y,  X{a,  a,)), 
also 

-_  dx{x,,y,,y,\a,)  __  äx(x,y,  y,  Z(a,  a^^      ,  ,     .,      ,         .. 

y^    -      dq>(a:.,y.,«.)     -     d<p(x,y,Ua,a,))    — ^i^.  2/- ^  .  ?/  ; 'IC«,  «i)) 

vermöge  unserer  Transformationen  (6)  und  (6'). 
Mit 

oder 

(7)  l  TaTa^  ^   Ti(a,a,) 

ist  demnach  auch 

a     J-fi,    =  -t;.(a,a,)- 

Theorem  33:    Erweitert   man   eine   eingliedrige   Gruppe   mit 
paarweis  inversen  Transformationen 

Xi  =  qp  {x,  y,  a),     rji==  ip{x,  y,  a) 
durch   Mitherüclisiclitigung    der    Transformationen    des    ersten 
und  ziveiten  Differentialquotienten  y  =  -,— ,  y"  =  -j-^,  so  bilden 
die  erweiterten  Transformationen 

Xi  =  tp {x;  y,a)/  y^  =  i> {x,  y,  a) ,    y,' ==  % {x,  y,  y\  n) , 
?/i"  ==  -ö-C^,  y,  y,  y",  a) 

wieder  eine  eingliedrige  Gruppe  mit  paarweis  inversen  Trans- 
formationen. Gieht  die  Reihenfolge  zweier  Transformationen 
der  ursprünglichen  Gruppe,  welche  den  Parameterwerten  a,  a, 
entsprechen,  eine  Transformation  mit  dem  Parameterwert X(a,  a^), 
so  gilt  dasselbe  von  den  entsprechenden  Transformationen  der  l 
zweimal  ertceiterten  Gruppe. 

Was  hier  von  den  inversen  Transformationen  gesagt  ist,  liegt  in 
den  Formeln  (7). 
Zweite  er-  Hiernach   ist  klar,   was  unter  der  ztveiten  erweif£rten  Gruppe  einer 

weiterte  Or. 

Gruppe  von  Punkttransformatinnen  der  Ebene  zu  verstehen  ist. 
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Natürlich    entliält  die   neue  Gruppe   tlie  identische  Traiistornuition 

/        dy  ,  ,,        dy  ,, 

^i  =  ^',   z/,  =y,   2/1  =,7^  =  2/,   yi=äx=y' 

die  durch  Erweiterung  der  identischen  Transformation 

der    ursprünglichen    Gruppe    entsteht,    und    eine    infinitesimale    Trans- Z^^"  T""^- 

^  ~  ^^  '  '  <ler  zweimal 

formation.     Diese  wollen  wir  bestimmen.  '""*  Gruppe. 

Wir   wissen,   dass   die   erste   erweiterte  Gruppe   die   infinitesimale 
Transformation 

besitzt,  welche  durch  Erweiterung  aus  der  infinitesimalen  Trans- 
formation 

l'^  +  nV^ 

^  cx    '     '  dy 
hervorgeht,  indem 

'  __  ^  _j_  /d^  ^\    f H     '2 

'        dx    '    \dy        dx/  "^        cy  "^ 

ist.  (Vgl.  §  3  des  13.  Kap.)  Die  einmal  erweiterte  Gruppe  besitzt 
demnach  endliche  Transformationen,  deren  Reihenentwickelungen  nach 
dem  Parameter  t  der  Gruppe,  der  für  ^  =  0  die  identische  Trans- 
formation liefert,  die  Form  haben: 

x^  =xA-it-\-  -■-,     y^=y  -\-iit-\ ,     1/,'=  y  -\-  n't-\ , 

wo  //  obige  Bedeutung  hat.  Indem  wir  diese  endlichen  Transfor- 
mationen noch  einmal  erweitern  wollen,  haben  wir  zu  berechnen: 

,-'_dyl_  dy  +  dri^+_  •_^  _  ^     '    da; 


dx,  rfx  +  d|  .  t  -f  •  •  ■  1    ,    rfl  ^    , 

dx 


Hierin    sind    unter    ^,    ~   Difi'erentiationeu    zu    verstehen,    während 
dx  '   dx 

deren  //  als  Function  von  x  beti 

wird.     Anstatt  durch  die  Reihe 


deren  //  als  Function  von  x  betrachtet,  also  '^--  =  y,  -J-  =  y'  gesetzt 


zu    dividieren,    können    wir    mit    einer    gewissen    Poteuzreihe    nach    t 
niultipliciereu,  die  so  anfängt: 

dx       ' 
»Somit  kommt: 

^/'-(/+l:.'+-)('-2.'+-)= 
=^-+(S-i'";;i)'+-- 
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Nunmehr  wollen  wir  zur  infinitesimalen  Transformation  übergehen, 
also  t  unendlich  klein  annehmen,  etwa  gleich  dt.  Dann  ergiebt  sich, 
dass  sich  y"  ändert  um  das  Increment: 


\dx         '^  dx/ 


Infolgedessen    lautet    die    infinitesimale    Transformation    der    zweimal 
erweiterten  Gruppe: 

wo  7]    und  ri"  die  Bedeutungen  haben: 

dri 

'      dx 

dr]  „ 

oder  ausführlich  geschrieben: 


(9) 


n 


y 


dl 

dx 
dl 
dx 


m  { 


'        dx'X'dy       dxl^        dy^ 


und 

n 


,    ,    dri      ',  -/ai     ,    d%     ,\_ 

y  +  j;^'y  -y  l^  +  ^y)= 


.Clrj     ■    dn 

dx*dy 

dx^   '    \dxdy       dx*/ ^        cxdy"' 

l_a^^      /£^_^i\  ,_ a^  ,,|  , 

^\dxdy^\dy^      dxdy/^       dt/'^    1^^ 
\dy       dx  cy"J^         \dx'cy"/" 

cx*'^\    dxdy       dx^/^'^\cy-  dxdy'^         cy*"^ 


{ 


dxdy       dx^ 
2——  3^y)y 


^dy  dx       "  dy 

Man  wird  zur  praktischen  Berechnung  diese  ausführlichen  Formeln 
nicht  benutzen,  sondern  nur  die  Formeln  (9),  und  namentlich  wird 
man  rj'  und  rj"  successive  und  nicht  rf'  unabhängig  von  rj'  aus- 
rechnen. 

Zu  beachten  ist,  dass  rj"  in  y"  linear  ist,  während  doch  rj'  in  y 
quadratisch  ist.  Diese  Thatsache  ist  an  einer  späteren  Stelle  von 
Bedeutung.     (Vgl.  S.  375.) 

Wir  haben  gefunden: 

Satz  5 :  Ist 

^f^i'Ä  +  ^% 

die  infinitesimale  lyansformation  einer  eingliedrigen  Gruppe  von  PunTct- 
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transformationcn  der  Ebene  (so,  y),  so  nird  die  zweite  erweiterte  Gruppe 
dieser  Gruppe  erzeugt  von  der  infinitesimaleti  Transformation: 

tvo 

,  dr\  /  ä,i, 

'  dx  ^    dx ' 

I, dTf\  ,,  d% 

'  dx  "^    dx 

ist    Hierbei  ist  zu  beachten,  dass  bei  der  Berechnung  von  rj'  und  rj"  nach 
diesen   Formeln  nährend  der  Differentiationen  nach  x  die  Veränderliche 

y  als  Function  von  x  zu  betrachten,  also  -j    =  y ,    -rA  =^  -~  =  y"   zu 
setzen  ist. 

Da   hiernach    aus   der   Kenntnis   allein  der  infiuitesimalen  Trans-..  '''*"'«' 

r.  r>\"  ei  te  ru  n  g 

formation    üf  der    ursprünglichen   Gruppe    die   von   L"f  sich  ergiebt, ''  ^^-  '^'■^• 
so    werden    wir    U"f  direct   die  zweite  Enveiterung  der  infinitesimalen 
Transformation   üf  nennen. 

Wir    können    die    Formel    für    rj"    auch    wie    früher    in    §   3    des  ^"^"Jj^^^ 
13.  Kapitels  die  für  r}'  auf  kürzerem,  aber  weniger  elementaren  Wege   ^^^'^^^ 
durch  Benutzung  eines  Satzes  der  Variationsrechnung  ableiten.    Indem 
wir  auf  die  betreffenden  Bemerkungen  an  jener  früheren  Stelle  zurück- 
verweisen, geben  wir  hier  nur  die  Formeln  dazu  an.     Es  ist  das  In- 
crement  örj"  ^  r]" öt  von  y"  zu  berechnen.     Wegen  y"  =   ,  -   kommt: 

^dy'  ,        ädy'        ,  ,    ddx 

8 -r-        dx  ■  ^ dy  •  ^— 

8y    dx  St  *      St 

öt  St  dx- 

oder,   wenn   die  Reihenfolge   der  Operationen  ö   und  d  geändert  wird: 

,        -,  Sy  ,  .     j  Sx 

dx  •  d  — ^^  —  dt/  •  d  — 

8y-  _  "'st  ''  St 

Jt  '  dx-* 

Nun  ist  dy  =  y/dt,  dx  =  idt,  demnach  kommt: 

,f Sy"  dq  „  d^ 

^    ^^  sT  ^^ 'dx  ^  y    dx' 

also  in  der  That  die  zweite  Formel  (9). 

1.  Beispiel:    Die  infinitesimale  Translation  noispicio. 

Mill  zweimal  erweitert  werden.     Hier  ist: 

S~0,     ri  =  U 
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also: 

/__  ^ '  ^  =  0 

•        dx        "  dx 
und  ■ 

,r dr[^  "  ^  =z  0  ^ 

^  dx         ^    dx 

Somit  ist  U"f^  üf.    In  der  That,   üf  erzeugt  die  eingliedrige  Gruppe 

von  Translationen: 

Xi=X,     y^=y  -\-t 

und  hier  ist: 

,  dj/j   dy   / 

y^  ^  d^  ^  d^  ~  y ' 

„        dy,'        dy  „ 

^'  dx^  dx         "^   ' 

d.  h.  die  zweimal  erweiterte  Gruppe  lautet: 

^1  =  *■;  2/i  =  ^  +  ^   Vi  =  y\  Vi"  =  y" 

und  hat  ottenbar  die  infinitesimale  Transformation 

2.  Beispiel:    Die  infinitesimale  Rotation 

TTf-— 3/"    I     ,  df 

'  " 8x    '        dy 

soll  zweimal  erweitert  werden.     Da  hier 

1  =  —  2/,     rj^x 


,         drj  ,  d^  1     I      '2 

^  =d^-y  rx=^-^y ' 


ist,  so  kommt: 

n 

"i  =-^-y  dx^^yy  +yy  =  ^yy 

Es  wird  also: 

Um   auch   dies  zu  verificieren,   erinnern  wir  au  das  Beispiel  des  §  1, 
in  welchem  wir  die  zweimalige  Erweiterung  der  von 

erzeugten  Gruppe  von  Rotationen: 

O/'i  ==  X  cos  t  —  y  sin  t,     y^  ==  x  sin  t  -\-  y  cos  t 
schon  ausgeführt  haben  (wenn  auch  ohne  die  Rechnung  so  aufzufassenj 
Danach  ist  bei  unserer  Gruppe: 

,         sin  t  -^  y  cos  t 
"^^  cos  t  —  y  ain  t' 

>, y"^ 

^^  (cos  t  —  y'  sin  <)* 
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Um  zur  infinitesimalen  Ti'ansf'ormation  zu  gelangen,    haben   wir  t  un- 
endlich klein,  gleich  dt,  anzunehmen.     Es  ist  aber: 

cos  Öt  —  f/  sin  Öl  =  \   —  y'öt, 
d.  h. 

— J7 — '  ■  X*  =  '^  -\-  y'^i 

cos  st  —  y  sin  dt  '    "^ 

bis  auf  unendlich  kleine  Grössen  höherer  Ordnung,  und  somit  kommt: 

yi  =  {St  +  y)  (1  +  y'st)  =  y'  +  (i  +  y")Si, 

yi"  =  y'X^  +  ySif  =  y'X^  +  H'^t)  =  y"  +  ^y'y'^t, 

sodass  die  Incremente  von  y'  und  y"  in  der  That  die  Werte  haben: 
dy   ==ri'öt={l-\-y'')dt, 
dy"  =  r/'dt  ^  dy'y'dt, 

die  sich  oben  direct  ergaben. 

3.  Beispiel:    Bei  der  infinitesimalen  Ahnlichkeitstransformation 


ist: 
also: 


Uf= 

'-  X 

dx  ^ 

df 

1  = 

z  X 

,     V  = 

-y, 

dr) 

dx 

1 

y 

dx 

y  —y 

=  0, 

y" 

dri' 

dx 

y 

dx 

—  y , 

sodass 


TJ"f——  ^1  ^/   "      ^/ 

'  dx    '    ^  8y       ^    dy" 


wird.      TJf  erzeugt  die  eingliedrige  Gruppe: 

^1  =  ^'e',     yx  =  ye\ 
bei  der: 

<*^i  e'  •  dx 

und 


yx 


ist.    Die  endlichen  Gleichungen  der  zweimal  erweiterten  Gruppe  sind  also: 

^1  =  *'e',    yx  =  y(^,    yl  =  y',   ^i"  =  y'*^~'- 

t  =  dt    giebt    in    der  That    die    oben    erhaltene    infinitesimale  Trans- 
formation 

^  f=^rx-^yTy-y  w 
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§  3.     Kriterium  dafür,  dass  eine  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  in  x,  y  eine  eingliedrige  Gruppe  gestattet. 

Nach  Satz  3  des  §  1  gestattet  die  vorgelegte  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  in  x,  y: 

die  Punkttransformation 

x^  =  fp{x,y),    yi==t{x,y), 

sobald   die  Gleichung  Sl  =  0,   aufgefasst   als  Gleichung  zwischen   den 
vier  Veränderlichen  a;,  y,  y,  y",  die  zweite  erweiterte  Transformation 
von  X,  y,  y,  y"  in  x^,  y^,  y^,  «//'  zulässt. 
Die  Differentialgleichung 

^(^;  y,  y,  y")  =  o 

gestattet  demnach   alle  Transformationen   der   von   der  infinitesimalen 
Transformation 

erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  von  Punkttransformationen  der  Ebene, 
sobald  sie,  aufgefasst  als  Gleichung  zwischen  den  vier  Veränderlichen 
X,  y,  y,  y",  die  zweimal  erweiterte  Gruppe  zulässt,  deren  infinitesimale 
Transformation  U"f  wir  im  vorigen  Paragraphen  berechnet  haben. 
Nach  Theorem  28,  §  3  des  14.  Kapitels,  ist  dazu  notwendig  und  hin- 
reichend, dass  ü"Sl  vermöge  Si  =  0  ebenfalls  verschwinde.  Also 
hat  sich  ergeben: 
luvariai.z-  Theorem  34:     Die    Differentialgleichung    zweiter    Ordnung 

kriterium.  /  #  i/  i/  ^ 

in  X,  y: 

.  -^C^,  y,  y,  y")  =  o 

gestattet    alle   Transformationen   der   von   der   infinitesimalen 
Transformation 

Uf=^(x,y)^-{-rj{x,ij)^ 
erzeugten  eingliedrigen  Grup-pe  dann  und  nur  dann,  wenn  der 


Ausdruck 


ex  "^      cy    '     '  dy'  ~'     '    dy" 


vermöge  Sl  =  0  ebenfalls  verschwindet.     Hierin  bedeuten  r\   und 
rj"  die  ÄusdrücJce,  welche  nach  den  Formeln 

, dy\  ,  di,  ,, di(  ,,  di, 

'         dx        ^  dx^     ^  dx         "^    dx 
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ZU  herechncn  sind,  in  denen  die  Differentiationen  nach  x  totale, 

j       dy  ,    dy'  ,,        .  ,, 

also  -T-  =  V ,  -j'-  =  y    sein  sollen, 
ax       ^ '  dx        "^ 

Mit   Rücksicht    auf  Satz    11    des   §   3,    14.  Kapitel,    erscheint  es 
naturgemäss,  zu  sagen,  ü  =  0  gestatte  die  infinitesimale  Transformation^^l^^^^- ^-^^ 
Uf,  sobald  U"^  =  0  vermöge  Sl  =  0  ist,  und   danach  unser  Theorem    ^^l^^||^' 
so  auszusprechen: 

Satz  6:    Die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  in  x,  y: 

^{^,  y,  y',  y")  =  o 

gestattet  alle  Transformationen  einer  eingliedrigen  Gruppe  in  x,  y,  sobald 
sie  ihre  infinitesimale  Transformation  zidässt. 

In  Theorem  34  haben  wir  die  Differentialgleichung  zweiter  Ord-  f^'^^'^dJ, 
nung  in  irgend  welcher  Form  vorgelegt  gedacht.  Wir  wollen  nun  «^"»eriwras- 
insbesondere  annehmen,  sie  liege  in  aufgelöster  Form 

if  —  G){x,  y,  y)  =  0 
vor.     Alsdann  ist  zu  setzen: 

Sl  =  y"  —  Gi{x,y,y) 
und   V'Sl  wird: 

Ti"rt  i-  (^^  ^^  /  d(0     ,       ,, 

^  ex         '  dy         '    cy     '     ' 

oder  wegen  der  in  §  2  angegebenen  Werte  (10)  von  rj'  und  rf',  wenn 
wir  die  partielle  Differentiation  nach  x  oder  y  durch  angehäugten 
Index  X  resp.  y  bezeichnen,  um  die  Formel  etwas  abzukürzen: 

ü"Sl  EE  -  i  gl  —  r?  1^  -  (7^,  +  (i;y  -  ^^)y  -  ^,y')  -^  + 
+  V^=c  +  {2r}:„j  -  i,jc:c)y'  +  {nyy  —  2Ly)y'"  — 

—  Iw«/'^  +  (^y  —  2L  —  Hyy)y"- 

Dies  soll  verschwinden  vermöge  ß  ^  0,  d.  h.  vermöge  //"  =  co.  Wenn 
wir  also  hierin  y"  ^  co  setzen,  so  wnuss  der  hervorgehende  Ausdruck 
identisch  verschwinden.     Daher: 

Theorem  35:     Die    Differentialgleichung    ziveiter    Ordnung 
}l"  =  ca{x,  y,  y)  gestattet  dann   und   nur   dann    die    eingliedrige 

Gruppe  ^{x,  y)  ^  -\-  r}{x,  y)  ~- ,  tvenn  der  Ausdrucl- 

(Vy  —  ^Ix  —  H,jy)a}  —  Ij^y"'  +  (T/yy—  2§xv)!/'*  + 


dy 
ist  für  alle   Werte  von  x,  y,  y . 


Kn^  +  ('/.  -  ^x)t/'  -  l,y"^  f ^.  -  0 
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Dritte  Form         MsLU   kanii   diesem  Kriterium   eine  Form   geben,   die  oft  ungleich 

Kriteriums,  zweckmässiger  ist.     Die  Diftereutialgleichung: 

y"  -  G}{x,  y,  y)  =  0 

ist  ja  äquivalent  einem  simultanen  System  in  den  drei  Veränderlichen 

X,  y,  y\  denn  es  ist 

,        dy         //       dy'  ,  ,x 

das  äquivalente  System  lautet  also: 

dx        dy  dy 


1  y  ai{x,  y,  y) 

Diesem   simultanen  System  in  x,  y,  y    wiederum  ist  die  lineare  Diffe- 
rentialgleichung: 

zugeordnet.     Soll  also  unsere  ursprüngliche  Gleichung 

y"—a{x,  y,  y')  =  0 
die  infinitesimale  Transformation 

gestatten,    so    kommt    dies    darauf   hinaus,    dass    die  lineare   partielle 
Differentialgleichung  in  x,  y,  y    allein: 

die  infinitesimale  Transformation 

ftir ydf,  df       ,  e     Cf 

^f=^rx-^'idy-^'i  W 

also  die  einmal  erweiterte  infinitesimale  Transformation   Uf  gestatten 
muss.     Daher: 

Satz  7:    Die  geivöhnliche  Differentialgleichung  ztveiter  Ordnung 
y"  ^  co{x,y,y') 
gestattet  alle  Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe 

üf=U^,y)l^^  +  v(^,y)^^ 

dann  und  nur  dann,  wenn  die  lineare  partielle  Differentialgleichung  in 

•»,  y,  y- 

^f^-li  +  yTy  +  -(^-^y^y)%  =  ^ 

die  einmal  ertveiterte  infinitesimale  Transformation  Uf,  nämlich: 

^  ^  —  ^dx^^  dy^[dx^  [dy        dx)  y        dy^   )  dy' 
zulässt. 
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Man   kaun   leicht   verificiereu ,  dass   dies  Kriterium    sich  mit  dem  ,,^"'"''''''  , 
früheren    deckt.     Äf  =  0    gestattet   ja    nach    Theorem    29    (§    2    des  t"/""** 
15.  Kap.)  die  infinitesimale  Transformation   U'f,  wenn 

(rÄ)EEixAr 

ist.    Da  nun  f  willkürlich  ist,  so  zerfallt  diese  Relation  in  drei  einzelne, 

indem    die   Coefficienten    von    t—  ,    die   von  ^  und   die  von   ~.    links 

dx^  cy  cy 

und  rechts  einander  gleich  sein  müssen.  Dies  liefert,  wie  sich  durch 
Ausrechnung  von  {JJ'Ä)  ergiebt,  die  drei  Gleichungen: 

—   Ir    —  y'i>y  =  A, 

nx  +  iny  —  ix)y'  —  iyy-  —  r]:c  —  y'vy  =  ^y'^ 

—  (^xx  +  (^xy  —  Ixx)  y   —  Ixy  2/'  ")  —  !/'  (r?xy  +  {^yy  —  Iry)  ?/'  —  lyy  y' ")  — 

—      «(T^y      —      1^      —      2|y»/'j      =     ACJ. 

Substituiert  man  den  aus  der  ersten  Gleichuucr  sich  ergebenden  Wert 
von  A  in  die  zweite  und.  dritte,  so  wird  die  zweite  identisch  erfüllt, 
während   die   dritte   das   in  Theorem  35  angegebene  Kriterium  liefert. 

7.  Beispiel:    Die  Schar  der  ocj-  Kreise  durch  den  Anfangspunkt      Beispiele. 
X-  +  2ax-\-y-  +  2hy  =  0 
gestattet  offenbar  die  infinitesimale  Rotation 

Wir  wollen  dies  zur  Einübung  unserer  Theorien  mit  Hülfe  der  er- 
haltenen Kriterien  nachweisen.  Um  zunächst  die  Differentialgleichung 
der  Kreisschar  zu  erhalten,  haben  wir  die  (Ueichung 

X-  +  -Jax  +  if  +  '2  h!/  =  '' 
zweimal  zu  differenzieren: 

^  +  "  +  yy  +  ^y  =  ^K 
1  +y"'-\-yy"  +  hf  =  o 

und   aus   den    drei    letzten  Gleichungen  a  und  h   zu  eliminieren.     Dies 
liefert  die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung: 
x'  +  y-  2x     2y  \ 

^'  +  yy         1     y   \  =  ^ 
1  +  y'  +  yy"    ^    y"  I 

ler  ausgerechnet: 

Sl  =  (x-  -\-  y-)y"  -  2xy^  +  2yy^  —  2xy  +  2y  =  0. 
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Dieselbe  soll  die  infinitesimale  Rotation 

gestatten.  Dies  nachzuweisen,  benutzen  wir  das  Theorem  34.  Es  ist, 
■wie  im  2.  Beispiel  zu  §  2  ausgerechnet  wurde,  die  erweiterte  infinite- 
simale Transformation: 

ü'r=  - !/  Ä  +  ^  g  +  (1  +  r)  K>  +  3,>"  ^, 

also 

U"Sl  =  -  y{2xf  -  2y"'  -  2y')  +  x{2yy"  +  2y'  +  2)  + 

+  (1  +  y')  (-  6^2/''  +  4^/!/'-  2^)  + 

-^?>y'y"{x'-\-f)  =  ^y'^, 
d.  h.   Z7"iß  ist  in  der  That  vermöge  5i  =  0  auch  Null. 

2.  Beispiel:    Die    Schar    der    c»^    Geraden    der   Ebene    gestattet 
offenbar  die  Ahnlichkeitstransformation: 

vf^^'^.  +  y'iy- 

Die  Differentialgleichung  der  Geraden  ist: 

Sl^y"  =  0, 

während  nach  dem  3.  Beispiel  des  §  2: 

jj"f-—.     ^  j_     ^ //   df 

'  dx    '    "  dl/        "^     dy"' 

also 

U"Sl  =  ü"y"  =  —  y"=  —  Si, 

d.  h.  Null  vermöge  5i  =  0  ist. 

Wir  könnten  hier  auch  das  Kriterium  des  Theorems  35  anwenden, 
denn  es  ist  offenbar  jetzt  o  ee:  0  und  die  Bedingung  reduciert  sich  auf 

die  in  der  That  wegen 

^  =  x,     riiEEy 
erfüllt  ist. 

Oder  endlich,   wenn   wir  Satz  7  anwenden  wollen,  ist  zu  setzen: 
Af=     ^l^-v^ 


U  f-=^x^  ■+■  y  ■^- 
'  ox    '    ^    dy 


und  in  der  That  kommt: 


(^'^)^-li-y%^'-^'' 


d.  h.  Af=0  gestattet  U'f. 


Ik 
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S.  Beispiel:    Die  Schar  der  oo^  Kegelschnitte 

ax'  -\-  hif  =  1 , 

deren  Axen   die  Coordinatenaxen  sind,  gestattet,  wie  wir  gelegentlich 

bemerkten  (3.  Beispiel  des  §  1),  affine  Transformatioi^en,  insbesondere 

die  infinitesimale: 

üf=xp-- 
'  Cx 

Die  Dijfferentialgleichung  der  Kegelschnitte  ergiebt  sich,  indem  wir 

ax^  -\-  hy-  —  1=0 
zweimal  differenzieren: 

ax-\-  hyy  =0, 

«  +  Ky"^  -\-yy")  =  o, 

und  dann  a  und  b  eliminieren,  in  der  Form: 
x^  y^  —  1 

X  yy  0       =0 

1    y'^+yy"     o 


oder 
Hier  ist: 

also: 


ß 


xy"^  -\-  xyy"  —  yy  =  0. 


uJ^^H-yE-^fi^, 


Cy 


dy" 


U"£l  ■=  x{y"^  +  y]i")  —  y  {2xy  —  y)  —  2y"xy  =  —  Sl, 
sodass  in  der  That   U"Sl  =  0  ist  vermöge  Sl  =  0. 

4.  Beispiel:    Die  Schar  aller  oo"  logarithmischen  Spiralen  um  den 
Anfangspunkt: 


x^  +  y^ 


ae 


b  arctg  • 


gestattet  die  infinitesimale  Ähnlichkeitstransformation 

'  dx    '    ^  oy 

Um  dies  zu  verificieren,  bilden  wir  ihre  Differentialgleichung 

il  =  x^y"  —  xy  -\-  y  =  0 
uud  die  zweite  erweiterte  infinitesimale  Transformation: 


'  cx    '    ^  dy 


.,   df 
^    oy 


Otfcnbur  ist   lJ"il  =  Sl. 

Um    das    Kriterium    des    Theorems    35    anzuwenden,    haben    wir 
zu  setzen: 

!/'         y        f    ~ 


wodurch  wirklich  die  Identität  des  Theorems  34  erfüllt  wird. 
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Um  (las  Kriterium  des  Satzes  7  zu  verwenden,  setzen  wir 

'         dx*"    dy         \x         x'^i  dy 
und 

'  dx    '    ^  dy' 

sodass  sich  ergiebt: 

(U'Ä)=-Äf. 

§  4.     Ein  Beispiel  aus  der  Pläehentheorie. 
Flächen,  \yij.  Verwerten  das  Obige  in  einem  Probleme  der  Flächentbeorie: 

(leren  geod.  "^ 

(;urven  eiue\Yjj.  fragen  nach  allen  Flüchen,  deren  oo'^  geodätische  Curven  eine  infini- 
gestatteii  tesimole  Transformation  gestatten.     Dabei   bemerken    wir  vorweg,  dass 
dieser  Paragraph  überschlagbar  ist. 

Die  Punkte  der  Fläche  seien  durch  zwei  Parameter  x,  y  bestimmt, 
sodass  das  Quadrat  des  Bogenelementes  der  Fläche  die  Form  an- 
nimmt: 

ds^  =  F(x,  y)dxdy. 

X  =  Const.,  y  =  Const.  sollen  also  die  Minimalcurven  der  Fläche  dar- 
stellen. Bequemer  ist  es,  lg  i^  =  w(Xf  y)  an  Stelle  von  F  zu  benutzen, 
also  zu  setzen: 

(11)  ds^  =  e^-dxdy. 

Nach  Gauss  werden  alsdann  die  geodätischen  Linien  der  Fläche  be- 
stimmt durch  die  Diiferentialgleichung  zweiter  Ordnung  in  x,  y: 

„ dw      ,  VW     ,2 

^  dx  ^  dy  ^  ' 
Wir  suchen  nun  die  Function  w{x,  y)  so  zu  bestimmen,  dass  die 
Differentialgleichung  der  geodätischen  Curven  eine  infinitesimale  Punkt- 
transformation gestatte,  d.  h.  dass  es  möglich  wird,  alle  Punkte  der 
Fläche  auf  ihr  um  infinitesimale  Strecken  zu  verschieben,  sodass  jede 
geodätische  Linie  wieder  in  eine  solche  übergeht.  In  den  Parametern 
ic,  y  sei  das  Symbol  der  betreffenden  infinitesimalen  Punkttrans- 
formation: 

'         ^  ox    '     '  oy 
Wir   wenden   nun   das  Kriterium   des  Theorems  35   an.     Im    vor-   \ 

liegenden  Falle  ist 

dw    ,       dw    ,  jj 

dx^        dy  ^ 

oder  in  bequemerer  Bezeichnung 

'2 


a)z=1V:cy    —  tVyy 

ZU  setzen,  sodass  sich  die  Bedingung  ergiebt: 


„ 


(12) 
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(tjy  —  2^  —  3ljy')  (tv^y'—tvyy^)  —  tj.jy"^  + 

+  i:^>jy  —  21^;/)«/'^  4-  {2nxy  —  ^xx)y'  +  v^-  — 

—  i  (u-xxy    —    IVxyy'^)  —  ni'^^^'xyV   —  ^VyyV'^)  — 

—  Oh  +  ('/y  —  ix)y'  —  ly?/'^)  (wx  —  2wyy)  =  0. 

Diese  Bedingung  soll  identisch  bestehen  für  alle  Werte  von  x,  y,  y . 
Da  ^,  »^  und  w  frei  von  y  sind,  so  müssen  einzeln  die  Relationen 
bestehen: 

r\xx  —  nx'^Vx  =  0, 
2rixy  —    i,xx  '—     ixU'x  -{-2rixWy  —  Iw:,^  —  riit\y  =  0, 

riyy      —      2iry—      2iylV^      -f  flyWy      +     ^IV^y     -{-     ^W  yy     =     0  , 

%yy  —  hy'^y  =  0. 

Dies  sind  vier  Bedingungsgleiehungen  für  die  drei  Functionen  w,  |,  j;. 
Die  weitere  Discussion  wird  darauf  hinauskommen,  diese  Bedingungen 
in  allgemeinster  Weise  zu  erfüllen.  Dabei  kann  man  drei  Fälle  von 
einander  trennen,  je  nachdem  |y  und  rix  beide  Null  oder  nur  |y  oder 
rix  gleich  Null  oder  keins  von  beiden  Null  ist.  Nur  den  ersten  dieser 
drei  Fälle  wollen  wir  hier  behandeln*).  Er  lässt  sich  leicht  geometrisch 
deuten.     W^enn  nämlich  in 

i  frei  von  y  und  rj  frei  von  x,  also  |y  ^  i^x  ^  0  ist,  so  heisst  das: 
die  Minimalcurven  x  =  Const.  werden  unter  einander  durch  Uf  ver- 
tauscht, ebenso  wie  die  Minimalcurven  y  =  Const.  Eine  Transformation 
aber,  welche  jede  Minimalcurve  der  Fläche  wieder  in  eine  Minimal- 
curve  überführt,  ist  bekanntlich  eine  conforme.  Diese  Überlegung 
lässt  sich  umkehren. 

Wir  fragen   demnach  nach  den  Flächen,  deren  geodätische  Curven  viächea, 

.  .  deren  geod. 

durch  eine  infinitesimale  conforme  Transformation  unter  einander  rer-cnrven  eine 

iuf   con- 

fnuscht  icerden.  firme  Trf. 

,       ,        .  gestatten. 

Setzen  wir  in  (12) 

iy=0,         Vx-O, 

SO  wird  die  erste  und  letzte  Gleichung  identisch  erfüllt,  während  die 
zweite  und  dritte  übergehen  in: 

dx''     '    dx  ex    '    ^  dx*       '    ^  dxdt/  ' 

d't]     ,    dt]  du-    ,    y    die-      1       d'*v}  ^ 

dy-    '    dycy    '       cxoy         '  cy* 

*)  Eine  eingebeude  Behandlung  des  allgemeinen  im  Texte  formulierten 
Problems  findet  sich  in  den  Math.  Anualen  Bd.  20  in  einer  Abbaudlung  über 
geodätische  Curven  von  Sophus  Lie. 

Lio,  DifTorcntinlgleichnngen.  24 
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Ihre   linken  Seiten   sind,   weil  |  nur  x,  t]  nur  y  enthält,   vollständige 
Diöerentialquotienten : 

C    (dg      (      fc   ^^      I  ^^\   r\ 

dx\dx    '    '  2a;    '    ^  dy)  ' 


dy\dy 
Integriert  kommt  also 


\dy    '    ^  ox    '     '  cy/ 


(13) 


d^     .     y  dw    .        dw  , ,  ^ 

dx  +  ^  a.;  +  ^ä^  =  ^(y)' 

df]    ,    y  dw    ,        dw  ,   V 

dy    ^    ^   ex    ^      '  ey        v^/ 


Hier  können  nun  verschiedene  Fälle  eintreten,  indem  |  oder  i]  gleich 
Null  oder  weder  |  noch  7]  gleich  Null  ist.  Der  Fall  |  ^  t^  ^  0  ist 
natürlich  ausgeschlossen,  denn  dann  würde  sich  ja  Uf  auf  die  Identität 
reducieren. 

Sind  I   und  rj   beide   von  Null   verschieden,    so   können   wir  eine 
passende  Function   von   x  resp.   von   y   als  neues  x  resp.  y  benutzen, 

-r-  und    /       ,  wodurch   die  Form   (11)  des   Quadrates   des 

Bogenelementes  nicht  Avesentlich  geändert  wird,  sodass  ^  und  rj  gleich  1 
gesetzt  Averden  dürfen  ohne  Beschränkung  der  Allgemeinheit.  Als- 
dann giebt  (13): 

cw    ,    dw         ,  /  N 

ä^  +  ä^  =  "^(y)' 

dw    ,    dw  /  s 

ra;  +  äj.  =  9'(^), 

woraus   folgt,   dass  ip{y)  =  <p(x)  =  Const.  =  c   sein   muss  uud  also  w 

die  Gleichung 

dw    f^  div 

dx    '    dy 

erfüllen  muss.     Wäre  f(io,  x,  y)  =  Const.,  so  müsste  hiernach 

dx    ^    dy    ^       dw 
sein.     Diese    lineare   partielle   Differentialgleichung   hat  die  Lösungen 
X  —  y  und  w  —  ex,  d.  h.  es  ist: 

k{x  —  y,w  —  ex)  ==  0 
oder  also  w  hat  die  Form 

tV  =  q{x  —  y)  -\-  CXj 

sodass 

gv  -=  (f^O(x  —  y) 

ist.     Das  Quadrat  des  Bogenelementes  (11)  hat  somit  die  Form: 
(14)  ds^  =  ef'''0{x  —  y)dxdy. 
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Nun  sei  zweitens 

1  =  0,     ,;e^0. 

Alsdann  können  wir  durch  Benutzung  von     /als  neues  y  erreichen, 
dass  ri^\  gesetzt  werden  darf.     Daher  giebt  (13): 
^  =  ip{y)  =  (p(x)  =  c(=  Const.), 
woraus 

^  =  cy  +  x{^), 

folgt.     Das   Quadrat    des   Bogenelementes   (11)   wird    in    diesem   Falle 

also,    wenn   man   wieder    eine  beliebige   Function   von  y  als   neues  y 

einführt: 

(15)  ds^  =  X{x)  Y(y)dxdy. 

Wenn  also  die  geodätischen  Linien  einer  Fache  eine  infinitesimale 
conforme  Transformation  gestatten  sollen,  so  muss  sich  das  Quadrat 
ihres  Bogenelementes  auf  die  Form  (14)  oder  (15)  bringen  lassen. 

Die  Form  (15)  ist  leicht  gedeutet:  Die  Fundamentalgrössen  erster 
Ordnung  der  Fläche  sind  in  diesem  Falle  e^O,  fE^^XY,  g^O. 
Bekanntlich  kann  man  das  Krümmungsmaass  der  Fläche  durch  e,  f,  g 
und  ihre  Ableitungen  ausdrücken.  In  dem  vorliegenden  Falle  ergiebt 
sich  dann  sofort,  dass  das  Krümmungsmaass  Null  ist.  Die  Fläche  ist 
also  developpabel.  Breiten  wir  sie  in  die  Ebene  aus,  so  gehen  ihre 
geodätischen  Linien  in  die  oo^  Geraden  der  Ebene  über,  und  diese  ge- 
statten offenbar  mehrere  conforme  Transformationen  (Translation,  Ro- 
tation, Ahnlichkeitstransformation).  Es  ist  demnach  klar,  dass  jede 
developpabele  Fläche  zu  den  gesuchten  Flächen  gehört.  Dieser  Fall 
bietet  nichts  besonders  Interessantes. 

Die  Form  (14)  des  Quadrates  des  Bogenelementes  dagegen  kommt 
einer  bemerkenswerten  Flächengattung  zu.  Zunächst  gehören  hierher 
die  gelegentlich  schon  früher  besprochenen  Spind  flächen  (§  5  des  ^^^^^l' 
12.  Kapitels),  von  denen  wir  zeigten,  dass  sich  ihre  Krümmungslinien, 
Haupttangenteneurven  und  Minimalcurven  durch  Quadraturen  bestimmen 
lassen.  Eine  solche  Fläche  entsteht  bekanntlich  durch  fortwährende 
Ausführung  einer  infinitesimalen  Spiraltransformation  auf  eine  beliebige 
Curve.  Unter  infinitesimaler  Spiraltransformation  verstanden  wir  eine 
infinitesimale  Rotation  um  eine  Axe,  verbunden  mit  einer  infinitesimalen 
Ahnlichkeitstransformation  von  dieser  Axe  aus.  Natürlich  ist  sie  eine 
conforme  Transformation.  Da  sie  die  Spiralfiäche  in  sich  überführt, 
muss   sie   die   geodätischen   Curven   derselben   unter   sich    vertauschen, 

24* 
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denn  offenbar  führt  sie  notwendig  eine  geodätische  Curve  wieder  in 
eine  solche  über.  Demnach  gehören  die  Spiralflächen  zu  denen,  deren 
Quadrat  des  Bogenelementes  sich  auf  die  Form  (14)  bringen  lässt, 
insbesondere  also  auch  die  Rotationsflächen  als  specieller  Fall  der 
Spiralflächen.  Es  ist  andererseits  auch  nicht  schwer  zu  erkennen^ 
dass  jede  Fläche,  deren  Bogenelement  diese  Form  besitzt,  auf  eine 
Spiralfläche  abgewickelt  werden  kann.  Darauf  gehen  wir  jedoch  nicht  ein. 
Wir  wollen  nur  noch  eine  interessante  Eigenschaft  unserer  infini- 
tesimalen conformen  Transformation 

vf^il  +  ^% 

ableiten.     Aus  (13)  folgt  nämlich  zunächst: 

c.dw    ,        dw         ,  ^  .,         d^  /  V        dr] 

^Ji-^'iTy-'^^^^-dx-'P^'^^-dy- 

Also  ist  auch 

9^(^)  +  S  =  ^  ^^)  +  'dl  =  ^*'"^*-  =  ""' 
daher: 

,.  _.  y  dw    .        dw    ,    d^    .    d?! 

(16)  ^ä^  +  '?ä^  +  d^  +  ^^  =  «- 

Nach   dieser  Vorbemerkung  wollen   wir  die   Änderung  berechnen,   die 

das  Bogenelement  durch  unsere  infinitesimale  Transformation   erfährt. 

Es  ist  nach  (11): 

ds^  =  e^'dxdy, 

also  die  Änderung  von  ds^: 

dds^  =  d{e"')    dxdy  -\-  e'"d{dxdy) 

=  &"dw  •  dxdy  -}-  e'^ißdx  ■  dy  +  dx  ■  ddy) 

oder,  da  die  Zeichen  d  und  d  in  ihrer  Reihenfolge  vertauscht  werden 
können: 

dds^  =  e^dw  ■  dxdy  +  e'^{ddx  -  dy  -\-  dx  •  ddy). 
Wegen 

^r^ili  +  ^% 

erhalten  aber  w,  a:,  y  die  Incremente: 

^^  =  (^11  +  ^^)^^' 
•  dx  =  ^dt,     dy=^r}dt, 

sodass  sich  ergiebt: 

oder  nach  (IG): 
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dds^  =  e"'dxdy  ■  aöt, 
also  nach  (11): 

dds^  =^  ads'  ■  dt 

oder,  da  Öds^  ==  2ds  ■  Öds  ist: 

Sds        o    1  - 

d.  h,  durch    unsere   infinitesimale   con forme   Transformation   iverden   alle 
Längen  auf  der  Fläche  nach  demselbeti   Verhältnis  geändert*). 

§  5.      Bestimmung    und    Integration    aller    Differentialgleielmngen 
zweiter  Ordnung  in  x,  y,  welche  eine  gegebene  eingliedrige  Gruppe 

gestatten. 

Bisher  haben  wir  darüber  noch  gar  nichts  ausgesagt,  ivelchen 
Nutzen  man  aus  der  Kenntnis  einer  infinitesimalen  Transformation  einer 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  für  die  Integration  derselben  ziehen 
Tcann.  Darüber  werden  wir  uns  jedoch  im  Laufe  dieses  und  des  nächsten 
Paragraphen  Klarheit  verschafifen.  Wir  werden  finden,  dass  man  stets 
in  einem  solchen  Falle  das  Integrationsgeschäft  vermittelst  Quadra- 
turen darauf  zurückführen  kann,  nach  einander  zivei  gewöhnliche  Dif- 
ferentialgleichungen erster  Ordnung  zu  integrieren.  An  einer  späteren 
Stelle  werden  wir  zeigen,  dass  die  Integration  einer  dieser  beiden 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  erspart  werden  kann. 

Wir  wollen  annehmen,  es  sei  uns  eine  infinitesimale  Punkttrans- 
formation 

Vf^ilL  +  n'i 

vorgelegt.     |   und    t]   seien   also   bekannte   Functionen  von  ./',  y.      Wir 
fragen  nach  allen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung 


*)  Vgl.  hierzu   die  Fussnote  S.  260.      In   den   Comptes  Rendus   für  1879  be- 
stimmte Levy   die   allgemeine  Form   des  ßogenelementes   aller    auf  SpiralHächen 
abwickelbaren   Flüchen.     Ferner    zeigte  Lie,   der  schon  in  Bd.  5   der   Math.  An- 
nalen,  1872,  die  geodätischen  Curven  der  Spiralflächen  durch  eine  gew.  Differeu- 
it   tialgleichung  erster  Ordnung  bestimmt  hatte,  dass  auch  auf  jeder  auf  eine  Spiral- 
!    fläche    abwickelbaren    Fläche   die    Bestimmung   der   geodätischen   Curven   nur  die 
Integration  einer  gew.  DifiFereutialgleichung  erster  Ordnung  verlangt.     Die  Bahn- 
lii   curven   der   betreff'enden   infinitesimalen    Transformation   auf  diesen   Flächen   sind 
l    nämlich  Isothermen,   also  durch  Quadratur  bestimmbar,    ebenso   wie   ihre   Ortho- 
j!  gonalcurven  (vgl.  Satz  6,  §  2,  Kap.  9).     In   dem  Coordinafensystem   dieser  Curven 
geschieht   alsdann   die   Bestimmung   der  geodätischen    Linien    durch    eine   einzige 
gewöhnliche  Differentialgleichung  erster  Ordnung.    Darboux  führte  alsdann  diese 
Ij  Gleichung  auf  eine-  ütccait'sche  Gleichung  zurück. 
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welche  die  von  Uf  e^'zeiigte  eingliedrige  Gruppe  gestatten.  Nach  Theorem  34 
(§  3)  muss  die  Gleichung  ß  =  0,  aufgefasst  als  Gleichung  zwischen 
vier  Veränderlichen  x,  y ,  y,  y" ,  die  von  der  zvp^eiten  erweiterten  infini- 
tesimalen Transformation 

erzeugte  eingliedrige  Gruppe  gestatten.  Da  ii  natürlich  y"  selbst 
enthalten  soll,  so  können  |,  rj,  ri,  Tq"  nicht  sämtlich  vermöge  ß  =  0 
verschwinden,  denn  |,  ?;,  ri  enthalten  y"  gar  nicht.  Folglich  erhalten 
wir  nach  §  3  des  ,14.  Kapitels  die  allgemeinste  Gleichung  ii  =  0  der 
gesuchten  Art,  indem  wir  drei  von  einander  unabhängige  Lösungen 
u,  V,  IV  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung 

bestimmen  und  eine  Function  derselben  gleich  Null  setzen: 

F(ti,  V,  w)  =  0. 
Es  handelt  sich  also  noch  darum,  drei  von  einander  unabhängige 
Lösungen  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung  (17)  zu  finden. 
Da  I  und  rj  nur  x,  y  enthalten,  ?/  ausserdem  y  und  rj"  überdies  y" 
enthält,  so  ist  klar,  dass  es  eine  Lösung  u  von  (17)  giebt,  die  frei 
von  y'  und  y"  ist,  und  eine  andere  v,  die  frei  von  y"  ist.  Die  erstere 
u  ist  Lösung  der  Gleichung 

also  die  Invariante  der  eingliedrigen  Gruppe  Uf,  die  andere  v  Lösung 
der  Gleichung 

'     ^  dx    ^     '  oy    '     '  dy  ' 

während  die  dritte  Lösung  tv  wirklich  y"  enthalten  muss. 

Zur  Bestimmung  von  u  dient  die  gewöhnliche  Differentialgleichung 

dx        dy 

y  — V 

deren  Integral  ii  ist.  Wie  sich  nach  berechnetem  u  auch  v  finden  i 
lässt,  haben  wir  in  §  5  des  13.  Kapitels  gezeigt.  Wir  fanden  damals, 
dass  sich  die  Grösse  v,  die  wir  damals  eine  Differentialinvariante  der 
Gruppe  Uf  nannten  und  jetzt  präciser  als  eine  Differentialinvariante 
erster  Ordnung  bezeichnen  werden,  aus  einer  Riccati' sehen  Gleichung; 
welche  eine  bekannte  Particularlösung  besitzt,  durch  Quadraturen  be- 
stimmen lässt.  Die  Gleichung  ist  deshalb  eine  Riccati'sche,  weil 
quadratisch  in  y    ist. 
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Hat   mau   so   u  und  v  gefunden,    so  lässt  sich  die  Grösse  w,   die.^i"  '•p', 
wir   eine  Biffermtialinvariante  erster  Ordnung  der  Gruppe   Uf  nenneu/",^^^'^^''^"'^ 
sehr  leicht  berechnen.   Zunächst  ist  a  priori  klar,  dass  die  Berechnung ^'■"pp"  '' 
von    tv    höchstens    Quadraturen    erfordert,    denn    rj"   ist    linear    in    y". 
(Vgl.  Formel  (10)  des  §  2.)     Wenn  man  also  aus  dem  der  Gleichung 
U"f=0  äquivalenten  simultanen  System 

d.c  dy  dy'        dy" 

i  ri  7]'  n"   ' 

von  dem  u  und  v  zwei  Integrale  sind,  etwa  die  Gleichung 

dx        dy" 

herausgreift  und  daraus  y  und  y    vermöge 

u  =  a,  V  =  b 
eliminirt,  so  erhält  man  für  y"  eine  lineare  Differentialgleichung  zwischen 
y"  und  X,  welche  ausserdem  die  Tntegrationsconstanten  a,  h  enthält. 
Weil  sie  linear  ist,  findet  man  ihr  Integral  W{y",  x,  a,  b)  in  be- 
kannter Weise  durch  Quadraturen.  Wenn  man  dann  a  und  b  wieder 
durch  ti  und  v  ersetzt,  so  erhält  man  die  gewünschte  Lösung 

tv  =  W{y",  X,  u,  v). 
Ist  sonach  von  vornherein  klar,  dass  sich  iv  bloss  durch  Quadra-  Best,  der- 

.  •  f  1  selben  durch 

turen  bestimmen  lassen  muss,  so  können  wir  aui  anderem  Wege  zeigen,  Differeutia- 
dass  sich  w  durch  Differentiationsprocesse  allein  angeben  lässt.    Wir  ver- 
fahren so:    Verstehen  wir  unter  a,  b  zwei  Constanten,  so  stellt 

V  —  au  —  b  =  0 

eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  x  und  y  dar,  welche 
bei  der  eingliedrigen  Gruppe  Vf  invariant  bleibt,  denn  u  und  v  sind 
Lösungen  von  U"f=0,  und  also  ist  auch  v  —  au  eine  Lösung  von 
Ü"f=  0.  Halten  wir  in  der  Gleichung  v  —  au  ==  b  die  Coustante  a 
fest,  während  wir  die  Constaute  b  variieren  lassen,  so  ergeben  sich 
oo^  bei  der  Gruppe  üf  invariante  Differentialgleichungen.  Jede  der- 
selben besitzt  eine  bei  der  Gruppe  invariante  Schar  von  oo^  Integral- 
curven,  insgesamt  liegen  also  oo^  invariante  Scharen  von  je  oo^  Curven 
vor.  Natürlich  bleibt  auch  der  Inbegriff  aller  dieser  bei  der  Gruppe 
Uf  invariant.  Dieser  Inbegriff'  aber  besteht  aus  oo^  Curven,  und  diese 
Curven  erfüllen  eine  bei  der  Gruppe  Uf  invariante  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung.     Wir  erhalten  sie,  indem  wir  die  Gleichung 

V  —  au  =  b 

nach  X  total  differenzieren,  wodurch  das  variierende  b  herausfallt,  in 
der  Gestalt: 
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dv  du        ^. 

dx  dx 

oder  ausführlich  geschrieben: 

dv    .    dv     ,  .    dv     „  (du    .    du    .\        ^ 

Diese  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  bleibt  also  bei  der  Gruppe 
TJf  invariant,  wenn  a  eine  Constante  vorstellt,  aber  eine  beliebige. 
Wir  kennen  demnach  oo^  invariante  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung.     Wir  schreiben  sie  in  nach  a  aufgelöster  Form : 

'    dv       dv     ,        dv     „ 

du    ^^  du    , 
d^^dlj'^ 
oder  abgekürzt: 

W{x,  y,  y,  y")  —  a  =  0. 

Da  sie  invariant  sind,  so  ist  also 

V'\W-a)  =  0 

vermöge   W — a  =  0.     Nun  aber  ist 

U"{W  -a)=  V"W, 

also  frei  von  a.  Mithin  ist  notwendig  VW^^O,  nicht  nur  Null  ver- 
möge W — a  ==«  0.      py  ist   demnach   eine  Lösung   von   ü"f=0  und 

zwar,  da 

dv    .dv    ,       dv_    „ 

(18)  w^^'    f^,^^ 

^     ^  du       du    , 

d^'^d^y 

und  -;5-T  eIe  0  ist,   eine  Lösung,   die   ?/"  wirklich    enthält.     Wir  können 
cy    ^  7  o' 

sie  also  als  die  gesuchte  dritte  Lösung  tv  der  Gleichung  U"f  =  0 
benutzen. 

Wie  man  sieht,  erfordert  die  Berechnung  von  iv  nur  Differentia- 
tionen. Ein  anderer  analytischer  Beweis  hierfür  wird  später  in  einer 
Note  gegeben  werden.     (Siehe  S.  399.) 

Nach  allem  diesen  hat  die  allgemeinste  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  in  x,  y,   welche  die  Gruppe   Uf  gestattet,  die  Form 

F{u,  V,  w)  =  0 
oder 

w  —  0(u,  v)  =  0, 
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WO  w  deu   obigen  Wert  (18)  bat,  der  sieb  kürzer  so  scbreiben  lässt: 

dv 

sodass 

'-?.-*("'")  =  '> 

diese  allgemeiaste  Differentialgleicbung  wird. 

Theorem  36:  Die  allgemeinste  Differentialgleichung  zweiler 
Ordnung  in  x,  y,  welche  die  vorgelegte  Gruppe 

'        ^  ox    '     '  oy 
in  X,  y  gestattet,  hat  die  Form 

ivo  ^  eine  arbiträre  Function  von  u  und  v  ist.  Hier  bedeutet 
21  eine  Invariante  der  Gruppe  üf,  d.  h.  ein  Integral  der  Dif- 
ferentialgleichung erster  Ordnung 

dx        dy 

T  ^  T ' 

ivährend  v  eine  Differentialinvariante  erster  Ordnung  der 
Gruppe  Uf  ist,  die  sich  dtirch  Quadratur  aus  einer  geivissen 
Riccati^ sehen  Gleichung  bestimmt. 

Die  Form  der   allgemeinen  Differentialgleicbung  zweiter  Ordnung,  ./"„^^''p^i, 
die  sieb  ergeben  bat:  'l'li.rwfjH 

D  zweiter  Uro. 

V^  —  0(u,  v)  =  0 
du  \   '    / 

lebrt  unmittelbar,  dass  ibre  Integration  sieb  auf  die  einer  Differential- 
gleicbung erster  Ordnung  und  ausserdem  auf  eine  Quadratur  zurück- 
fübren  lässt.  Denn  mau  kann  sie  als  eine  Diü'erentialgleicbung  erster 
Ordnung  zwiscben  den  Veränderlicben  u  und  v  auffassen.  Ist  diese 
Differentialgleicbung  erster  Ordnung  integriert,  bat  man  also  etwa 

V  =  (p{u,  a)  (1  =  Conrt.) 

gefunden,  so  stellt  diese  Integralgleicbung,  da  v  die  Grösse  y'  entbiilt, 
eine  Differentialgleicbung  erster  Ordnung  zwiscben  x  uiul  y  dar.  Nacb 
§  5,  Kap.  13,  gestattet  dieselbe  die  infinitesimale  Transformation 

^f^iü  +  n^, 

d.  b,  nacb  Tbeorem  8  (§  1  des  6.  Kap.)  verlangt  ibre  Integration  mir 
'ine  Quadratur. 

Liegt     andererseits    eine    Differentialgleicbung    zweiter    Ordnung 
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^(x,  y,  y,  y")  =  0  vor,  von  der  man  weiss,  dass  sie  eine  bekannte 
infinitesimale  Transformation  Uf  gestattet,  so  wird  man  demnach  zu 
ihrer  Integration  so  verfaliren:  Man  bestimmt  die  Invariante  n  und 
die  Differentialinvariante  erster  Ordnung  v  der  Gruppe  Uf  und  drückt 

dv 
dann  etwa  y,  y ,  y '  als  Functionen  von  x,  ii,  v  und  iv  ^  j-  aus.  In- 
dem man  diese  Functionen  in  ii  =  0  substituiert,  muss,  wie  nach  dem 
Vorstehenden  a  priori  klar  ist,  die  Variabele  x  jedenfalls  bei  Auflösung 
der  neuen  Gleichung  nach  iv  sich  ganz  fortheben.  Dann  hat  die  vor- 
gelegte Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  die  Form 

0(n,  v)  =  0 

du  V  '    / 

und  ihre  Integration  ist  in  der  oben  angegebenen  Weise  reduciert. 
Sie  erfordert  nach  dieser  Methode  also  die  Integration  einer  Differen- 
tialgleichung erster  Ordnung  zur  Bestimmung  von  «,  darauf  eine  Qua- 
dratur zur  Bestimmung  von  v,  alsdann  die  Integration  der  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  zwischen  u  und  v  und  schliesslich  noch 
eine  Quadratur. 

Eine    vollkommenere  Integrationsmethode    werden    wir    an    einer 
späteren  Stelle  entwickeln, 

•Beispiele.  1.  Beispiel:     Sei 

Wir  suchen  alle  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung,  welche  Uf 
gestatten.     Hier  ist  offenbar 

U"f=^  =  0 

'         dy 

die  Differentialgleichung  für  u,  v,  w.     Es  kann  u^^x,  v^E^y    gesetzt 

werden,  also 

dv  dy   it 

du        dx        '^  * 

Sonach  lautet  die  gesuchte  Differentialgleichung  allgemein 

y'  —  ^{x,y)  =  0. 
Schreiben  wir  sie  so: 

so  stellt  sie  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  y  und 
X  vor.     Ihre  Integration  liefert  etwa: 

y  =  <p{x,  a) 
und  darauf  eine  Quadratur: 

y  =  fcp{x,  a)dx  -\-  b. 


I 


I 


I 
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2.  Beispiel:     Sei 

Tr/. df    ,       df 

'  ox    '    ^  ry' 

so  ist  ME^-^  zu  setzen,   da   U—^0  ist.    Ferner  bestimmt  sich  v  aus 

X  '  X 

ü'f=0.     Aber  offenbar  ist  JJ'f  ^  TJf,  sodass  v^^y    gesetzt  werden 
darf.     Daher  ist  drittens: 

dv  x^dy        xy" 


w 


du        xdy  —  ydx  ,      y 


zu  setzen,  sodass  die  allgemeinste  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung, 
welche   Uf  gestattet,  die  Form  hat: 


xy 


y'—  — 

•^       X 


y  —  — 

•^       X 
oder  auch 

W{l,y\xy")  =  0. 

In   der   zuerst   geschriebenen  Form   kann    sie  als  Differentialgleichung 
erster  Ordnung 

d~ 

X 

zwischen  y    und  —  aufgefasst  werden.     Ihre   Integration    liefert   etwa: 

V-'P{%C)  =  0. 

C  f  d  f 

Diese  gestattet,  wie  wir  wissen,    JJf^XTr^-\-y^.     Das  sieht  man 

c  X  c  y 

auch  unmittelbar,   da  sie  homogen   in  x  und  y  ist.     (Vgl.  3.  Beispiel 
des  §  3,  8.  Kapitel.)     Sie  besitzt  danach  den  Multiplicator 

1 


J/-qp(|.c) 


und  ihre  Integration  verlangt  somit  nur  noch  eine  Quadratur. 
Die  Integration  einer  DiffcrentiaJyleicliung  von  der  Form 


>^(^ ,  y,  ^y")  =  0 


verlangt  also  die  Integration  einer  Differentialgleichung  erster  Ordnung  und 
darauf  eine  Quadratur,  was  übrigens  längst  bekannt  ist. 
3.  Beispiel:     Sei 

so  ist: 
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Wir  können 

'            dx       ^  dy 

22/ 

„df 

8y"' 

setzen  und  also 

u^y,    v^xy 

tv  ^ 

dv  

du  ^ 

.  xdy'  -\-  y'dx  xy"  — 

.y' 

__  oay^ 

dy                     y 

~  y 

oder  auch  kürzer  tv  -^ 

*'C.     In  der  That 

y 

st 

dann 

ü"w\ 

y'   1     '^y'       ti 
=  05^  +  y  -4^  —  2 

y" 

X   

y'  ~ 

—  1 


0. 

Die    allgemeinste   Differentialgleichung    zweiter   Ordnung,    welche    das 
jetzige   Uf  gestattetj  hat  demnach  die  Form 


oder 


y 

d(xy') 


dy 


^1 0(«/,  xy)  =  0 

—  0(ij,xy)  —  1  =  0. 


Sie   ist   als   Differentialgleichung   erster   Ordnung  zwischen  xy    und  y 
aufzufassen,  deren  Integration  etwa  liefert: 

Diese  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  x  und  y  gestattet 

Pf  1 

Uf^x-,s-   und  besitzt  mithin  den  Multiplicator   — ; r-     Ihre   Inte- 

'  öx  ^  X(p{y,  a) 

gration  verlangt  also  noch  eine  Quadratur. 

Jede  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  von  der  Form 

^-0(y,xy)  =  O 

verlangt   zur  Integration   die   einer.  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
und  eine  Quadratur,  was  natürlich  längst  bekannt  ist. 

Um  auch  einmal  ein  Beispiel  rechnerisch  durchzuführen,  sei 

xy"  —  xy'^-\-  y  =0 

vorgelegt.     Diese  Differentialgleichung  hat   die  obige  Form,   denn  sie 
lässt  sich  so  schreiben 


xy_ 
y 


oder 


oder 


—  xy  ^  \ 
d{xy') 


0 


dy 


xy 


^  lg  {xy)  =  dy 


und  giebt  einmal  integriert: 


oder 
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xy  =  ae^ 


_,,  7            adx 
e   ydy  = 


lutegrieren  wir  nochmals,  so  kommt 

—  e-y  =  a\<yx  —  h 
oder 

y=-  lg  {h  -  a  lg  x). 

4.  Beispiel:  Wir  wollen  zeigen,  dass  jede  lineare  Ditferentiahleichuim^'^'-^'^^^^ 
zweitem-  Ordnung:  '  «'  '*""  " 

(19)  y"  4-  X.  {x)y  +  Z(x)y  +  Z,(a:)  =  0, 

sobald  eine  particidare  Lösung  der  sogenannten  verkürzten  Gleichung 
sivisclien  z  und  x: 

(20)  z"  -\-X,{xy  +  X{x)z==0 

bekannt  ist,  auf  eine  lineare  Differentialgleichung  erster  Ordnung  redu- 
ciert  tverden  kann.  Diese  bekannte  Theorie  lässt  sich  uämlich  folgen- 
dermassen  aus  unseren  allgemeinen  Principien  ableiten: 

Ist  y  irgend  eine  Lösung  von  (19)  und  z  eine  bekannte  particu- 
lare  Lösung  von  (20),  so  ist  offenbar  auch  y -\- z  -  Const.  eine  Lösung 
von  (19).  Dies  können  wir  auch  so  aussprechen:  Die  Differential" 
gleichung  (19)  gestattet  die  Transformationen: 

^1=^,    yi=y  -\r  ^{x)t, 
die   eine   eingliedrige  Gruppe   mit    der   infinitesimalen    Transformation 

bilden.  Da  also  (19)  diese  bekannte  infinitesimale  Transformation 
zulässt,  so  verfahren  wir  nunmehr  nach  den  oben  gefundeneu  Regeln. 
Es  ist  hier  n  '—  x  anzunehmen.     Da  ferner 

also  V  Integral  des  simultanen  Systems 

dx dy  dy 

"Ö~         z{x)  "^  z'{x) 
\^i,  so  kann 

v^^zy  —  z'y 
angenommen  werden.     Dann  wird 

w^=~  —  '^^y' —  ^'dy  +  z'y'dx  —  z"ydx 

rfu—  di ^^v  —^  y- 

l>ie  Gleichung  (19)  muss  sich  demnach  auf  die  Form   bringen  lassen: 
zy"  —  e"y  ~  o{x,  zy  —  z'y)  =  0. 
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In  der  That  brauchen  wir   zu   dem  Zweck   nur  0  linear  in  zy  —  z'y 
anzunehmen.     Dann  haben  wir  nämlich 

(21)  sy"  —  s"y  +  K^)  {^y  —  ^'y)  +  f^C^)  =  ^• 

Der  Vergleich  von  (19)  mit  (21)  giebt  wegen  der  Identität  (20): 
(22)  A  =  Xi(a;),     il  i^  z{x)X^{x). 

Da  (21)  die  Form 

du    '        ^   ^        '     '       ^ 
hat  und  dies  eine  lineare  Differentialgleichung  erster  Ordnung  in  u,  v 
ist,    so    ergiebt    sich    in    bekannter  Weise    (vgl.   5.  Beispiel   des   §  3, 
8.  Kap.): 

v  =  zy  -  zy  =  e-f'"'  {-ß^-^'"''  ^x  +  a) 

oder  nach  (22): 

^y'  _  /y  =  e-f''^'^{-ßxy""'  dx  +  a) . 

Dies   ist  eine  Differentialgleichung   erster  Ordnung  zwischen  x  und  y, 
die,  weil  sie   Uf  z=E  z{x)  |^  gestattet,  linear  sein  muss  (vgl.  das  citierte 
Beispiel),  was  auch  wirklich  der  Fall  ist.     Sie  giebt  also  integriert 
y  =  .  \fe-fi'"{-ßx„ef^'"  d^  +  «)  ^  +  ^1  . 

Verkürzte  5.  Beispiel:     Die   sogenannte  verkürzte  lineare  Differentialgleichwi;/ 

Diffgi.  2.  o.  zweiter  Ordnung 

y"  +  X,{x)y  -{- X(x)y  =  0 

gestattet  offenbar  jede  Transformation 

^1  =  a;,     t/i  =  cy, 
also  auch  die  infinitesimale 

Sie  kann  daher  auf  eine  Differentialgleichung   erster  Ordnung  zurück- 
geführt werden.     Bei  dem  jetzigen   Uf  ist  uE^x  und  wegen 

Uf=yfy-]ry  j^' 

auch  V  EE:—  z\x  setzen.     Nun  ist 

y 

dv yy"  —  y'^ 

w  =  —  ■ 


du  1/* 

Die  vorgelegte  Differentialgleichung  muss  auf  die  Form 

^  —  <&(w,  v)  =  0 
du  ^   '    ^ 

reducibel  sein.     In  der  That  geht  sie,  wenn 


I 


Andere  Integrationsmethode,  weitere  Ansfühningen,  Beispiele.  388 

X  =  u,     y  -—  yv,     y"  :  :i  y{iv  +  z;-)  l    y  (|J'^  +  fi') 
substituiert  wird,  über  iti 

Dies  ist  eine  Riccati'sche  Gleichung  zwischen  «  und  v.  Ist  sie  inte- 
griert, so  findet  man  alsdann  durch  eine  Quadratur  das  Integral  der 
vorgelegten  Difi"erentialgleichung  zweiter  Ordnung.  Diese  Reduction 
ist  übrigens  längst  bekannt. 

§  6.   Andere  Integrationsmethode  für  Differentialgleichungen  zweiter 

Ordnung    mit    bekannter    infinitesimaler    Transformation.      Weitere 

Ausführungen  und  Beispiele. 

Wir  gaben  im  vorigen  Paragraphen  eine  Methode  au,  wie  man 
zur  Integration  einer  vorgelegten  Differentialgleichung  £l(x,y,  y',  y")  =  0 
mit  einer  bekannten  infinitesimalen  Transformation  üf  verfahren  kann. 

Ein  zweiter  Weg  ist  nun  dieser:  Wir  führen  canonische  Veränder- 
liche der  Gruppe  Üf  ein.  '  Dies  verlangt  ausser  der  Integration  der 
Differentialgleichung 

dx        dy 

nur  eine  Quadratur  (vgl.  Satz  4,  §  2,  Kap.  3).  Seien  f,  ij  die  neuen 
Veränderlichen.  Uf  nimmt  durch  Einführung  derselben  die  Form 
j^  an.     Nach  dem  1.  Beispiel  des  §  5  (und  nach  Satz  4,  §  1  dieses 

Kapitels)  muss  alsdann  Si{x,  y,  y\  y")  =  0  notwendig  übergehen  in 
eine  Gleichung  von  der  Form 

die  wir  durch  Auflösung  der  in  j,  l;  geschriebenen  Gleichung  ß  =  0 

nach  9"=^  erhalten.     Es  ist   dies   eine  Differentialgleichung  erster 

Ordnung  zwischen  t)'  und  j,  nach  deren  Integration  eine  Quadratur  l) 
liefert. 

Demnach  verlangt  dies  zweite  Verfahren  zur  Integration  von 
ß  =  0  nach  einander  die  Integration  einer  Diiferentialgleichung  erster 
Ordnung,  eine  Quadratur,  die  Integration  einer  zweiten  Differential- 
ijleichung  erster  Ordnung  und  endlich  noch  eine  Quadratur,  d.  h.  (jcuaii 
'l'rnsolchc  0))crationcH  nie  das  erste.  Fiictisch  ist  ja  auch  diese  Me- 
thode nur  ein  specieller  Fall  der  früheren,  denn  i  ist  genau  dassellje 
wie  das  frühere  n  und 
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ist  eiue  Ditferentialinvariante  (vgl.  S.  284). 

Theorem  37:  Gestattet  eine  vorgelegte  Differentialgleichung 
aweiter  Ordnung  zwischen  x  und  y:  Sl{x,  y,  y,  y")  =  0  eine  he- 
lannte  infinitesimale  Transformation  in  x,  y,  so  hann  man 
ihre  Integration  leisten  durch  die  Integration  einer  Differen- 
tialgleichung erster  Ordnung  in  x,  y,  eine  darauf  folgende  Qua- 
dratur, die  alsdann  auszuführende  Integration  einer  zweiten 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  in  zwei  Veränderlichen 
nnd  schliesslich  noch  eine  Quadratur. 

Später  wird,'' wie  wir  schon  bemerkten,  die  Integration  von 
ß  _  0  auf  die  einer  Differentialgleichung  erster  Ordnung  und  Qua- 
dratur zurückgeführt  werden. 

Hervorheben  wollen  wir  noch,  dass  die  Methode  des  vorigen  Para- 
graphen, bestehend  in  der  Verwertung  einer  Invariante  v  von  V f 
noch  einen  gewissen  Grad  von  Beweglichkeit  besitzt.  An  Stelle  von 
V  nämlich  kann  offenbar  jede  Function  von  u  und  v,  die  v  wirklich 
enthält,  benutzt  werden.  Es  gereicht  dies  der  Methode  zum  Vorteil,  . 
denn  man  ist  dann  in  der  Lage,  unter  den  verschiedenen  Functionen  v 
eine  solche  auszuwählen,  deren  Benutzung  am  bequemsten  zum  Resul- 
tate führt.  So  hätten  wir  im  vorigen  Paragraphen  bei  der  Integration 
der  linearen  Differentialgleichung  (4.  Beispiel)  an  Stelle  von 

v^^zy  — zy 
irgend  eine  Function  von  u  und  v,  also  von  x  und  zy  -  zy  benutzen 

können,  z.  B.  auch   ^^|  =  ^±=^' .     Die  damals  benutzte  Function  v 
aber  führt  am  bequemsten  zum  Ziele. 

Mffgi  zweit.         Schliesslich  machen  wir  noch  auf  den  wichtigen  Umstand  aufmerk- 
te S  sam,  dass  nicht  jede  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  zivischen  x  und  y 
"lasaeT    eine  infinitesimale  Transfortnation  in  x,  y  gestattet,   während,  wie   wir 
wissen,  jede  Differentialgleichung   erster  Ordnung  immer    eme  solche, 
ja  unendlich  viele  zulässt  (vgl.  Satz  8,  §  4  des  6.  Kap.).    Z.B.  gestattet: 

y"  —  ey'  —  er-y'  —  xy  =  0 
keine  infinitesimale  Transformation.    Dies  ist  leicht  nach  Theorem  35 
des  §  3  einzusehen.    In  dem  damals  gegebeneu  Kriterium  wäre  nämlich 

(o^:.ey'  +  e-y'  +  xy 
zu  setzen.     Alsdann  lautet  die  Bedingung: 
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ly  ~y\x  —  in.  +  hh  ~  %,)  y  -  l^y'-)  {cy'~  c-^)  =  0. 

Die  hier  nicht  mitgeschriebenen  Glieder  sind  frei  von  rj  oder  mit  tj 
oder  y'2  behaftet  und  enthalten  ausserdem  nur  die  Differentialquotienten 
von  i  und  r;.  Diese  Relation  soll  für  jedes  x,  y,  y'  bestehen.  Da  ^ 
und  7]  andererseits  nur  x,  y  enthalten,  so  resultieren  offenbar  zunächst 
die  beiden  Bedingungen: 

deren  erste  liefert  |,  =  0,  r}y  =  2|,,  deren  zweite  ^,  =  0,  >;,  =  t, 
d.  h.  es  ist  l^  =  riy  =  0  und  |  und  iq  sind  Coustanten.  Nun  schrumpft 
unsere  Relation  zusammen  auf 

ly  +  n^  =  ^ 

d.  h.  I  =  iy  =  0.     Es    giebt    demnach    keine    infinitesimale    Transfor- 

raation  §  —  -f-  ^  _  m  a;,  y,  welche  die  Differentialgleichung: 

y"  —  g/  _  e-/_  xy  =  0 
invariant  lässt. 

Der  analytische  Grund  dafür,  dass  es  zwar  stets  infinitesimale 
Transformationen  giebt,  welche  eine  vorgelegte  Differentialgleichung 
erster  Ordnung  invariant  lassen,  dagegen  nicht  stets  eine  solche,  die 
eine  vorgelegte  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  invariant  lässt, 
ist  leicht  einzusehen. 

Dafür  nämlich,  dass  die  Differentialgleichung  erster  Ordnung 

die  infinitesimale  Transformation  |  ?^  +  rj  ^  gestattet,  ergab  sich  das 
Kriterium : 

X  Y 

i^vgi,  §  2  des  6.  Kap.)  oder: 

Es  enthält  dies  nur  x  und  y,  nicht  y.  Nimmt  man  also  ^  irgendwie 
an,  so  ist  dies  eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung  für  tj, 
welche  sich  stets  erfüllen  lässt.  Dagegen  enthält  das  Kriterium  des 
Theorems  35  des  §  3  für  die  Invarianz  von 

//"-  (o(x,y,y'y=  0 

•  ■io,  HifTeroiitialgleichungoii.  05 
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bei  der  infinitesimalen  Transformation  |  ^ h  V  Y~  ^^^^^^  ^j  V  ^och  y . 

Es  sollen  aber  |  und  rj  frei  von  y'  sein.  Dies  Kriterium  zerfällt  also 
in  eine  Anzahl  von  DifiFerentialgleicliungen  zur  Bestimmung  von  t, 
und  7j,  da  es  für  jedes  y'  bestehen  muss,  und  es  ist,  wie  unser  obiges 
Beispiel  lehrt,  wohl  möglich,  dass  diese  Gleichungen  sich  nur  durch 
I  ^  »^  ^  0  erfüllen  lassen. 

Weil  jene  Bedingung  bei  gegebenem  a  in  eine  Anzahl  Relationen 
zwischen  |,  rj  und  ihren  DifFerentialquotienten  zerfällt,  ist  es  anderer- 
seits häufig  leicht,  eine  oder  einige  infinitesimale  Transformationen 
anzugeben,  welche  y"  —  co  =  0  gestattet.  Wir  werden  dies  an  einem 
unten  folgenden  Beispiele  sehen. 

Veraiigo-  Wir  geben  hier  in  aller  Kürze  die  Verallgemeinerung  des  Theorems  36 

der^ErgeT-  des    §  5    für   DiflTereutialgleichuugeü   höherer   Ordnung   au.      Es    liege   eine 
nisse.     infinitesimale  Punkttransformation 

vor.     Wir  können  nach  allen  Differentialgleichungen  m^*^^  Ordnung: 

2/"'  —  Sl{x,  y,  y-  ■  ■  y^"^-'^)  =  0 

fragen,  welche  Uf  gestatten.  Wir  fandeu,  dass  man,  um  alle  Differential - 
gleichungen  zweiter  Ordnung  zu  erhalten,  welche  bei  Uf  invariant  bleiben, 
so  vorgehen  kann:  Man  bestimmt  die  Invariante  ti  von  Uf  und  eine  y/' 
enthaltende  Invariante  v  der  einmal  erweiterten  Gruppe   U' f.    Alsdann  ist 

-5—   eine  Invariante  der  zweimal  erweiterten  Gru^^pe   U"  f  und 

die  allgemeinste  gesuchte  Differentialgleichung  zweiter  Ordnuug.      Um  nun 

invariante  Differentialgleichungen  dritter  Ordnung  zu  erhalten,  hat  man  die 

eine    Invariante    der    dreimal    erweiterten    Gruppe      U'" f  gleich    Null    zu 

-  dv 

dT         d- 
setzen.     Nvm  kann  man  zeigen,   dass      ,  -  =  ^—5-   eine   solche   y"    enthal- 

°     '  du  du^  ^ 

dv 
tende   Invariante    ist,    also   jede   andere   eine   Function    von  m,  v,   -v-    und 

Tri.  sein  muss.     Demnach  ist: 

d^v  -,  /  dv\        ^ 

^^  -  ^  l'''  '•'  du)  =  ^ 

die  allgemeinste  gesuchte  Differentialgleichung  dritter  Ordnuug. 

So  findet  man  überhaupt,  dass  die  allgemeinste  Differentialgleichung 
m*^^  Ordnung 

y("»  —  Sl{x,  y,  y  ■  "  y^'"-'^)  =  0, 

•  welche   Uf  gestattet,  die  Form  kat: 


II 


Andere  Integrationsmetbode,  weitere  Ausführungen,  Beispiele.  387 

d"'-^v  J  dv  d"'--v\ 

du'"-^  \  du  du'"--/ 

Aufgefasst  als  Differentialgleichung  in  u  und  v  ist  sie  nur  von  (m  —  l)**^*^ 
Ordnung. 

Liegt  eine  Differentialgleichung  m^^  Ordnung 

yim)  _  ^(^x,y,y'  ■  •  •  «/("'-D)  =  0 

vor,  icclche  eine  bekannte  infinitesimale  PunJdtransformatioti  Uf  gestattet^  so 
wird  man  also  durch  Integration  der  gewöhnlichen  Differentialgleichung 
erster  Ordnung 

dx        dy 

ihr  Integral  }>.  bestimmen,  alsdann  in  bekannter  Weise  vermöge  einer 
Quadratur  v  berechnen  und  nun  die  vorgelegte  Differentialgleichung  auf 
die  Form 

dl 

bringen,  was  nur  ausführbare  Operationen  erfordert.  Es  ist  dies  eine 
Differentialgleichung  (m  —  l)**^"^^  Ordnung  in  u  und  i\  Hat  man  sie  inte- 
griert, also  etwa  gefunden: 

V  f(u,  Ci,  ^2  •  •  •  Cm-l)  =  0, 

so  stellt  diese  Integralgleichung,  aufgefasst  als  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  zwischen  x  und  y,  eine  bei  Uf  invariante  Gleichung  vor.  Mithin 
bestimmt  sich  schliesslich  y  als  Function  von  x  und  m  Constanten  durch 
eine  weitere  Quadratur. 

1.  Beispiel:     Vorgelegt  sei  Beispiele 


1'       '»        ^(         dv  d'"-2A 

lu""-^  \  du-  dv^~-) 


Hier  kann,  wie  wir  wissen: 
gesetzt  werden,  also: 


^^  —  dy 


II  ^=  X,      V  =:  y 


dv  , 

d'v 


■i^y  , 


du 

sodass  die  allgemeinste  Differentialgleichung  m'"  Ordnung,  welche    Uf  ge- 
stattet, die  Form  hat: 

d.  h.   frei  von  y  ist.     In  der  Form  geschrieben: 

d"'~'y'  J        '   dy'  d"'--y\ 

ist   sie   eine    Differentialgleichung   (m  —  l)'"""   Ordnung   zwisglicn   x  und  y . 
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Lineare  ^    Beispiel:    Sei 

Diffgl.                                       -^ 
„.ter  Ordn.  ^23)  2/^'"'  +   X,n-iy^"'~'^^   H h   ^l2/  +   ^'o  =  0, 

WO  X„,-i'--Xi,  Xq  Functionen  von  x  allein  bedeuten,  eine  vorgelegte 
lineare  TJiffercntialfflcichimg  m^""^  Ordnung  und  0  eine  bekannte  particulare 
Lösung  der  sogenannten  verkürzten  Gleichung  zwischen  x,  z: 

(24)  .-(""  +  X,„_i^'— ^)  H h  Xx~-  =  0. 

Alsdann  ist  mit  y  auch  y  +  5' •  Const.  eine  Lösung  von  (23),  d.  h.  die 
Differentialgleichung  (23)  gestattet  die  infinitesimale  Transformation 

welche  y  um  söt  vei:mehrt.  Uf  hat  die  Invariante  u^Ex  und  die  Diffe- 
rentialinvariaute  v  ^EE  zy  —  z'y.  Die  Gleichung  (23)  lässt  sich  daher  als 
Differentialgleichung  (m  —  1)*^'  Ordnung  zwischen  u  und  v  schreiben.     Da 

u  =  x,    v^zy'-zy,    ^  =  ^2/  -  ^  2/,     d^^  =  'y    -  ^  V  +  ^  V  -  ^  V 

u.  s.  w.  und  somit 

t;     ,    0'  .,    _  1  dv    ,    z"  ..,  —  i  d'v        z^  dl    ,     z^       .    z;^ 

u.  s.  w.   ist,   und   da   Z   überdies   die   Gleichung   (24)   identisch   erfüllt,    so 
stellt  sich  die  neue  Gleichung  als  eine  lineare  Differentialgleichung  (m  —  l)**"' 
Ordnung  zwischen  u  und  v  dar.     Diese  Keduction  ist  längst  bekannt. 
Vorkürzte  3.  Beispiel:    Die  verkürzte  lineare  Differentialgleichung 

liu.  Diffgl. 

gestattet  die  infinitesimale  Transformation 

denn  mit  y  ist  auch  y  ■  Const.  eine  Lösung  derselben.  Uf  hat  die  In- 
variante w  =  a;  und  die  Differentialinvariante  «^  =  y '  ^^so  lässt  sich 
die  vorgelegte  Gleichung  auf  eine  Differentialgleichung  (»»  —  1)*^'  Ordnung 
zwischen  n  und  v  zurückführen.     Es  ist  zu  setzen 

ir  dv       ,  t  (dv       .         2\ 

x  =  u,    yE3vy,     2/  =2/^  +  ^'^    -^ldii+  ^'j' 
,„  /d- V    ,    ,-,     dv     ,      o\ 

u.  s.  w.  Macht  man  diese  Substitutionen,  so  hebt  sich  der  Factor  y 
überall  fort  und  es  ergiebt  sich  in  der  That  eine  Differentialgleichung 
(„j  _  i)te'-  Ordnung  zwischen  u  und  v,  die  aber  nicht  linear  ist.  Auch 
diese  Keduction  ist  lange  bekannt. 

Was  für  die  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  schon  galt,  gilt 
in  noch  höherem  Grade  für  die  höherer  Ordnung:  Es  gieht  Differential- 
gleichungen wi**'  Ordnung,  welche  Tccine  infinitesimale  PunJcttr  ans  formal  ion 
gestatten. 
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Wir  wollen  nunmehr  noch  einige  Beispiele  zu  den  Entwickelungen 
dieses  Kapitels  überhauj)t  geben. 

1.  Beispiel:    Die  oo^  Geraden  der  Ebene   sind  die  Integralcurven  Beispiele. 
der  Differentialgleichung 

Wir  fragen  nach  allen  infinitesimalen  Punkttransformationen,  welche 
diese  Differentialgleichung  invariant  lassen,  also  jede  Gerade  der  Ebene 
wieder  in  eine  Gerade  überführen,  d.  h.  nach  allen  infinitesimalen  pro-  ^'^"*'^' , 

'  I  x^         project.    Irl 

jectiven  Transformationen  der  Ebene. 

Nach    Theorem  35   des   §  3    haben    wir,    weil    in    unserem    Falk* 
a  ^z:  0  ist,  |  und  r]  der  Bedingung  zu  unterwerfen : 

—  l'j'jV"^  +  {nyy  —  2Lv/)y'^  +  i^yixy  —  Lx)  y  -\-  n^.  =  o. 

Sie  zerfällt,  da  |  und  ?/  nur  x  und  y  enthalten  sollen,  in  die  vier 
einzelnen: 

Die  erste  und  letzte  lehren,  dass  |  und  ri  die  Form  haben: 

i  =  x^  +  ^o.    n=Yx+Y„ 

wo  X,  Xq  nur  x  und  Y,  Yq  nur  y  enthalten.  Die  beiden  mittleren 
Bedingungen  lassen  sich  einmal  integrieren  und  geben: 

riy-2l,  =  X,{x),     l,-2n,=  l\{y), 
sodass 

3^.  =  -2X, -r„    3>/,=  -2r,-X, 

Avird.  Vergleichen  wir  dies  mit  den  obigen  Ausdrücken  für  |  und  >;, 
so  kommen  die  Forderungen: 

3XV  +  3Xo'=-2X, -r„ 

3 Y'x  +  3 r;  =  -  2 Fl  -  X,. 

In  der  ersten  kommt  y  links  linear  und  rechts  nur  in  Y^  vor.  Dem- 
nach ist   1^1  linear  in  y  und  also  von  der  Form 

Y,  =  -3cy-  3(/, 
wo  c  und  (/  constant  sind.     Ganz  analog  wird 

X^  =  —  'dax  —  3&. 

Nunmehr  hat  y  in  der  ersten  unserer  beiden  Bedingungen  links  den 
Coefficienten  3X',  rechts  3c,  daher  ist 

X'  =  c  und  analog   Y'  =  «, 
also 

X  =  ex  -\-  y,      Y  =  ay  -(-  a. 

Jetzt  liefern  unsere  Forderungen  noch: 
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X^;=2ax  +  2h-\-(I, 

Y:=2cij  +  2d-i-h, 
also: 

X^  =  ax^-{-(2h  +  d)x-^  ß, 

Y,  =  cf  +  (2d  +  h)y  +  d. 
Wir  haben  also  zu  setzen: 

^={cx-{-  y)y  +  ax'  +  (2Z>  +  d)ij  +  ^, 

ri  ^  (ay  +  a)a;  +  cy^  -\-  {2d  -\-  h)x  -\-  d. 

Bezeichnen   wir   die   Constanten   anders,    so   finden  wir  folglich,    dass 

jede  infinitesimale  projective  Transformation  der  Ebene  die  Form  hat: 

07=  (a  -f  ex  +  dy  +  /ia;^  +  ^xy)  ^  + 

+  (6  +  ex-\-(/y-Jr  hxy  +  /.^z')  |^. 

Sie  enthält  acht  willkürlich  annehmbare  Constanten,  setzt  sich  also 
linear  mit  arbiträren  constanten  Coefficienten  aus  den  acht  besonderen 

zusammen: 

8£       dl 
dx'      8y' 

2  df 
cx 

Man  vergleiche  hiermit  die  in  §  4  des  4.  Kap.  über  die  infinitesimalen 
projectiven  Transformationen  gemachten  Bemerkungen.  Die  jetzige 
Ableitung  hat  den  Vorzug,  dass  sie  keinerlei  Sätze  aus  der  projectiven 
Geometrie  entlehnt. 

2.  Beispiel:  Eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  zweiter  Ord- 
nung zwischen  den  Coordinaten  x,  y  in  der  Ebene  definiert  o6^  Curven. 
Wenn  x^,  y^  die  Coordinaten  des  zum  Punkte  (x,  y)  gehörigen  Krüm- 
mungsmittelpunktes einer  Integralcurve  sind,  so  drücken  sich  bekanntlich 
x^  und  yy  durch  x,  y,  y  y"  aus,  und  umgekehrt  lassen  sich  y  und  y" 
durch  x^  und  y^  ausdrückeu.  Demnach  können  aus  einer  vorgelegten 
Diflerentialgleichung 

^{x,  y,  y,  y")  =  o 

y  und  y"  entfernt  und  dafür  x^  und  y^  eingeführt  werden.  Die  Inte- 
gralcurven  sind  alsdann  definiert  durch  eine  gewisse  Relation  zwischen 
den  Coordinaten  der  Curvenpunkte  {x,  y)  und  ihrer  Krümmungsmittel- , 
punkte  (xi,  y^).  Unter  Umständen  kann  man  aus  dem  geometrischen 
Sinn  dieser  Relation  ohne  weiteres  erkennen,  dass  die  Curvenschar 
eine  bekannte  infinitesimale  Transformation  gestattet  und  die  Inte- 
gration also  nach  unseren  Regeln  zu  vereinfachen  ist.    Natürlich  kann 


df 
X  ^,     y 

df 

dx' 

X 

df 
dy' 

df 
y  dy' 

df 

-"^yj^r 

xy 

dl 
dx 

+  y' 

dy 

dl 
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jene  Relation  noch  in  mannigfacher  Weise  abgeändert  werden,  je 
nachdem  man  diese  oder  jene  Bestimmungsstücke  als  Coordinaten  der 
Punkte  (x,  y)  und  {x^,  v/J  benutzt.  Einige  Beispiele  sollen  dies  er- 
läutern. 

Man  soll  alle  Curven  finden,  welche  durch  eine  Relation  zwischen 
Radiusvector  r  des  Curvenpunktes,  Krümmungsradius  q  desselben  und 
dem   Winkel   ^    des    Radius- 
vectors  /•  mit  dem  Krümmungs- 
radius Q  definiert  werden: 

ß(r,  Q,  t)  =  0. 
(Fig.  33.)  Es  ist  klar,  dass 
eine  solche  Curve  bei  einer 
Botation  um  den  Anfangspunkt 
in  eine  ebensolche  übergehen 
muss.      Ihre    Differentialslei- 


J/ 

^ . 

^^p/^ 

\^ 

Yr    j/\ 

\ 

.^"^^^ 

/^\''^\\ 

■f' 

^ 

JC 

JC, 

Fig.  33. 


chuug    gestattet    mitbin    die    infinitesimale    Rotation 


y  ^ — h  ^  ö^  • 

Zur  Integration  werden  wir  canonische  Veränderliche  dieser  Rotation 
einführen,  also  Polarcoordinaten,  den  Radiusvector  r  und  den  Winkel  (p 
desselben  mit  der  a;-Axe.  Nach  den  zu  Anfang  dieses  Paragraphen 
gemachten  Bemerkungen  muss  alsdann  die  Differentialgleichung,  ge- 
schrieben in  r,  q),  die  Form  haben 

Sie    stellt    sich   also   als   Differentialglei- 


/       dw 

wo  qp  =  -T-^ 

^        dr 


I,         dcp'    .   , 
q>    =  ~r-   ist. 


dr 


chung  erster  Ordnung  zwischen  r  und  cp  dar.  Ihre  Integration  liefert 
etwa: 

(f  =  (o  (r,  a) 
und  eine  Quadratur: 

(p  =  ico{t-j  a)dr  -\-  h, 

daher:  Ist  eine  Cunenschar  in  der  Ebene  dadurch  definiert,  dass  eine 
Belation  zivischeu  liadiusvector ,  Kriimmunysradius  und  dem  Winkel 
heider  besteht,  so  verlangt  ihre  Bestimmuny  nur  die  Integration  einer 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  und  eine  Quadratur. 

Wir  wollen  mit  r  den  A\'inkel  der  Tangente  der  Curve  mit  der 
x-Axe  bezeichnen.  Angenommen,  es  bestehe  eine  Relation  zwischen 
Xj  r  uud  q: 

Sl(x,  T,  q)  =  0. 

Wenn  wir  eine  solche  Curve  längs  der  y-Axe  verschieben,  so  bleiben 
X,  t  und  Q  ungeändert,  d.  h.  sie  geht  in  eine  ebensolche  Curve  über. 
Mithin   gestattet   die  Differentialgleichung   der  Curveuschar  die   iufini- 
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tesimale  Translation  -J--  Sie  ist  mithin,  geschrieben  in  x,  y,  frei 
von  ij,  also  von  der  Form: 

Demnach:  Ist  eine  Curvenschar  in  der  Ebene  durch  eine  Relation 
zwischen  der  Äbscisse,  der  Tangentialneigung  und  der  Krümmung  im  all- 
gemeinen CurvenpiinJctc  definiert,  so  verlangt  ihre  Bestimmung  mir  die 
Integration  einer  Differentialgleichung  erster  Ordnung  und  eine  Quadratur. 
Sei  &  der  Winkel,  den  der  Strahl  von  0  nach  dem  Krümmungs- 
mittelpunkte mit  der  a;-Axe  bildet.     Es  bestehe  eine  Beziehung 

i^((p,  T,  @)  =  0 
zwischen  den  drei  Winkeln  (p,  r,  0.  Eine  Curve  möge  also  dieser 
Relation  genügen.  Vergrössern  wir  dieselbe  vom  Anfangspunkt  aus, 
so  bleiben  qp,  t  und  @  ungeäudert,  d.  h.  auch  die  neue  Curve  erfüllt 
die  Relation.  Demnach  gestattet  die  Differentialgleichung  aller  der- 
artigen Curven  die  infinitesimale  Ähnlichkeitstransformation 

df    ,        df 
ex    '    "^  cy 

Die  Grössen  rp  =  arctg  —  und  u  =  lg  Yx^  -\-  y^  sind  canonische  Ver- 
änderliche derselben.  Wenn  wir  also  die  Differentialgleichung  in  (p 
und  u  schreiben,  so  wird  sie  von  der  Form: 

du  _./  ,,  r\ 

wo  u' = -r-   ist.     Also   sehen  wir:     Wird  eine  Schar   von  oo^   Curven 
a(p 

durch  eine  Relation  zwischen  der  Richtung  des  Radiusvcctors  eines  all- 
gemeinen CurvenpunJctes ,  der  Richtung  der  Tangente  desselben  und  der 
Richtung  des  Radiusvectors  des  zugehörigen  Krümmungsmittelpunktes  defi- 
niert, so  verlangt  ihre  Bestimmung  nur  die  Integration  einer  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  und  eine  Quadratur. 


Kapitel    17. 

Ditfereutialgleichuiigeu   zweiter  Ordnung  in  x,  y,   welche   mehrere 
infinitesimale  Transformationen  gestatten.    Gruppen  von  infinitesimalen 

Transformationen. 

Im  vorigen  Kapitel  entwickelten  wir  eine  Integrationstheorie  einer 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  mit  einer  bekannten  infinitesi- 
malen Transformation.  Nun  aber  ist  es  wohl  möglich,  dass  eine  solche 
Gleichung  mehrere  bekannte  infinitesimale  Transformationen  gestattet, 
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und  man  wird  es  plausibel  finden,  dass  in  einem  solchen  Falle  das 
Integrationsgeschäft  noch  weiter  vereinfacht  werden  kann. 

Demnach  werden  wir  in  diesem  Kapitel  überhaupt  den  Inbegrilf 
der  bekannten  infinitesimalen  Punkttransformationen  betrachten,  welche 
eine  vorgelegte  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  in  x,  y  gestattet, 
und  werden  dadurch  zu  einem  sehr  wichtigen  neuen  Begriff,  zu  den 
Gruppen  von  infinitesimalen  Transformationen  geführt  iverden. 

In  den  folgenden  Kapiteln  werden  wir  diese  Theorien  weiter  ent- 
wickeln und  verwerten. 

In  §  1  werden  wir  zunächst  einen  wichtigen  Hülfssatz  ableiten, 
den  wir  in  §  2  anwenden  müssen. 

§   1.     Erweiterung  eines  Klammerausdruckes. 
Eine  infinitesimale  Transformation: 

'        ^  ex    ^     '  cy 

kann,  wie  wir  wissen,  durch  Mitberücksichtigung  der  Transformationen 
des  ersten,  zweiten  u.  s.  av.  Difi'erentialquotieuten  y',  y"  ■  ■  ■  erweitert 
werden.  Die  erweiterte  Transformation  bezeichneten  wir  —  und  wollen 
das  auch  jetzt  thun  —  mit   Uf,   JJ"f  u.  s.  w. 

Liegen  nun  zwei  infinitesimale  Transformationen  L\f  und  U^f 
vor,  so  kann  man  den  Klammerausdruck  {Ui^ü.^  bilden,  der  wiederum 
eine  infinitesimale  Transformation  in  x,  y ,  darstellt,  und  ihn  der  Er-  • 
Weiterung  unterwerfen.  Wir  werden  die  erweiterten  Klammerausdrücke 
mit  (JJiU.^',  iüiU.^)"  u.  s.  w.  bezeichnen.  Andererseits  kann  man  nun 
auch  mit  den  erweiterten  infinitesimalen  Transformationen  U^'f  U^f^ 
U^'f,  U.^'f  u.  s.  w.  die  Klammerausdriicke  {U1U2'),  (^^V'^V)  "•  ^-  ^' 
bilden. 

Nahe  liegt  die  Vermutung,  dass  dann 

iu,u,y~(u,'U2), 

u.  s.  w.   ist,  denn   es   stimmen   die  Ausdrücke   links  und  rechts  sicher 

in  den  Coefficienten  von  ~  und  -  -   überein,  die   nur  x,  y  enthalten. 

c X  cy  '  '  '^ 

Wir  werden  beweisen,  dass  jene  Identitäten  in  der  That  richtig  sind. 

Um  den  Beweis  durchzuführen,  brauchen  wir  einen  Satz,  den  wir  nuif,s.,t,. 
gleich  jetzt  angeben: 

Satz  1:  Stehen  q  symbolische  Ausdrüclc  Vif,  V^f  •  ■  ■  V,,f  zu  zwei 
Symbolen    \\\f,  W^f  in  Beziehungen  von  der  Form: 
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(J=l,.2-..3), 

tvo  die  a  und  ß  irgend  ivelche  Functionen  der  Veränderlichen  hedeuten 
sollen,  so  desteht  auch  zwischen  jedem  Vf  und  (TF1TF2)  ^^'^^  solche 
Relation: 

0  =  1,  2  ••■2), 

ivo  die  y  Functionen  der  Veränderlichen  sind. 

Der    Beweis    liegt   in    der    Jacobi'scheu    Identität    (vgl.    §   4    des 
10.  Kapitels).     Es  besteht  nämlich  identisch  die  Relation: 
(( V,  W,)  W,)  +  (( W,  W,)  V)  +  (( W,  V)  W,)  =  0. 

(ViWi)  und  (ViW^)  sind  nach  den  Voraussetzungen  unseres  Satzes 
linear  ausdrückbar  durch   V^f-  •  •  Vqf,  sodass: 

((V,W,)W,)  -  aa(F,  lig  +  •  •  •  +  «/.(n^J  - 

—  W,an  •  VJ W.a,,  •  VJ 

wird.     Hierin  sind  nach  den  gemachten  Voraussetzungen  die 

{V,W,)  •  •  •  (V,W,) 

lineare  Ausdrücke  der  V^f-  •  •  V,jf  und  die  W^c^tj  gewisse  Functionen 
der  Veränderlichen,  d,  h.  auch  (( i^  l^a)  T^^^i)  drückt  sich  linear  durch 
VJ---  V/  aus.  Dasselbe  gilt  von  {iW,V)W,)  oder  -  {(VW^)W,). 
Die  obige  Jacobi'sche  Identität  zeigt  mithin,  dass  sich  auch  (( I^i  T^^.)  K) 
oder  iVi{WiW2))  linear  durch  F^/*- ••  Fg/'  ausdrückt,  Avomit  S.atz  1 
bewiesen  ist. 

Wir  kommen  nun  zum  Nachweis  dafür,  dass  der  Klammer- 
ausdruck (L\'U2)  zweier  erAveiterter  infinitesimaler  Transformationen 
Ulf  und  U.Jf  gleich  der  Erweiterung  des  Klammerausdruckes  {U1U2) 
zwischen  den  ursprünglichen  Transformationen  U^f  und  C^g/"  ist.  Man 
könnte  den  Nachweis  direct  führen,  indem  man  (JJ^U^)  Avirklich  be- 
rechnete und  zeigte,  dass  dieser  Ausdruck  die  Erweiterung  von  (JJiU^) 
ist.  Aber  das  erfordert  ausserordentlich  lange  Formeln.  Deshalb 
schlagen  wir  einen  kürzeren  Weg  ein,  indem  wir  ein  Verfahren  be- 
nutzen, das  freilich  zunächst  wie  ein  Kunstgriff  aussieht,  während  es 
in  Wirklichkeit  nur  ein  specieller  Fall  einer  allgemeinen  Methode  ist*). 


*)  Insbesondere  sei  bemerkt,  dass  man  in  dieser  Weise  eine  wesentlich  ein- 
fachere Begründung  der  Theoine  der  Ditferentialinvarianten  als  in  Lie's  „Theorie 
der  Transformationsgruppen",  Abschn.  I,  bearbeitet  unter  Mitwirkung  von  Engel, 
Leipzig  1888,  geben  kann. 
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Q,ai  Kachweii, 

eine  vorgelegte  infinitesimale  Punkttransformation,  die  wir  einmal 
erweitern,  sodass  sich  ergiebt: 

wo  7j'  der  bekannte  Ausdruck  in  den  ersten  Difi'erentialquotienten  von 
I,  >;  und  in  y  ist;  wie  wir  wissen  (vgl.  §  3  des  13.  Kapitels)  lässt 
sich  ^/  kurz  so  schreiben: 

^  —  dx    y  dx' 

wenn  hierin  die  Difierentiation  nach  x  total  aufgefasst  wird,  d.  h. 
allgemein: 

dx       dx    '    "^   dy 
gesetzt  wird.    Bezeichnen  wir  dieses  Operationssvmbol  mit  IBf,  setzen 
wir  also: 

^f=d-x  +  ydy' 

so  wird  folglich: 

und   U'f  kann  nunmehr  so  geschrieben  werden: 

(1)  ur^il^  +  r,%  +  {B,-^Bt)%- 

Das  Zeichen  Bf  kann  ebenso  wie  Uf  als  das  Symbol  einer  infinitesi- 
malen Transformation  aufgefasst  werden,  und  in  dieser  Auffassung 
wollen  wir  den  Ausdruck  B(U'f)  —  ü'{Bf),  also  den  Klammer- 
iiusdruck  (B  U'),  berechnen.     Offenbar  kommt: 

Bm)  -  U'm  ^  {%  +  y  |A)  li  +  Ql  +  y  I)  %  - 
-(Br,-,jBi)%  +  ,§^.- 

Den  Coefficienten  p  von  -,  ,    haben    wir   nicht   ausgerechnet,    weil   er 

^  cy  ° 

c  t 
nicht  gebraucht  wird.     Der  Coefficient  von  ^-^^  ist    nun   !>%,    der    von 

,.-  ist  y'Bi,,  sodass  sich  ergiebt: 

oder  also,  wenn  noch  der  Ausdruck 

^^  -  dy 
gesetzt  wird: 

(2)  {BV)       BlJlf+QCf. 
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Ferner  ist  uim 

{CU')  -  C{lVf)  -  U'{Cf)  =  -B^^., 
(].  h.: 
(3)  (CU')  =  6Cf. 

Nach  (2)  uiitl  (o)  drücken  sich  also  {ßV)  und  {CU')  linear 
durch  Bf  und  Cf  aus. 

Liegt  nun  nicht  eine  infinitesimale  Transformation  Uf,  sondern 
liegen  zwei  vor:  t/,/"  und  U.jf,  so  werden  sich  (Bl\'),  {CUi)  und 
{BU^},  {CU2')  alle  vier  linear  durch  Bf  und  Cf  ausdrücken. 

Nach  unserem  Satz  1  (in  welchem  jetzt  Bf,  Cf  die  Rolle  der 
Vif  und  Ulf  C/g'/'die  der  Wif,  W^f  spielen  und  q  =  2  ist)  ergiebt 
sich  demnach,  dass  auch 

{B{u:u;))  und  {C{u;u^)) 

sich  linear  durch  Bf  und  Cf  ausdrücken. 
Es  sei  nun  etwa: 


sodass  nach  (1): 


(f/,»,)EEi»/  +  ^-|-;, 


ist.     Da  nun  {U^'U^')   mit  {U^U^'  jedenfalls  in  den  Coefficienten  von 
J-  und  ~  übereinstimmt,  so  ist  {JJ^U^)  von  der  Form: 

Bedenken  wir,  dass  Bf^:^J--\-]j  ^  ,  ist,  so  kommt  also: 

{B{u;u^))  =  51 .  1^  +  (2?-^  _  0,)  1^  +  9  ^ , 

-  cf 

wo  wir  den  Coefficienten  p  von  -k^,  nicht  ausgerechnet  haben.    Dieser 

oy  ° 

Klammerausdruck  muss  sich   aber,  wie  bewiesen,   durch  Bf  und  Cf 
ausdrücken,  also  die  Form  haben: 

{B{U^U^))  =  iBf^-  ^Cf=  A  (1^  +  2/'  1^)  +  f.  1^  • 
Es  ist  deshalb,  wie  der  Vergleich  lehrt, 

l  =  B\ 

und 

y'B  ^^^  Brj  —  co 
oder: 

G)  ^  Br]  —  y  Bt., 
sodass 
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(].  h. 

ist. 

Satz  2:  Liegen  zwei  infinitesimale  PiinJcttransformationcn  UJ'  und 
11,2 f  in  X,  y  vor,  so  ist  der  Klammerausdruch  der  einmal  erweiterten 
infinitesimalen  Transformationen  {U^U^)  gleich  der  Ertveitanng  des 
KlammerausdrucJies  der  ursp'iinglichen  Transformationen,  also: 

{U,'U,')  =  (U,UJ. 
Ganz  ähnlicli  stellt  sich  der  Beweis  für  die  zweimalige  Erweiterung  Nachweis 

o  o        dasü 

dar.     In   diesem  Falle   benutzen   wir   als  Hülfsausdrücke  die  Symbole:  ff!''!,^»','); 

•'  ( 6/,  üt)     ist. 

und 


Alsdann  lautet  die  zweimal  erweiterte  infinitesimale  Transformation 

TT///. k     ^f         \  ^f         \  '       ^f  \  "       ^f 

'         ^  dx    *     '  dy  cy     '     '    cy 

mit  Hülfe  der  neuen  Zeichen  so: 

^"f^  iH  +  n  %  +  V  f  +  (B'V  -  fB'i)  ^ , 

denn  es  ist  ja  (vgl.  §  2  des  IG.  Kapitels): 

"  _dr{_  _    nd^ 
'  dx         '^    dx' 

wenn  die  Differentiation  nach  x  total  ist,  d.  h. 

drj' drj'    .       ,  drl_     .       //  ^V  __.  ti/  / 

dx  ~  ^  ex   ~^  ^  dy     '    '^    cy  '  ' 

dx        ox     ^    ^  cy 
Bildet  man  nun 

{ßV")  --  B{l]"f)  -  U"{B'f), 
so  kommt: 

(irU")  -  ^  Jn  ^-   +  B'r}  U-  +  B'ri  -^  - 

^  ^  ^  ex    ^  '  ry  ( l> 

oder,  da 

ti'^Bii-  g'B^ 

war,  also  auch  {\ve'\\  ^  und  rj  frei  von  y    sind): 

ri'^RB't]  —  y'Il'i 
ist: 
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=  El-Vf+oCf. 

Ferner  ist: 

iC'V")  =  —  B'i,-C'f. 
Liegen    also    zwei    infinitesimale   Transformationen   l\f  und   U^f  vor, 
so  können  wir  auf  diese  Weise  zeigen,  dass  {J^U^'),  {B'U^'),  {C'Uj"), 
{C  Ug")  sich  linear  durch  B'f  und  C'f  ausdrücken,  sodass  nach  Satz  1  auch 
(4)  (BXU,'ü,"))  =  XB'f+^Cr 

sein    muss.     {Ui'.U^")    stimmt    mit  {UJI.^"    iu   den   Coefficienten   von 

-^.  -J-,    f-^    über'ein.     Mit  Hülfe   der   letzten  Formel  findet  man  in 
ox'    dy '    cy 

et 
ähnlicher  Weise   wie   oben,  dass   auch   die  Coefficienten   von  ^-77  die- 

.  ^y 

selben  sind.     Wenn  nämlich 

und 

ist,  so  kommt: 

und  der  Vergleich  mit  (4)  lehrt: 

A  =  !>"!, 
also: 

y"B'iEEB'rj'—(p 
oder 

<p^.B'i]  —y"B'\, 
mithin 

Satz  3:  Liegen  zwei  infinitesimale  PunJcttransformationen  TJ^f  und 
U.,f  in  X,  y  vor,  so  ist  der  KlamniermisdnwJc  der  ziveimal  erweiterten 
infinitesimalen  Transfortnationen  {Ux'U^')  gleich  der  Ericeiterung  des 
KlammerausdnicJces  der  ursprünglichen  Transformationen,  also 

In  ähnlicher  Weise  lässt  sich  der  entsprechende  Satz  für  beliebig 
oftmalige  Erweiterung  beweisen.  Wir  wollen  ihn  deshalb  hier  angeben, 
obgleich  wir  ihn  nicht  gebrauchen  werden: 

Satz  4:  IJegcn  ztvei  infiniicsimale  PunJcttransformationen  U^f  und  U^f 
in  X,  y  vor  und  bezeichnet  der  Index  m  die  m-mulige  Erivcitcrung,  so  ist 

iü,'"ü,-^)={u,u,r. 


I 
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An  dieser  Stelle  wollen  wir  den  früher  versprochenen  rein  analytischen^""*". ^'?*^' 

'  •'  weis  dafür, 

Beweis  dafür  führen,  dass,  wenn  u  die  Invariante  und   o  eine  Differential-      «i»«» 
invariante    erster    Ordnung    von    Uf    ist,    alsdann     ,-     eine    Differential-      w««/     ' 
invariante  zweiter  Ordnung  von    Uf,  d.  h.  ^' '    "  *"■ 

\du/ 
ist.     (Vgl.  §  5  des   16.  Kap.) 

Da  u  frei  von  y    ist,  so  ist  wegen  Un  'i.'  0  auch    U'ti  e:^  0,  anderer- 
seits ist   U'v  ^  0,  also  auch 

U\v  —  mt)  ^0, 

wo  a  eine  beliebige  Constante  bedeutet.      Wir  bilden  nun 

dv  _  «X  +  ^y'+  \2/" 


und  setzen  wie  oben 


du  u^  -f  u^y 


sodass 


^^r-^   ff     I         '   ff  -D'r ■   ^f      \        '   ff      \        "    f^f 

'         dx    '    ^    cy  ox    '    ^    cy    '    ^     cy 

dv  B'v 

du        Bu 
wird.     Nun  ist 

,„  /B'v\ Bu-  U"{B'v)  —  B'v  ■  ü"{Bu) 


'^■'(^l-^ifD- 


(B,.y- 

Nach  dem  Obigen  aber  ist 

ü'lBy)  -  B'{U"f)  =  {U"B')  =-B'i-  B'f-  a  |^, 
oder,  da   'E,  gar  nicht  y    enthält: 

ü'\B'f)  -  B\U"f)  =  —  Bi-B'f-6M,- 
Dementsprechend  war  auch 

U\Bf)  -  B(U'f)  ^-Bi-Bf-Q^^,- 

Also  ist,  wenn  hierin   v  und  u  für  f  eingesetzt  werden: 
U"{B'v)  =  B\U"v)  —  B^-  B'v, 
U'{Bu)  =  B  (ü"m)  —  Bi  ■  Bx, 
oder,   da   ü"v  =  ü"v  =  0.   U'u=  Uu  =  0  und    U\Bit)    -=  U"{Bu)  ist: 

U"{B'v)  =  —  B^'  B'v,     U"{Bu)    -  —  B^-  Bu 
und  demnach  wird  nunmehr: 

TT"  (^''\'-^  —  Bu  ■  7^1  •  IJ'v  +  B'v  ■  n^  ■  Bu 

^  [du!  —  {Buy 

was    zu    beweisen    war.     -,--     ist    also    in    der    That    Difterentialinvarianto 

du 

/.weiter  Ordnung. 
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§  2.     Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  in  rr,  y,  welche 
mehrere  Infinitesimale  Transformationen  gestatten. 

Angenommen,  die  vorgelegte  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung: 
ij"—  a{x,ij,y)  =  0 
gestatte  mehrere  infinitesimale  Punkttransformationen  U^f,  LLf,  U^f---. 
Dies    deckt    sich   nach   Satz  7   des   §  3,   16,  Kapitel,    damit,    dass   die 
lineare  partielle  Differentialgleichung  in  x,  y,  y: 

die  einmal  erweiterten  infinitesimalen  Transformationen  U^f,  TJ.^f', 
JJ^f  •  ■  ■  gestattet.  Dies  wieder  findet  nach  Theorem  29  (§  2  des 
15.  Kapitels)  seineu  Ausdruck  darin,  dass  Relationen  bestehen  von  der 
Form: 

wo  Qif  Q-i  •  ■  •  irgendwelche  Functionen  der  Veränderlichen  bedeuten. 
Hiernach  ist  aber  auch,  wenn  c^,  Cg  •  •  •  Constanten  bezeichnen: 

(q^.r  +  C,U,'f+  •  •  •,  Af)  EE  ic,Q,  +  C,Q,  +  •  •  ■)Äf, 

d.  h.  die  Gleichung  Af  =  0  gestattet  auch  die  infinitesimale  Trans- 
formation 

c,u;f  +  c.jj:f  +  ■  •  • . 

Wir  hoben  dies  schon  früher  gelegentlich  hervor  (vgl.  §  3  des  15.  Ka- 
pitels). Eine  infinitesimale  Transformation  JJ' f  nun,  die  sich  linear 
mit  Constanten  Coefficienteu  aus  einer  Anzahl  von  infinitesimalen  Trans- 
formationen U^f,  U^f-''  zusammensetzt: 

haben  wir  als  von  ?7//",  U^f  •  •  •  abhängig  bezeichnet  (vgl  S.  233). 
Demnach  können  wir  sagen,  dass  Af  =  0  alle  von  Uif,  t^Y"  *  "  '^'^" 
hängigen  infinitesimalen  Transformationen 

U'f^c,L\'f+c,U,'f+--- 

gestattet.  Eine  solche  ist  aber  die  Erweiterung  einer  Punkttrans- 
formation 

Uf=c,UJ-{-c,U,f+---, 

und  so  folgt  rückwärts,  dass  die  vorgelegte  Differentialgleichung 

y"  —  G){x,y,y')  =  0 

auch  Uf,  d.  h.  jede  von  U^f,  U^f  •  ■  ■  abhängige  infinitesimale  Trans- 
formation gestattet. 

Satz  5:    Gestattet  eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  in  x,  y 
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mehrere  infinitesimale  Punkttransformationen  U^f,  U.J'  ■  ■  • ,  so  gestattet 
sie  auch  jede  von  ihnen  aWüingiye  von  der  Form 

c,UJ-\-c,U,f+---, 
ivo  c^,  €2  ■  •  ■  Constanten  bedeuten. 

Es    geuügt   demnach,  nur  von  einander  unahhängige  inlinttesinmle a^^u^lh. 
Transformationen  U^f  C/g/"--- zu  suchen,  welche  die  Differentialgleichung^e-rche^'^Iüie 
gestattet,   also   nur   solche,    zwischen   denen   keine   Relation   mit   con-a^ge,f^tet! 
stauten  Coefficienten   besteht.     Denn   mit   diesen  kennen  wir  auch  die 
von  ihnen  abhängigen,  die  also  trivial  sind. 

Nach  Theorem  30  (§  3  des  15.  Kapitels)  gestattet  Af=0  mit 
Ui  f  und  f/gY  auch  die  infinitesimale  Transformation  {U^  Uc^).  Nach 
Satz  2  des  vorigen  Paragraphen  ist  diese  die  einmalige  Erweiterung 
der  Punkttransformation  {U^U^,  und  somit  muss  y" —  oi(x,ij,y')  =  0 
diese  letztere   gestatten. 

Theorem    38:     Gestattet    die    Differentialqleichunq    zweiter  .^^^^ 
Ordnung  in  x,  y:  ^^^^l^ 

y    —  G){x,y,y)  =  0 

die  beiden  infinitesimalen  Funlcttransformationen  U^f  und  U^f, 
so  gestattet  sie  auch  die  infinitesimale  FunJcttransformation 
{l\U,)^  oder  U,{UJ)  -  U,{l\fy) 

Hiernach  können  wir  aus  zwei  bekannten  infinitesimalen  Trans- 
formationen UJ  und  TJ^f  unserer  Differentialgleichung  zweiter  Ord- 
nung die  infinitesimale  Transformation  {U^U,^  derselben  ableiten.  Nun 
ist  es  wohl  möglich,  dass  sich  (U-^U^)  linear  mit  constanten  Coefficienten 
durch   U^f  und    ü.j.f  ausdrückt: 

{U,U,)  =  c,ü,f+C2U,f, 
d.  h.  abhängig  von   f7, /"  und   U^f  ist.     In    diesem  Falle  hat  sich  nach 
dem  Obenbemerkten  nicht  Neues  ergeben. 

Es  kann  aber  auch  vorkommen,  dass  {UiV.^  von  L\f  und  U^f 
unabhängig  ist.  In  diesem  Falle  würden  wir  also  hiermit  eine  dritte 
infinitesimale  Transformation  unserer  Gleichung   coustruieren  können: 

U,f={üM. 
Nun  Hesse  sich  Theorem  38  auf  f/,jr  und  f/g/"  sowie  auf  U^f  und.  U^f 
anwenden,  d.  h.  unsere  Gleichung  würde  auch  {IJ^U^  und  (U^U.^  ge- 

*)  Dieser  Satz  ist  ein  specieller  Fall  des  allgemeineren :  Enthält  eine 
Gruppe  von  endlichen  Transformationen  die  beiden  intinitesimalen  Transfor- 
mationen L\f  und  U^f ,  80  enthält  sie  auch  die  infinitesimale  Transformation 
(^'i  f/,).  Ein  besonders  einfacher  Beweis  dieses  Satzes  findet  sich  in  den  Math. 
Ann.,  Bd.  24. 

liio,  Diffi'roiitiuljfk'icliuugou.  26 
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statten.  Sind  diese  von  Uf^f,  U^f,  U^f  unabhängig,  so  haben  wir 
neue  infinitesimale  Transformationen  U^f,  U^f  der  Gleichung  gefun- 
den u.  s.  w. 

Man  sieht,  dass  man  unter  Umständen  aus  zwei  bekannten  infini- 
tesimalen Transformationen  einer  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
durch  Differentiationsprocesse  eine  Reihe  weiterer  infinitesimaler  Trans- 
formationen derselben  herleiten  kann,  die  nicht  von  den  ursprünglichen 
und  von  einander  abhängig  sind. 

Ein  Beispiel  wollen  wir  hierfür  angeben. 
uoispiei.  Beispiel:  Wir  haben  schon  in  §  6  des  16.  Kapitels  ausgerechnet, 

dass 

acht  von  einander  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  ge- 
stattet.    So  gestattet  sie  z.  B.  diese  beiden: 

UJ=  l^  +  v  'f-  ,     U,f=  x'l^  +  {xy  +  1)  1^, 
1/        ex  cy'       '■'  ex   '    ^  ^    '        cy 

wovon  man  sich  auch  direct  überzeugen  kann.  Denn  bei  U^f  hat  y 
das  Increment  dy  =  y'dt,  d.  h.  y"  das  Increment  dy"  =  y'dt  Es 
verschwindet  also  vermöge  y"  =  0.  Bei  U^f  ist  dy  =  {y  —  xy')dt, 
daher  dy"  =  —  dxy'dt,  d.  h.  auch  gleich  Null  vermöge  y"=  0.  Durch 
Klammeroperation  leiten  wir  nun  aus  U^f  und  ^Jg/"  die  infinitesimale 
Transformation  ab: 

UJ=  {U,U,)  =  2x1^^  + {y-  1)  1^, 

die  von  U^^f  und  U^^f  unabhängig  ist.  In  der  That  ist  hier  wegen 
dy  =  —  y'dt  auch  dy"  =  —  3y"dt,  d.  h.  dy"  =  0  vermöge  y'=  0. 
U^f  lässt  also  wirklich  die  Differentialgleichung  y"  ==  0  invariant. 
Wir  bilden  nun: 

wo  dy  =  0,  dy"  =  0  ist,  und 

ÜJ=(üM  =  -2x^l^^  +  (l  -h  x-2xy)l^- 
Dies   Ur,f  kann  auch  durch  das  kürzere: 

Ü,f=UJ-{-2ÜJ=^{^-hx)l^ 
ersetzt  werden.     Wirklich   ist  wegen   dy  ^  dt  auch  dy"^  0,  u.  s.  w. 


II 
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§  3.    Über  die  Anzahl  der  unabhängigen  infinitesimalen  Punkttrans- 
formationen  einer  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  in  x,  y. 

In  §  6  des  vorigen  Kapitels  fanden  wir,  dass  die  DifiFerential- 
gleichung  y"=  0  acht  und  nur  acht  von  einander  unabhängige  infini- 
tesimale Transformationen  gestattet.  Es  besteht  nun  der  Satz,  dass 
eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

überhaupt  höchstens  acht  von  einander  unabhängige  infinitesimale 
Transformationen  gestatten  kann.  Dass  diese  Maximalzahl  wirklich 
erreicht  werden  kann,  lehrt  das  Beispiel  y"  =  0. 

Der  Beweis  des  genannten  Satzes  stützt  sich  auf  einen  functionen- 
theoretischen  Hülfssatz: 

Ist  eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  y"  —  es  (x,  y,  y)  =  0 
vorgelegt,  so  ist  es  immer  möglich,  in  der  Ebene  ix,  y)  einen  solchen  Bereich 
äbziigrenzen ,  dass  durch  zwei  beliebige  Punkte  desselben  immer  eine  und 
mir  eine  Integralcurve  der  Differentialgleichung  hindurchgeht. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  gehört  nicht  hierher. 

Wir  wollen  annehmen,  die  Differentialgleichung  xachwei.^. 

y"-a,{x,y,y)  =  0  ^^L^l^ 

gestatte  mehr  als  acht,  also  mindestens  neun  von  einander  unabhängige"\iii°s3t/ 
Punkttransformationen   U^f,   U^f  •  •  •  ü^f,   U.jf,  wo  allgemein 

üif=  lix,  2/)  ^  +  yh(x,  y)  1^ 

sei.  Wir  wählen  alsdann  in  dem  im  Hülfssatze  erwähnten  Bereiche 
vier  Punkte  p^,  p.^,  p^,  2h>  unter  denen  nicht  drei  auf  derselben  Inte- 
gralcurve der  Differentialgleichung  gelegen  sind.  Nach  Satz  5  des 
§  2  gestattet  y" —  w  ^  0  jede  von  Uif,  U^f  •  •  •  Uc^f  abhängige  infi- 
nitesimale Transformation 

Uf=c,  UJ-{-  c,U,f-\-  ■  •  ■  c,UJ+  c,U,f. 

Wir  wollen   nun   die    neun   Constanten  q,  Cg  •••£•<,   so   wählen,    dass 

Uf  die    vier  Punkte  jh)  Ä>>  2^3?  Pi    invariant    lässt.     Sind    Xj,,  y^    die 

Coordinaten  des  Punktes  jj^.,  so  ist  dazu  notwendig  und  hinreichend,  dass: 

Ci  li(a;*,  yk)  +  c.^i,(x„,  i/x)  H h  c,,ij(xk,  y^)  =  0, 

CiVii^^k,  yi)  +  c,r]^(xk,  yk)-{ f-  ('oyhi^k,  yi)  =  0 

(k  =  1,  •>, :?,  i) 
sei.     Dies   sind   acht  Gleichungen   für  die   neun  Grössen  c^,  c^  •••  c, . 
Sie  lassen  sich   immer  erfüllen,  sodass   also  bei  den  gemachten  Vor- 
aussetzungen stets  eine  Transformation 

26* 
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Uf. 


dx  '^  ^  dy 


vorhanden  ist,  die  7j" —  w  =  0  und  die  vier  Punkte  2\)  P2)  Pay  Pi  ^^- 
variant  lässt.     Durch  Erweiterung  derselben  kommt: 

^  '  —^  cx^  ^  dy^  \dx^  \dy  dx)  ^  dy  ^  )  dy' 
Dies  ist  die  Transformation,  welche  die  Liuienelemente  (x,  y,  y)  bei 
Ausführung  von  Uf  erfahren.  Die  00^  Linienelemeute  durch  einen 
der  vier  festen  Punkte  pk  werden  dabei  notgedrungen  unter  sich  ver- 
tauscht, indem  sie  ihren  Punktort  {x^,  y^)  beibehalten,  aber  ihre 
Richtungen  y   transformiert  werden.     Angenommen, 

dri  dr}  ^J  2J 

dx'       cy        dx'  dy 

reducieren  sich  im  Punkte  pk  auf  die  Zahlen  a,  h,  c,   so  werden  die 
Richtungen  y   der  Linienelemente  {Xk,  yk,  y)  vermöge  : 

8tj  ={a-\-  hy  -\r  cy')  öt 

bei  Ausführung  von  Uf  transformiert.    Drei  dieser  Richtungen  bleiben 

in  Ruhe,  nämlich  die  Richtungen  3//,  y.^',  y.^, 
welche  auf  den  drei  Integralcurven  liegen,  die 
durch  pk  und  je  einen  der  drei  anderen  in- 
varianten Punkte  nach  unserem  Hülfssatz  hin- 
durchgehen (Fig.  34).  Nach  der  getroffenen 
Voraussetzung,  dass  nicht  drei  dieser  vier 
Punkte  auf  einer  Integralcurve  liegen  sollen, 
sind  y/,  ?//,  7/3'  von  einander  verschiedene  Zahlen. 

Demnach    liefern   die  drei   sicher   bestehenden  Gleichungen: 

a-{-H2+cy.p  =  Q, 


da  ihre  Determinante 


ist: 


Vi 

vi 


Vi 

vi 


=  (2/1'  —  2/2')  (2/2'  -  y^  (2/3'  -  Vy)  +  0 


ü  =  h 


d.  h.  es  ist 


C  =  0, 

^y  =  («  +  &«/'  +  cy')  dt  =  0 
für  jede  Richtung  y    durch  den  Punkt  2h- 

Ohne  Recbuung    wäre   dies   so   einzusehen :    Da   6y'  in   y    quadratisch 


über  d.  Anzahl  d.  unabb.  iiif.  Puukttrf.  e.  Diffgl.  zweit.  Urd.  in  x,  y.     4()o 

ist,  so  werden  die  Richtungen  y  durch  2^/:  vermöge  einer  intiuitesimalon 
projectiven  Transfoi'mation  untereinander  vertauscht.  Hierbei  bleibt  das 
Doppelverhältnis  von  vier  beliebigen  Strahlen  dieses  Büschels  invariant, 
also  auch  das  von  y/,  yg',  y^'  und  irgend  einer  Richtung  y.  Da  nun 
Vii  2/2»  2/3'  selbst  invariant  sind,  so  ist  deshalb  notwendig  auch  diese  be- 
liebige Richtung  y    invariant. 

Somit  hat  sich  ergeben:  Bei  der  infinitesimalen  Transformation  Uf 
bleiben  die  Linienelemente  durch  jeden  der  vier  invarianten  Punkte  eben- 
falls invariant.  Nun  hat  jede  durch  pk  gehende  Integralcurve  in  p^  ein 
Linienelement  (xk,  yk,  y),  wud  zu  zwei  verschiedenen  Linienelementen  ge- 
hören auch  verschiedene  Litegralcurven.  Da  die  Linienelemente  bei  U'f 
invariant  bleiben,  so  folgt  mithin,  dass  auch  jede  durch  pk  gehende 
Integralcurve  bei  ?7/  invariant  ist,  Ist  nun  schliesslich^  ein  beliebiger 
Punkt  unseres  Bereiches,  so  gehen  durch  ihn  nach  unserem  Hülfssatz 
und  nach  der  Voraussetzung,  dass  keine  drei  der  vier  Punkte  pk  auf 
einer  Integralcurve  liegen ,  mindestens  zwei  Integralcurven  nach  den 
invarianten  Punkten,  also  zwei  invariante  Curven.  p  muss  deshalb  als 
Schnittpunkt  der  beiden  invarianten  Curven  auch  invariant  sein.  Eine 
Transformation  unserer  Gleichung  y"  —  to  =  0,  welche  vier  Punkte 
jenes  Bereiches  invariant  lässt,  lässt  also  alle  Punkte  desselben  und 
—  wie  durch  analytische  Fortsetzung  folgt  —  überhaupt  alle  Punkte 
der  Ebene  in  Ruhe,  d.  h.  sie  ist  die  Identität. 

Demnach  kann  es  höchstens  acht  von  einander  uuabhängise  in- 
finitesimale  Transformationen  unserer  Gleichung  geben,  denn  die  Vor- 
aussetzung, dass  es  neun  gebe,  führte  zu  einer  wirklichen  Transformation 
rf\  welche  die  vier  Punkte  in  Ruhe  lässt,  und  nicht  zur  Identität. 

Theorem  39:  Eine  (jeivöhnliche  Differentialgleicliung  ziveitcr 
Ordnung  in  x,  y: 

^{x,  y>  y,  y")  =  o 

gestattet  höchstens  acht  von  einander  unahhüngige  infinitesi- 
male Transformationen  in  x,  y. 

Es  möge  hier  ohne  Beweis  angeführt  werden,  dass  jede  Dißerential- 
gleichung  zweiter  Ordnung,  welche  wirklich  acht  unabhängige  infinitesimale 
Transformationen  gestattet,  durch  Einführung  neuer  Veränderlicher  auf  die 
Form  y"  =  0  reducibel  ist.  Diese  Gleichung  hat  zu  Integralcurven  die 
00-  geraden  Linien  der  Ebene.  Sobald  also  eine  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  acht  von  einander  unabhängige  infinitesimale  Transfor- 
mationen zulässt,  können  ihre  oc^  Integralcurven  in  die  Geradon  der  Ebene 
Mansformiert  werden. 
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§  4.    Gruppen  von  infinitesimalen  Transformationen  und  ihre  zwei- 
gliedrigen Untergruppen. 

Aus  unserem  Theorem  39  folgt,  dass  eine  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  nur  r  ^  8  von  einander  unabhängige  infinitesimale 
Transformationen  Uif,  JJ^f  •  •  '  Urf  gestatten  kann,  d.  h.  dass  jede  in- 
finitesimale Transformation,  welche  sie  zulässt,  linear  mit  constanten 
Coefficienten  durch  L\f,  U^f  ■  •  •  Urf  ausdrückbar  sein  muss.  Nach 
Theorem  38  (§  2)  gestattet  sie  aber  auch  jeden  Klammerausdruck 
{UiUk)-     Diese  Klammerausdrücke  müssen  demnach  die  Form   haben: 

r 

{UiU,)  =  ^^c,,,U4' 
1 

(/,  A  =  1,  2  ■  •  ■  r). 

Es  liegen  demnach  r  von  einander  unabhängige  infinitesimale 
Transformationen  UJ'---  Urf  unserer  Gleichung  vor,  sodass  die  all- 
gemeinste infinitesimale  Transformation  derselben  sich  linear  mit  con- 
stanten Coefficienten  durch  diese  r  ausdrückt,  und  dass  jeder  Ausdruck 
(UiUk)  sich  ebenfalls  in  dieser  Weise  darstellt. 

Hiermit  werden  wir  zu  einem  ivichtigcn  neuen  Begriff  geführt,  den 

wir  sogleich  in  voller  Allgemeinheit  (ohne  Rücksicht  auf  die  Zahl    der 

Veränderlichen  und  die  Grenze  »*  :^  8)  definieren  wollen: 

^'ii?fiuüoir-°         Stehen  r  von  einander  unabhängige  infinitesimale  Transformationen 

f'.'.rmaüoucu  ^i/i  ^'if  '  ' '  ^rf  «^*  solcheu  Bezichungcn  zu  einander,  dass  jedes  {UiUk) 

sich  linear  mit  constanten  Coefficienten  durch  U^f  •  •  •   Urf  ausdrückt : 

r 

Ui{U,f)  -  Uk{U4')  =  2  Ca.  Usf 

1 

(/,  i  =  1,  2  •  •  ■  r,    Cji-g  =  Const.}, 

so  nennen  ivir  den  Inbegriff  dieser  infinitesimalen  Transformationen  und 
der  von  ihnen  abhängigen,  d.  h.  aus  ihnen  linear  mit  constanten  Coeffi- 
cienten zusammensetzbaren  infinitesimalen  Transformationen  eine  r-glied- 
rige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen*). 


*)  Der  im  Texte  gegebene  BegriflF  einer  Gruppe  von  infinitesimalen  Trans- 
formationen wurde  ausdrücklich  und  in  voller  Allgemeinheit  eingeführt  am  Schlüsse 
der  Abhandlung:  Begründung  einer  Invariantentheorie  der  Berührungstransfor- 
mationeu  von  Sophus  Lie,  Math.  Ann.  Bd.  8.  Die  Identität  dieses  Begriffes 
mit  dem  Begriffe  einer  endlichen  continuierlichen  Transformationsgruppe  wurde 
in  den  Göttinger  Nachrichten,  December  1874,  angegeben.  Im  Übrigen  findet 
man  in  den  Verhandlungen  der  Gesellsch.  d.  W.  zu  Christiania  für  1870,  71,  72 
und  73 ,  sowie  in  den  Math.  Annalen  Bd.  5  mehrere  specielle  Anwendungen  der 
beiden  besprochenen  Begriffe. 


I 
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Obzwar  dieser  Begriff  eng  mit  dem  früher  in  §  2  des  2.  Kapitels 
auseinandergesetzten  Begriff  einer  r-gliedrigen  Gruppe  von  (endlichen 
und  infinitesimalen)  Transformationen  zusammenhängt,  wollen  wir  uns 
doch  um  diesen  Zusammenhang  jetzt  nicht  weiter  kümmern  und  den 
Begriff  einer  Gruppe  von  injlnitesimalen  Transformationen  nur  in  obiger 
Weise  definieren. 

1.  Beispiel:    In  zwei  Veränderlichen  ic,  ij  bilden  die  beiden  infini-  Beispiele 
tesimalen  Transformationen: 

eine  zweigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen,  denn 
sie  sind  zunächst  von  einander  unabhängig,  d.  h.  es  ist  /•  =  2,  und 
ausserdem  ist 

2.  Beispiel:    Auch 

'■'        ox'        '■'  ox    '    -^  oy 

geben  eine  zweigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen, 
da  hier  r  =  2  und 

ist. 

5.  Beispiel:     Um  zu  entscheiden,  ob 

eine  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen  bilden,  bemerken 
wir,  dass  sie  von  einander  unabhängig  sind,  also  >•  =  2  ist,  und  dass 

ist.     Dies  aber  zeigt,  dass 

{UM^UJ-  i\f 

wird.  {U1U2)  ist  mithin  von  Uj'  und  U.,f  abhängig,  d.  h.  Uj'  und 
U^f  erzeugen  eine  zweigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Trans- 
formationen. Dieselbe  enthält  alle  von  Uif  und  U.,f  abhängigen  in- 
finitesimalen Transformationen,  also,  was  auf  dasselbe  hinauskommt, 
alle  von 


und 
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abhängigen.  Wir  können  also  auch  an  Stelle  von  U^f  das  bequemere 
U^f  benutzen  und  haben  dann 

{ü,u,)=-Uj: 

4.  Beispiel:     In    drei    Veränderlichen   x,  y,   z    bilden    die    beiden 
Transformationen : 

TT  *--^^f     i^f     \'^f        TT  f—       ^f  A.        ^^  _l_       U 

eine  zweigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen,  denn 
sie  sind  von  einander  unabhängig  und  es  ist 

5.  Beispiel:     Die  vier  infinitesimalen  Transformationen: 

uj^^li,  uj^4',j'  v^f^yr.'  v^f^yji 

sind  von  einander  unabhängig,  und  es  ist: 

{UM  =  uj  -  uj\  {u,  u,)  =  u,f,  (UM  =  -  uj. 

Mithin  bilden  sie  eine  viergliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Trans- 
formationen. 

Liegt  eine  r-gliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen 
Ulf,  U.J'  •  ■  •  Urf  vor,  so  kann  es  möglich  sein,  dass  schon  eine  ge- 
ringere Anzahl  von  einander  unabhängiger  infinitesimaler  Transfor- 
mationen Cj  Ulf  -{-  ^2^^2/4"  •  •  •  +  CrUrf  für  sich  eine  Gruppe  bildet. 
In  diesem  Falle  nennen  wir  diese  weniger  als  r-,  etwa  s-gliedrige 
Gruppe  eine  s-gliedrige  Untergruppe  der  vorgelegten  Gruppe  von  infini- 
tesimalen Transformationen.  Einige  Beispiele  werden  dies  besser  als 
theoretische  Erläuterungen  klar  machen. 
Beispiele.  1.  Beispiel:     Die  drei  infinitesimalen  Transformationen: 

UJ^.IL  +  y^ 

bilden  eine  dreigliedrige  Gruppe,  denn  sie  sind  von  einander  unab- 
hängig und  es  ist: 

(u,u,)  =  o,  {u,u,)  =  -uj,  {UM^-u,f. 

Hier  bilden  U^f  und  C/g/' für  sich  eine  zweigliedrige  Gruppe,  ebenso 
Ulf  und  U^f  sowie  analog  U^f  und  U^f.  Unsere  dreigliedrige  Gruppe 
besitzt  demnach  unter  anderen  die  zweigliedrigen  Untergruppen 

UJ)   UJ;      Ulf,   UJ-,     U,f,   UJ. 


Uuter- 
Bnippo 
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2.  Beispiel:    Die  drei  infinitesimalen  Transformationen: 

bilden  eine  dreigliedrige  Gruppe.  Sie  sind  nämlich  von  einander  un- 
abhängig und  es  ist: 

Offenbar  bilden  UJ'  und  ZTj/  ^ür  sich  eine  zweigliedrige  Untergruppe, 
ebenso  L'^a/  und  U.^f,  denn  im  einen  Fall  ist  {L\U2)  ^^  U^f,  im  anderu 
(JJ^TJ^^  U^f.  Dagegen  bilden  Uj'  und  U^f  keine  Untergruppe,  denu 
{UiU^)  drückt  sich  nicht  linear  mit  constanten  Coefficienten  durch  U^f 
und   U^f  allein  aus. 

3.  Beispiel:  Die  viergliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Trans- 
formationen: 

wo 

iU,U,)  =  UJ-  UJ,    (UM  =  U,f,    (UM  =  -  VJ 
ist,    enthält   unter   anderen   die   drei  infinitesimalen   Transformationen: 

welche  eine  dreigliedrige  Untergruppe  bilden,  denn  sie  sind  von  ein- 
ander unabhängig  und  es  ist 

{V,U,)~Uf,    {U,U)  =  -2U,f\    {U,U)-2U,f. 

Es  gilt  nunmehr  der  Satz,  dass  jede  r-gliedrige  Gruppe  von  in- 
finitesimalen Transformationen  (r  >  2)  sicher  ))iindest€)is  eine  zwei- 
gliedrige  Untei'gruppe  enthält,  d.  h.  dass  sich  aus  den  infinitesimalen 
Transformationen 

C,l\f-\-C,U,f-\-----j-CrUrf 

der  Gruppe  zwei  auswählen  lassen,  deren  Klammerausdruck  sich  linear 
mit  constanten  Coefficienten  aus  diesen  selben  beiden  zusammen- 
setzen lässt. 

Diesen  Satz,  der  für  unsere  Theorie  der  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung  von  besonderer  Bedeutung  ist,  beweisen  wir,  indem 
wir  nur  von  der  Definition  der  /-gliedrigen  Gruppe  von  infinitesimalen 
Transformationen  Gebrauch  machen.     Der  Satz  gilt  deshalb  nicht  nur 


Zwei- 

l'nter- 
gruppe. 
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für  infinitesimale  Transformationen  in  zwei  Veränderlichen  oder  für 
r  <  8,  sondern  für  jede  durch  unsere  Definition  gegebene  r-gliedrige 
Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen  in  n  Veränderlichen. 
Es  ist  dies  zu  bemerken  deshalb  wichtig,  weil  eben  der  Begriff  einer 
solchen  Gruppe  nicht  auf  Gruppen  von  infinitesimalen  Transformationen 
einer  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  in  x,  y  beschränkt  ist, 
sondern  eine  viel  grössere  Bedeutung  hat,  die  wir  freilich  hier  noch 
nicht  benutzen  werden. 

Zum  Beweise  unseres  Satzes  seien  JJ^f,  U^f  •  ■  •  U,f  r  von  ein- 
ander unabhängige  infinitesimale  Transformationen  der  r-gliedrigen 
Gruppe  und  also  jedes 

r 

(5)  {UiUk)  =  ^^c;,,U4- 

1 

(/,  X-  =  I,  2  ■  •  •  /•), 

WO  die  dks  Constanten  sein  sollen.  Wir  werden  zeigen,  dass  es  eine 
zweigliedrige  Untergruppe  dieser  Gruppe  giebt,  welcher  z.  B.  die  in- 
finitesimale Transformation   Uif  angehört. 

Soll  dies  der  Fall  sein,  so  muss  sich  eine  infinitesimale  Trans- 
formation 

Uf=e,U,f+---  +  erUrf 

angeben  lassen,  in  der  erstens  die  Grössen  62  •  •  •  Cr  Constanten  sind, 
und  für  welche  zweitens  (J/j/",  C//')  sich  linear  mit  constanteu  Coeffi- 
eienten  durch   t/j/"  und   Vf  allein  ausdrückt: 

{JJJ,  e,  f/2/'  +  •  •  •  +  c,  Urf)  =  a  UJ  +  h(e,  U,f  +  ■  ■  ■  ^  ß.  Urf) 

(«,  b  =  Const.). 

Zunächst  giebt  diese  Relation: 

r 

yj  c,(U,U,)  =  aUJ-{-  hie,UJ+  •  ■  •  +  c.  £7,/), 
2 

also  nach  (5) 

r  r 

yjc,  ^^c,,,U,f=aUj-+  hic,U,f+  •  •  •  +  erUrf). 
2  1 

Beide  Seiten  sind  nun  linear  in  UJ'  •  •  •  Urf  und  haben  constante 
Coefficienten.  Nach  Voraussetzung  sollen  jedoch  f/^/'  •  •  •  Urf  von 
einander  unabhängig  sein.  Diese  Relation  kann  also  nur  dann  be- 
stehen, wenn  sie  eine  Identität  ist,  indem  links  und  rechts  jedes  Usf  I 
denselben  Coefficienten  hat.  Die  Coefficientenvergleichung  liefert  dem- 
nach die  r  Forderungen: 
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(6) 


2 
r 


^ekCur  =  hl 


Wenn  umgekehrt  e.^  ■  •  •  er  r  solche  Gleichungen  erfüllen,  in  denen  a 
und  h  Coustanten  sind,  und  natürlich  nicht  c.^  -  ■  •  er  sämtlich  ver- 
schwinden, so  bestimmen    U^f  und 

üf=e,U,f+----j-erUrf 

in  der  That  eine  zweigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transfor- 
mationen, indem  dann 

(U,ü)~aUj-\-hüf 
wird. 

Wir  haben  also  nur  noch  die  r  Forderungen  (6)  zu  untersuchen. 
Die  erste  dient  zur  Bestimmung  von  a  und  stellt  also  für  c.^,  e.^  ■  •  •  Cr 
keine  Bedingung  dar.  Es  bleiben  die  /•  —  1  übrigen.  Dieselben  lassen 
sich  so  schreiben: 

(C,22    -    h)e.^   -f  ^13,,^.,   H \-  Girier  =  0, 


^Ci2r^2  +  Cläres  + h   {Cur  —  &)^'-  =  <^  • 

Dies  sind  r  —  1  in  e^j  •  •  •  Cr  lineare  und  homogene  Gleichungen.  D;i 
e^  •  '  •  Cr  nicht  sämtlich  Null  sein  sollen,  so  muss  ihre  Determinante 
verschwinden: 


(8) 


^12l' 


'123 


Cl2r 


-  h 


eiär 


Clri 
ClrS  ' 

■Irr    —    b    I 


0. 


Dies  lässt  sich  immer  erreichen,  du  wir  noch  über  h  verfügen  können. 
Die  Gleichung  (8)  ist  ja  eine  Gleichung  {r  —  IV'"  Grades  für  h,  deren 
höchstes  Glied  ( —  l)'~'/>'~'  sicher  nicht  wegfällt.  Eine  solche  (Jlei- 
chung  hat  immer  mindestens  eine  Wurzel  h.   W^ählen  wir  eine  Wurzel 
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für  1)  aus,  so  lassen  sich  nunmehr  die  Gleichungen  (7)  durch  Cou- 
stanteu  c^,  e^  •  -  -  e,.  befriedigen,  welche  nicht  sämtlich  Null  sind.  (Ist 
h  Doppel-  oder  mehrfache  Wurzel  von  (8),  so  giebt  es  unter  Um- 
ständen sogar  unendlich  viele  Wertsysteme  Cg  •  •  •  e,-,  welche  das 
System  (7)  erfüllen.) 

Mithin  können  wir  für  €2  •  ■  •  er  nicht  sämtlich  verschwindende 
Constanten  finden,  welche  Relationen  von  der  Form  (6)  erfüllen. 

Ulf  und  Uf  =  e^ü^f  +  '  *  •  H~  ^rUrf  bilden  dann  in  der  That 
eine  zweigliedrige  Untergruppe  unserer  gegebenen  j-gliedrigen  Gruppe 
von  infinitesimalen  Transformationen,  üj--.-  t^,/' bezeichneten  irgend 
welche  r  von  einander  unabhängige  infinitesimale  Transformationen 
der  r-gliedrigen  Gruppe.  Statt  für  L\t'  hätten  wir  also  auch  dasselbe 
Raisonnement  für  irgend  eine  infinitesimale  Transformation  der  Gruppe 
durchführen  können,  und  demnach  ist  bewiesen: 

Theorem  40:  Jede  r-gliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen 
Transformationen  enthält  ziveigliedrige  Untergruppen.  Jede 
infinitesimale  Transformation  der  r-gliedrigen  Gruppe  gehört 
mindestens   einer   zweigliedrigen   Untergruppe  derselben  an. 


Kapitel  18. 


Zurückführnug  der  zweigliedrigen  Oruppeii  von  infinitesimalen 
Transformationen  der  Ebene  auf  canonische  Formen. 

Im  letzten  Paragraphen  des  vorhergehenden  Kapitels  haben  wir 
uns  anscheinend  von  unserem  eigentlichen  Probleme  der  lutegration 
einer  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  welche  mehrere  bekannte 
infinitesimale  Transformationen  gestattet,  abgewendet.  Auch  im  gegen- 
wärtigen Kapitel  werden  wir  scheinbar  fremdartige  Gegenstände  zur 
Sprache  bringen.  Erst  im  nächsten  Kapitel  wird  sich  zeigen,  inwie- 
fern die  hier  zu  entwickelnden  Theorien  mit  jenem  Integrations- 
probleme zusammenhängen. 

Im  vorliegenden  Kapitel  beschäftigen  wir  uns  mir  mit  der  Zurück- 
führung  der  zweigliedrigen  Gruppen  von  infinitesimalen  Transforma- 
tionen der  Ebene  auf  gewisse  einfache,  sogenannte  canonische  Formen. 

§  1.    Die  vier  Typen  von  zweigliedrigen  Gruppen  von  infinitesimalen  ■ 
Transformationen  der  Ebene. 

Nach  Theorem  40  des  letzten  Paragraphen  werden  unter  allen 
r-gliedrigen  Gruppen    von   infinitesimalen  Transformationen   die   zwei- 
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gliedrigen  besoudere  Wichtigkeit  besitzen,   da  jede  r-gl;edrige  Gruppe 
zweigliedrige  Untergruppen  enthält. 

Wir  betrachten  daher  in  diesem  Kapitel  die  zweigliedrigen  Gruppen 
von  infinitesimalen  Transformationen  und  zwar  die  der  Ebene,  indem 
wir  uns  von  jetzt  ab  wieder  auf  zwei  Veränderliche  x,  y  beschränken. 

ZAvei  infinitesimale  Transformationen  l\f  und  V.f  bilden  dann 
und  nur  dann  eine  zweigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Trans- 
formationen, wenn  sie  erstens  von  einander  unabhängig  sind,  d.  h. 
nicht  etwa 

U,f=cUJ 
ist,  wo  c  eine  Constante  bedeutet,  und  zweitens  eine  Relation  erfüllen 
von  der  Form: 

{UM  =  c,l\f-\-c,U,f, 

in  der  Cj  und  c,  Constanten  sind. 

Diese  Relation   lässt   sich   vereinfachen.     An  Stelle   von   U.f  und  Re-i"c<i"" 

TT  X    ^  ••  ••Till-  '^^''  Kelali*"! 

Ü2t  Können   wir  irgend   welche  lineare  Ausdrücke  derselben  mit  con- ^"  (''.f»)- 
stanten    Coefficienten    benutzen    (vgl,    die    Definition    der    r-gliedrio-en 
Gruppe,  §  4  des  17.  Kap.),   und   davon  Avollen  wir  Gebrauch  machen. 
Dabei    macht    es    einen    wesentlichen   Unterschied    aus,    ob   q   und   c, 
beide  Null  sind  oder  nicht.     Im  ersteren  Falle 

ist  offenbar  auch  jedes 

(a^Ui  +  a^U^,  h^U^  +  h.^JJ^)  =  0  {a,h  =  Const.). 
Die  Gruppe  besteht  also  aus  lauter  vetianschharen  infinitesimalen 
Transformationen  (vgl.  §  4  des  14.  Kap.).  Wenn  jedoch  im  anderen 
Falle  etwa  c^  =|=  0  ist,  so  benutzen  wir  an  Stelle  von  l\f  und  U^f 
die  von  einander  unabhängigen,  aber  von  üif  und  U^f  abhängigen 
infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe: 

und  erhalten: 

also : 

Satz  1:  Jede  zweigliedrige  Gruppe  von  itifiuitvsimnlcn  Transfonna- 
twnen  UJ,  ll,f  Icann  durek  passe)idc  Ausicalil  der  infinUcsinKdni  Trans- 
l'imationcn  eine  solche  Form  erhalten,  dass  niticcder 
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oder 

ist.     Die  eine  Form  scJdiesst  die  andere  aus 


Hiermit  haben  wir  alle  zweigliedrigen  Gruppen  in  zwei  Classen 
eingeteilt.  Jede  dieser  Classen  kann  nun  noch  nach  einem  zweiten 
Gesichtspunkt  in  zwei  Unterclassen  zerteilt  werden.  Es  ist  nämlich 
allerdings  von  vornherein  ausgeschlossen,  dass  zwischen  C/^/"  und  Z/g/" 
eine  Relation  mit  constanten  Coefficienten  bestehe,  wohl  aber  kann 
^^Ig^ueu  zwischen  ihnen  eine  Relation   mit  variaheln   Coefficienten   stattfinden: 

Natürlich  soll  sich  fp^  :  (p^  nicht  auf  eine  Constante  reducieren.  Eine 
derartige  Relation  sagt  bekanntlich  aus,  dass  U^f  und  TJ^f  dem 
Punkte  (x,  y)  infinitesimale  Fortschreitungsstrecken  in  derselben  Rich- 
tung zuordnen,  d.  h.  dass  die  Bahncurven  der  von  L\f  und  von  U<.,f 
erzeugten  eingliedrigen  Gruppen  von  endlichen  Transformationen  über- 
einstimmen. (Vgl.  §  1  des  6.  Kapitels.)  In  diesem  Falle  hat  auch 
die  von  einer  beliebigen  infinitesimalen  Transformation 
Const.   f//-f  Const.  U.,f 

erzeugte  eingliedrige  Gruppe  diese  selben  Bahncurven.  Wenn  dagegen 
zwischen  f/j/'  und  TJ.J  keine  solche  Relation  besteht,  so  besteht  aucli 
keine  zwischen  irgend  zweien  von  einander  unabhängigen  infinitesi- 
malen Transformationen 

a^UJ-i-a^U^f,     hUJ+hU.f    (a,  &  =  Const.) 

unserer   zweigliedrigen   Gruppe   UJ',   U^f.     Das   Bestehen   oder  Nicht- 
Bestehen einer  derartigen  Beziehung  kann  deshalb  als  Unterscheidungs- 
merkmal der  zweigliedrigen  Gruppen  benutzt  werden. 
Vier  Arten  Dcmnach  ciiebt  es  vie^'  Arten  von  siveigliedrigen  Gruppen  von  infini- 

niiedriRou  tesimalen  Transformationen  ÜJ\  U.f  der  Ebene,   entsp-echend  den  vier 

()riii)iHni.  ' 

Fällen: 

IL    {U,U,)  =  0,        <p,U,r+q>,U,f=0, 
111.     {UM^UJ,    <P^UJ+^,U,f^^O, 

IV.   iu,u,)=üj;  <p,uj-\-<p,u,f=o. 

Jeder  dieser  vier  Fälle  schliesst  die  drei  anderen  aus. 

Wir  werden  nunmehr  diese  vier  Formen  nach  einander  betrachten 
und  jedesmal  durch  zweckmässige  Wahl  der  Veränderlichen  die  be- 
treffende Gruppe  auf  eine  canonische  Form  oder  einen  Typus  bringen. 


Erster  Typus.  ^jr, 

§  2.     Erster  Typus:  {l\U.^  =  0  und  (f.l'J  +  (p.,U^f  =1=0. 

Vorgelegt  seien  zwei  von  einander  unabhängige  infinitesimale 
Transformationen  UJ  und  UJ  der  Ebene,  deren  eingliedrige  Gruppen 
verschiedene  Bahncurven  haben  und  für  welche 

ist. 

Nach   Satz  4  (§  2  des   3.  Kap.)   lassen    sich    die   Veränderlichen  R^-Juctio.. 
X,  y  so  wählen,  dass   I^J  die  Form  einer  Translation  erhält:  er«r/cän.. 

nisclie  Kunn, 

während  alsdann    U^f  etwa  die  Form  hat: 

Dann  ist: 

^^^'^'^  —  dxd^  +  d^-J^j' 
d.  h.  I  und  tj  sind  Functionen  von  y  allein,  sodass 

wird.  Nach  unserer  Voraussetzung,  dass  UJ  und  U^f  verschiedene 
Bahncurven  haben  sollen,  d.  h.  dass  zwischen  UJ  und  U.J^  keine 
lineare  Relation  bestehen  soll,  ist  sicher  Y^  ~\~  0,  denn  sonst  wäre 
^  ^hf  —  T\f^O.  Nun  lässt  sich  eine  Function  t;  von  y  berechnen, 
sodass 


wird.     Es  muss  nämlich 


gesetzt  werden.    In  x  und  t;  haben  nunmehr  JJJxmiS.  i:,f  die  Formen: 

rühren  wir 

l^x-  J/-0;) 
als  neue  Variabele  an  Stelle  von  x  ein,  so  wird 

Urf^  f ,       UJ-^      {<p(l))  -  tW  If'  +  ,^  • 
Wenn   wir  also  ^(^)  =J]p(i))di)  wählen,  so  wird 

U  f=  ^      TT  f=  ^f 

Damit   sind    wir   zu   dem  Satz   gelangt  (in  welchem  x  und  li  mit   ./.  // 
bezeichnet  sind): 


I 


tureii 
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Satz  2:  Stehen  zwei  infinitesimale  Transformationen  U^f  und  U.J' 
der  Ebene  in  der  JBe^ieJmny  {UxU.^  e^  0,  \md  haben  sie  dabei  verschiedene 
Bahncurven,  so  Jcönnen  sie  immer  gleichzeitig  durch  passende  Coordinaten- 

wahl  auf  die  Form  zweier  Translationen  x— ,  J-  gebracht  werden. 

Dieser   einfache   Satz,    der    sich    auch    auf  den   Fall   zweier  oder 
mehrerer    infinitesimaler   Transformationen    in   n   Veränderlichen    aus 
dehnen  lässt,  besitzt  eine  hervorragende  Bedeutung. 

Ausführung  "^jr  haben  gezeigt,  dass   UJ  und   UJ  auf  die  Form  -J- ,  -J-  ge- 

der  Beduc-  oo;  1/  ii  Ot       Oti 

Quadra-    bracht   Werden   können,    aber  nicht,    wie  wir   es   in   einem   gegebenen 
Fall  thun  werden.     Um  auch  dies  zu  erledigen,  seien 

unsere  beiden  infinitesimalen  Transformationen,  geschrieben  in  irgend 
welchen  Veränderlichen  a;,  y.  Nach  dem  Obigen  lassen  sich  immer 
zwei  Functionen  j  und  t;  von  x,  y  angeben,  sodass 

^^dx  ^^^  dy~~  dl' 
wird  und  zwar  für  jede  Function  f.     Setzt  man  j^^i",  so  kommt: 

Hieraus  lassen  sich  ^,  -^  berechnen,  denn  die  Determinante  I^t^^ — ^^Vi 

ist  nicht  identisch  Null,  weil  zwischen  Uif  und  C/af  keine  lineare 
Relation  besteht,  j  selbst  wird  mithin  durch  Quadratur  eines  voll- 
ständigen Difi'erentials  gefunden.    Indem  man  f^t)  setzt,  erhält  man 

analog  zwei   Gleichungen,  aus  denen  sich  ~  und  ■—-    als   Functionen 
°  °     '  ex  cy 

von  X,  y  berechnen  lassen.  Also  wird  auch  l)  durch  eine  Quadratur 
gefunden.  Zu  beachten  ist,  dass  die  Bestimmung  von  t)  ganz  unab- 
hängig von  der  des  j  erfolgt:  beide  erforderliche  Quadraturen  sind 
von  einander  unabhängig.  (Abhängig  würden  wir  sie  nennen,  wenn 
die  Durchführung  der  einen  die  vorherige  Berechnung  der  anderen 
verlangte.) 

Satz  3:    Stellen  zwei  infinitesimale  Transformationen  U^f,   1].^  der 
Ebene  mit  verschiedenen  Bahncurven  in  der  Beziehung  (t/i?/,,)  e=£  0,  so 


1k 
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verlangt  ihre  gleichzeitige  Bediiction  auf  die  Formen  ^'  ,  J-  zwei  von 
einander  unabhängige  Quadraturen. 

Man    kommt    hier    mit    Quadraturen    aus,    während    die    Zurück- 
führung    einer    einzigen    infinitesimalen    Transformation    U^f    auf    die 

Form  -^  bekanntlich  die  Integration  einer  gewöhnlichen  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  und  eine  Quadratur  verlangt  (vgl.  §  2  des 
3.  Kap.).  Der  Grund  liegt  darin,  dass  uns  hier  die  besondere  Eigen- 
schaft von  ü-i^f  bekannt  ist,  dass  {U^U^  ^  0  ist,  dass  also  mit 
anderen  Worten  die  Differentialgleichung  U^f=Q  die  infinitesimale 
Transformation  U^f  gestattet,  also  die  Bahncurven  von  U^f  durch 
Quadratur  bestimmbar  sind  (nach  Theorem  8,  §  1  des  6.  Kap.). 
Ebenso  lässt  die  Differentialgleichung  ü^f  =  0  die  infinitesimale  Trans- 
formation U^f  zu,  also  können  auch  die  Bahncurven  von  TJ^f  durch 
Quadratur  gefunden  werden. 

Beispiel:    Sei:  Beispiel. 

1/  ^  (;x    '       dy '        ^'  ex    '    ^  cy' 

so  ist  (JJ^U^^O,  während  keine  Relation  zwischen  U^f  und  U.^f 
besteht.  Also  liegt  der  soeben  besprochene  Fall  vor.  Man  kann  neue 
Veränderliche  J,  t)  angeben,  wodurch  U^f^w^,  U^f^-^  wird.  Um 
sie  zu  finden,  haben  wir  die  Gleichungen  zu  bilden: 


—  y  ~ 

und 


^  ox    '       dt)  '        ox    '    -^  dy 


dt)    .       d\)        f.  dt)    ,       du        ^ 

^  ex  vy  '         ex    '    ^  oy 


Die  beiden  ersten  liefern: 


x» -f  y' ' 
d.  h. 


j  =  f—^^yf'^  =  arctg  f  +  Const. 

und  die  beiden  letzten: 

d^  X  d\)  y 

dx       a;*-|-2/*'     cy        x*-\-y'*' 
d.  h. 

Diiss    diese    Functionen    ^    und    l)    die    gewünschten    Formen    -k— ,  -^ 
liefern,   geht  schon   aus  ihrer  geometrischen  Bedeutung  hervor,   wenn 

liiu,  DilTeruutialpleiobuu^eii.  -7 
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man  bedenkt,  dass  U^f  die  infinitesimale  Rotation  um  den  Anfangs- 
punkt, U^f  die  infinitesimale  Abnlichkeitstransformation  vom  Anfangs- 
punkt aus  vorstellt. 

§  3.     Zweiter  Typus:  {U^TJ^^O  und  (p^UJ  -\-  (p^U^f^O. 

Vorgelegt  seien  nunmehr  zwei  infinitesimale  Punkttransformationen 
Ulf  nnd  U^f  der  Ebene,  für  die  wieder  {UiÜ2)^0  ist,  und  welche 
nunmehr  auch  dieselben  Bahncurven  haben  sollen,  sodass  U^f  sich  in 
der  Form  darstellt: 

UJ=Q{x,y)UJ. 
Reduction  '^jj.   können   annehmen,   dass  die   Veränderlichen  x,  y  schon   so 

auf  tue  '  '    '' 

zweite  cano-  •ii  t-^/>  cf- 

nischoForm.ge wählt  Sind,  dass   Ulf  ^-7^  ist.     Alsdann  ist  also: 

O  7  1/  f^y 

und 

d.  h.  Q  enthält  nur  x.  Da  q  sicher  keine  Constante  ist,  denn  sonst 
wäre  U.^f  von  TJ^f  abhängig,  so  kann  es  als  neues  x  benutzt  werden 
und  so  kommt  denn: 

UJ=U-,     UJ=xl^- 
^'         cy  ^  oy 

Satz  4:  Zuei  infinitesimale  Transformationen  Uif  und  U^f  der 
Ebene ^  icelche  dieselben  Bahncurven  haben,  und  für  die  {üiU^)^0  ist. 
lassen  sich  durch  passende  Coordinatenivahl  gleichseitig  auf  die  Formen 

.   ■  df        cf 

bringen :  ^  ,  x  -^  - 

AnsführuEg         Wir  fragen  uns  nun,  wie  wir  dies  praktisch  durchführen  werden. 

der  Re.luc-  ^    .     .  .      °  ,.  . 

tion  durch  Sei  in  beliebigen   veränderlichen  x,  y  vorgelegt: 


eine 


so  hat   U.2f  J^^ch  Voraussetzung  die  Form 

Nun  wissen  wir,  dass  sich  neue  Veränderliche  j,  t)  einführen  lassen, 
sodass 

^1  ex  ^^^  cy    ~  et)  ' 

cti 
wird.     Demnach  ist  zunächst 

1  =  9- 


9feÄ+''i|^)=5 
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Wenn   f^t)   gesetzt   wird,    so    ergiebt   sich  für  t)  nur  die  eine  Diffe- 
rentialgleichung: 

(1)  ?.|!  +  ^.f  =  i- 

Dieselbe   lässt   sich   nun   durch   eine  Quadratur   integrieren,   weil  man 

ein  Integral  von 

dx      .  dy 

li  Vi 

kennt.     Es  soll  ja  ffJi  1/2)^0  sein  und  deshalb  ist  wegen  T'^  =^  qTT^ 

auch   Z7i  p  ^  0,  d.  h. : 

y    CQ     .         dg         ^ 

5,  ö f-  ^1  ^  =  0. 

'1  öa;    '     ''^  oy 

Die  Gleichung  (1)  ist  dem  simultanen  System 

dx dy dl) 

äquivalent.     Entfernen  wir  hieraus   vermöge  des   bekannten   Integrals 
Q  =  c  (=  Const.)  etwa  y,  so  kommt  durch  eine  Quadratur 

t)  =  q)'{x,  c)  -{-  y     {y  ==  Const.) 
und,  wenn  nun  wieder  c  =  q  gesetzt  wird,  etwa 

t)  =  tioc,  ij)  +  y 
als  allgemeinste  Lösung  t)  von  (1). 

Satz  5:    Stehen  zicei  infinitesimale   Transformatianen   U^f  und  U^f 
der  Ebene  mit  denselben  Balincurven   in  der  Beziehung  {Uiü^^O,  so 

verlangt  ihre  gleichzeitige  Bedudion  auf  die  Farmen  -J^ ,  j  4^  nur  eine 
Quadratur. 

1.  Beispiel:    Sei  B«i«puu 

80  ist  offenbar 

U,f=^UJ 
und 

Es    liegt    also    der    soeben    betrachtete   Fall    vor.     Hier    ist   daher  zu 
setzen: 


I     während  Q  die  Gleichung 


y 


^^     1    ...  ^" 


2^^-\.XtJ   \-'   =1 
ex    '      ^  cy 

erfüllen  soll.     Das  zugehörige  simultane  System  lautet: 


420 
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3,4, 

dx 

x' 

dy 

xy 

= 

dt) 
1 

und  besitzt  das  bekannte  Integral  -^  •    Aber  in  diesem  Beispiel  brauchen 

wir  es  gar  nicht,  weil  aus 

dx         T^ 

^  =  ^^ 
direct  durch  Quadratur  folgt: 

t)  ^^ f-  Const. 

In  der  That  ist  nun: 

2.  Beispiel:    Sei 

UJ^-yl^  +  ^l^^,     U,f^i.'  +  f)  (-  ,/  li  +  .r  1,9 , 
SO  ist 

und 

(C/,C7,)eeeO, 

sodass  unser  Fall  vorliegt.     Demnach  ist  zu  setzen: 

und  \)  bestimmt  sich  aus 

—  y  X  ' 

vermöge    einer  Quadratur.     Diese    ist    bequemer  ohne   Benutzung  des 
bekannten  Integrals  j  zu  leisten,  denn  es  kommt: 


ydx-\-xdy  ^  ^ 


X*  +  y» 
also  ist  zu  setzen: 

l^  =  arctg  -'{  -\-  Const. 

Man  möge  verificieren,  dass  in  j  und  t)  geschrieben   U^f  und   U.^f  die 

Formen    .=r--  und  r  -J-   annehmen. 
d\)  ^  d\.) 

In  diesem  und  dem  vorigen  Paragraphen  haben  wir  die  beiden 
Möglichkeiten  betrachtet,  die  statthaben  können,  wenn  (JJJJ^^O  ist. 
Das  Verschwinden  des  Klammerausdrucks  sagt  nach  Satz  12,  §  4  des 
14.  Kapitels  aus,  dass  jede  endliche  Transformation  der  von  IJJ  er- 
zeugten eingliedrigen  Gruppe  und  jede  der  von  U.j,f  erzeugten  ein- 
gliedrigen Gruppe  in  ihrer  Reihenfolge  vertauschbar  sind. 


i 
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Durch    die   Sätze   2    und   4   des   vorigen   und   dieses   Paragraphen 

haben   wir   einen  neuen  Beweis  hierfür  erbracht,  wenigstens  im  Falle 

zweier  Veränderlicher.     Denn   entweder   lassen   sich   UJ'  und   U^f  auf 

die  Formen  bringen 

dl       dl 

und   dies   sind   zwei   infinitesimale  Translationen   und   die   zugehörigen 
endlichen  Translationen  sind  offenbar  vertauschbar,  oder  aber  auf  die 

Formen 

cl        /cl^ 
dy^         dy' 

Die  endlichen  Gleichungen  der  beiden  zugehörigen  eingliedrigen  Gruppen 
sind  hier: 

0Ci=x,     y^  =  if  -\-  t     und     x^^  X  +  t,     y/,  =  //  +  xt  -f-  ^  t\ 

Führen  wir  zuerst 

x^=X,     ij^^y  -\-t 
und  darauf 

^i  ==  ^1  +  ^J      2/2  =  2/i  +  ^1^  +  \  ^'^ 

aus,  so  kommt  als  Endergebnis: 

X2  =  X  -{-  t,     y.>  =  7j  -]-  t  -\-  xt  -\-  ^  r'-. 

Wenn  wir  zuerst 

X^  =  x  -\-  T,     y^=y  -\-  xt  +  -^  t^ 
und  darauf 

ausführen,  so  kommt  dasselbe  Ergebnis. 

§  4.     Dritter  Typus:  {U^ü^)  ^  ÜJ  und  (p^  UJ  +  (p.2  l\f^¥  0. 

Vorgelegt  seien  zwei  infinitesimale  Transformationen  f/j/'und  U.,t 
der  Ebene  mit  verschiedenen  Bahncurven,  und  es  sei: 

Wir  dürfen  annehmen,  die  Variabelu  seien  schon  so  gewählt,  dass        Ro'iucii..a 

dl 

dy 


^f  dritte  caun- 

TT  f L  nischo  Form 


ist.     Sei: 

TT  i? t  df    ,        df 

^■^f==^-d^  +  'i  dy' 

so  kommt  wegen  {JJ^U^^^^  ÜJ': 

.^1  ^  _|_  ^ ''.  ,^J.  =  ^L 
cy  dx    *     cy  dy         dy 
oder: 

dy  ~     '      dy  —  ^' 
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d.  h.   U^f  hat  die  Form: 

Z7/-X,(:r)|^  +  (y  +  X(a;))|^. 

Sicher  ist  hierin  X^  e|=  0,  denn  sonst  wäre  Uc^f  von  der  Form  {y  -{■  X)  U^f, 
d.  h.  Ulf  und  ü.^f  hätten  dieselben  Bahncurven.  Da  X^  s\e  0  ist, 
kann  man  durch  Einführung  einer  passenden  Function  von  x  als 
neues  x  mit  Leichtigkeit  erreichen,  dass  insbesondere  X^^x  wird. 
Benutzt  man  dann  noch  als  neues  y  die  Grösse  y  -}-  X(.r),  wodurch 
U^f  nicht  geändert  wird,  so  kommen  die  Formen: 

UJ=U,     U,f=x^  +  yU- 
1'         cy  '        ^  ex    '    ^  cy 

Satz  6:  Stellen  zwei  infinitesimale  Transformationen  U^f  und  U^f 
der  Ebene  mit  verschiedenen  Bahncurven  in  der  Beziehung  {U-JJ.^  ef^  Z7, /' 
so  hann  man  im,mer  durch  passende  Coordinatemvahl  gleichzeitig  U^f  und 

V^f  auf  die  Formen  -^ ,  x  y~  ■{-  V  y~  ^^^^9^- 
Ausführung  u^^  2u  erkennen,  welche  Operationen  diese  Zurückführung  in  der 

der  Roduc-  . 

'  o"^  d"r^  Praxis  verlangt,  seien   UJ'  und   ü^f  in  beliebigen  Veränderlichen  .r,  y 
turen.     vorgelegt: 

Alsdann  ist  es,  wie  bewiesen,  möglich,  zwei  Functionen  j  und  ^  an- 
zugeben, sodass 

5i  sx  -r^i  ^y  —  3^  , 

^-  dx  ^^-^  dy  ^^  dl  ^  ^  c\) 
wird.     Setzen  wir  hierin  f^^TC,  so  kommt: 

Ol—   — 

Wenn    wir  beide   Gleichungen  noch   durch   j    dividieren,    treten     ^ 
und  —5 — ^  auf,   die   sich   also   algebraisch  berechnen  lassen.     Dann  ist 

lg  j  durch  eine  Quadratur  zu  finden  und  damit  auch  j  zu  bestimmen. 
Setzen  wir  dagegen  f^^t),  so  kommt: 

t    ^t)     ,         dt) 


I 
j 
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Hieraus  lassen  sich  >—  und  -^^  berechnen  in  der  Form: 
ex  oy 

I!  = «» +  ,<, 

7^  =  »")  +  *. 
WO  «,  /3,  y,  d  Functionen  von  x,  y  sind.  Dies  sind  zwei  simultane 
lineare  partielle  Differentialgleichungen,  aus  denen  sich  bekanntlich  j 
durch  Quadraturen  finden  lässt.  (Man  vergleiche  die  in  §  5  des 
9.  Kap.  über  ein  solches  Systems  —  damals  mit  (29)  bezeichnet  — 
gemachten  Bemerkungen.)  Man  kann  die  Zahl  der  hier  nötigen  Qua- 
draturen noch  reducieren:  Setzen  wir  nämlich  y  =  Xx,  wo  A  eine 
Constante  bedeute,  so  wird  l)  eine  Function  von  x  allein  und  es 
kommt 

ll  =  lf  +  ^l|  =  «''  +  "  +  ^'>''  +  ^)- 

Hier  ist  auch  in  a,  ß,  y,  d  jedes  y  =  Kx  zu  setzen.  Es  ist  dies  dann 
eine  lineare  Differentialgleichung  für  t).     Die  verkürzte  Gleichung 

^  =  {u  +  ir)co 

besitzt,  wie  man  leicht  sieht,  die  oben  bestimmte  Function  j  als 
Lösung  «,  wenn  nur  in  ihr  y  =  Xx  gesetzt  wird.  Mithin  bestimmt 
sich  t)  durch  nur  eine  Quadratur  (vgl.  S.  150  oben),  allerdings  als 
Function  von  x  und  der  Constanten  A.  Setzt  man  dann  wieder 
A  =  — ,  so  ergiebt  sich  die  gesuchte  Function  t)  von  x  und  y. 

Satz  7:  Stehen  zwei  infinitesimale  Transformationen  Uif  und  U^f 
der  Eheste  mit  verschiedenen  Bahnctirven  in  der  Beziehung  (l\Uo)^=^L\f, 
so  Jcann  man  sie  vermöge  zweier  Quadraturen  durch  Einfiüirung  neuer 
Variabein  gleichzeitig  auf  die  Formen  -ö— ,  j  ^ — |-  9  ~^  bringen. 

§  5.     Vierter  Typus:  {UiU^)  i^  l\f  und  fpyUj' -}-  (pMJ=0. 

Wir  kommen  nun  zum  letzten  Fall:  Die  beiden  intinitosimalen 
Transformationen  Uif  und  l/g/"  der  Ebene  sollen  dieselben  Bahnaurcn 
haben  und  in  der  Beziehung 

iUM=uj 

stehen. 

Es  darf  zunächst   U^f^^-K—    vorausgesetzt  wcrdoii.     Da   U.J'  d'w-  uediution 

^y  *  Ruf  die 

selben  Bahncurvcu   wie   L\f  haben  soll,  so  ist  etwa  nUchot"ü"rm 

Uif         qUJ    ..zQ-^, 


I 
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sodass  aus  (Uiü^)  ^  U^f  folgt: 

^1.  ==  1 

d.h.  Q^y  -{-  X{x)  und 

U,f=iy  +  X{x))^- 

Benutzen  wir  y  -{-  X{x)  als  neues  y,  so  bleibt  U^f  ungeändert, 
während  sich   U«/'  auf  w  -?r^  reduciert. 

Satz  8:    Stehen  zwei  infinitesimale   Transformationen  U^f  und  TJ^f 

der  Ebene  mit  denselben  Bahncurven  in  der  Beziehung  {U^TJ.^  ^  U^f, 

so   Tcann   man   immer  durch  passende  Coordinatenwahl  beide  gleichzeitig 

auf  die  Formen  -^  >  y  -^  bringen. 

Ausführung  Noch    ist    ZU   untersucheu ,    wie   wir  dies   in   Wirklichkeit  durch- 

der  Beduc-  ' 

tion  durch  füJiren  werden.     Es  seien  also  in  irgend  welchen  Veränderlichen  x,  y 
1  ^o^d^m^^  ©^schrieben 

die  beiden  infinitesimalen  Transformationen.  Bewiesen  ist,  dass  es 
zwei  Functionen  j,  1)  von  x,  y  giebt,  sodass: 

und 

wird.     Hieraus  folgt  zunächst 

\^  =  Q{x,y). 
Zur  Bestimmung  von  je  ergiebt  sich,  indem  wir  f^TC  setzen,  nur  die 
eine  Differentialgleichung: 

^  dx     *     ''^  cy  ' 

die  der  gewöhnlichen  Differentialgleichung 

dx        dy 
^1    ~   Vi 
äquivalent    ist.     Ihre    Integration    würde    j    liefern,    und    j  =  Const. 
stellt  dann  die  gemeinsamen  Bahncurven  von  ü^f  und  U^f  dar.    Somit 
hat  sich  hier  ergeben: 

Satz  9:    Stehen  zwei  infinitesimale   Transformationen   U^f  und  U^f 
der  Ebene  mit  gemeinsamen  Bahncurven  in  der  Beziehung  {U^U^'^  U^f 

so  verlangt  ihre  gleichzeitige  Reduction  auf  die  Formen  -J- ,  t)  -^  im 
allgemeinen  die  Integration  einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung  erster 
Ordnung,  nämlich  der  Differentialgleichung  der  Bahncurven. 
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Hiermit  sind  alle  vier  Fülle  erledigt.  Wir  haben,  um  es  zu- 
sammenzufassen, in  diesem  Kapitel  Folgendes  gefunden: 

Theorem  41:  Jede  ziveigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen 
Transformationen  der  Ebene  lässt  sich  auf  eine  der  vier  cano- 
nischen Formen  bringen: 

'     dx  '         cy  '' 

2)  4^,     ^1^; 
^      cy'         cy^ 

3)  1/:,      ^ILj^ylL. 

^      cy  ^         ex    ^    '^  cy  ^ 

4)  ^       v^. 

^     dy'     ^  cy 

Die  dazu  nötigen  neuen  Veränderlichen  x,  y  ergehen  sich  in 
den  drei  ersten  Fällen  stets  durch  höchstens  zwei  Quadraturen. 
Im  letzten  Fall  dagegen  bedarf  es  der  Integration  der  Diffe- 
rentialgleichung der  Bahncurven. 


Kapitel  19. 

Integration  der  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnnng 
in  jc,  y,  welche  zwei  bekannte  infinitesimale  Transformationen 

gestatten. 

Jetzt   sind   wir   genügend  vorbereitet,   um  das  Problem  der  Inte- 
gration einer  geicöhnlichen  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,   icelche 
mehrere    beJiannte    infinitesimale    Transformationen   gestattet,    wieder    in 
,     Angriff   zu    nehmen.      Wir    erkannten    mit    Hülfe    des    Satzes    5    und 
i    Theorems  38  des  §  2,  17.  Kap.,  dass  wir  aus  den  bekannten  infinite- 
I    simalen  Transformationen  der  Gleichung  durch  blosse  Differentiations- 
I    processe    in  jedem    Falle  so  viele    infinitesimale  Transformationen   der 
I    Gleichung  ableiten  können,  dass  dieselben  eine  nach  Theorem  39,  §  3 
1    des  17.  Kap.,  höchstens  8-gliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Trans- 
'   formationen  bilden.    Diese  Gruppe  enthält  nach  Theorem  40,  §  4  des 
17.  Kap.,  sicher  zweigliedrige  Untergruppen,  und  diese  lassen  sich,  wie 
wir  sahen,  auf  rein  algebraischem  Wege  bestimmen.    Demnach  können 
wir  in  allen  Füllen,   in  denen  uns  mehrere  infinitesimale  Transforma- 
tionen   der    Differentialgleichung    bekannt    sind,    insbesondere    voraus- 
setzen, dass  uns  zivei  infinitesimale  Transformationen  der  Gleichung,  etwa 
\    Uj'  und  Uif,  bekannt  seien,   die  eine  zweigliedrige  Gruppe  bilden,  d.  h. 
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für  die  enkveder  {JJ^U^^O  oder  (UiU^)^  Uif  ist  (vgl.  §  1  des 
18.  Kap.). 

Hiernach  werden  wir  entsprechend  den  vier  canonischen  Formen 
der  zweigliedrigen  Gruppen  nacheinander  vier  einzelne  Probleme  be- 
handeln. 

§  1.    Sl(x,  y,  y,  y")  =  0  gestatte  UJ  und  U.>f,  und  es  sei  {U^U^^O 
und  (fy  l\  f  +  (p^Uzf  =Ie  0. 

^Venn  die  vorgelegte  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

^i^,  y,  y,  y")  =  o 

eine  bekannte  zweigliedrige  Gruppe  Uif,  U^f  der  ersten  canonischen 
Form  gestattet,  so  kann  man  nach  Satz  3,  §  2  des  vorigen  Kapitels, 
vermöge  ziveier  von  einander  nnahhünyiycr  Quadraturen  neue  Veränder- 
liche j,  t)  bestimmen,  in  denen  geschrieben   U^f  und   U^f  die  Formen     ! 

annehmen: 

df_        df_^ 

Die  Differentialgleichung  werde  dabei  etwa  in 

t)"-«(j,  9,  t)')  =  0 

umgewandelt.     Nunmehr    muss    sie    (vgl.  Satz  4,    §   1   des   16.   Kap.) 

-J^  und  ^    gestatten.     Nach  Theorem  35,  §  3    des    16.  Kap.,    muss 

daher  o  frei  von  j  und  \)  sein.  Durch  Benutzung  der  neuen  Ver- 
änderlichen j,  t)   erhält  demnach  die  Differentialgleichung  die  Gestalt: 

l/'._„(l/)=0 
und  eine  Quadratur  giebt: 


J 


,  ,.       r  +  «         (a  =  Const.) 


oder,  ausgeführt  und  nach  t)'  aufgelöst: 

t)'  =  <p{l  +  a), 
sodass  ehie,  ziveite  Quadratur 

t)  =/9'(?  +  «)f?(E  +  «)  +  Z'        (^  =  Const.) 
ergiebt. 

Satz  1:    Gestattet  eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

^i^,  y,  />  y")  =  0 

zwei  heJcannte  vertauschbare  infinitesimale  Transformationen  mit  ver- 
schiedenen Bahncurven,  so  verlangt  ihre  Integration  höchstens  vier  Qua- 
draturen. 
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Wir  werden  später  erkennen,  dass  das  Integrationsgeschäft  ver- 
möge einer  anderen  Methode  sogar  nur  zwei  von  einander  unabhängige 
Quadraturen  verlangt.  Allerdings  treten  dann  unter  den  Integral- 
zeichen noch  arbiträre  Constanten  auf. 

In  den  neuen  Veränderlichen  j,  t)  geht  jede  Integralcurve  durch 
die  Translationen  längs  der  j-  und  t)-Axe,  also  durch  jede  Translation 
überhaupt,  wieder  in  eine  Integralcurve  über.  Die  betrachtete  Classc 
von  Dift'erentialgMchungen  ist  also  dadurch  charakterisiert,  dass  es  (/dingt, 
.  ihre  oo-  Integralcurven  durch  Einführung  neuer  Variahein  in  oo^  ein- 
ander congruente  und  gleichjestellte  Curven  zu  verwandeln. 

§  ^-    ^{x,  y,  y,  y")  =  0  gestatte  l\f  und  l\,f,  und  es  sei  {U^U^)  =  0 
und  fp,  l\f-j-  (p.^U^f=0. 

Wenn  die  Differentialgleichunsx 

-^(^,  y,  y,  y")  =  o 

zwei  bekannte  infinitesimale  Transformationen  U^f,  U^f  von  der  ziceifen 
canonischen  Form  zulässt,  so  führen  wir  nach  Satz  5,  §  3  des  vorigen 
Kapitels,  vermöge  einer  Quadratur  neue  Veränderliche  j,  t)  ein,  südas.s 
L\f  und  Uof  die  Formen  annehmen: 

cf         11 
dt)'     ^ct)' 

Wenn  die  Differentialgleichung  durch  Einführung  von  j  und  t)  etwa 
diese  Gestalt 

erhält,    so    muss    sie    (nach    Satz    4,    §    1    des    16.   Kapitels)    ^  und 

cf  ^^ 

?  ^  gestatten.     Die   erstere  Bedingung  liefert  durch  Verwertung  des 

Kriteriums  in  Theorem  35,  §  3  des  IG.  Kapitels,  dass  a  frei  von  l; 
sein  muss.  Alsdann  giebt  die  zweite  Bedingung,  dass  oj  auch  t)'  nicht 
enthält.     Somit   lautet  die   in   j,  \)   geschriebene  Differentialgleichung: 

I    Sie  lässt  sich  ohne  weiteres  durch  ztvei  Quadraturen  integrieren: 

^^  =J'f<^)yhdl  +  ai  -f  h       (a,  h  =  Const.) 

Hier  ergiebt  sich  somit 

Satz  2:  Gestattet  die  Differentialgleichung  Sl{x,y,  y,  y")  =  0  ;:uci 
h kannte  vertauschharc  Infniitcsimale  Transformationen  mit  denselben  Bahn- 
'  Kr  von,  so  verlangt  ihre  Integration  höchstens  drei  Quadraturen. 

Auch  in  diesem  Falle  wird  die  später  zu  entwickelnde  Metiiode 
zeigen,  dass  nur  zwei  von  einander  unabhängige  Quadraturen  nötig  sind. 
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Keispiei.  Beispiel:     Sei    vorgelegt    die    lineare   Diffh'entialgleichung    zweiter 

2.  onin.    Ordnung 

y"  +  ^,{x)y  +  X{:x)y  +  X,{x)  =  0 

und  seien  ^j,  z.,  zwei  hekannte  von  einander  unabhängige  Partictdar- 
lösungen  dei-  sogenannten  verkürzten  Gleichung 

/' -\-  X,{x)z'  -\-  X{x)z  =  0. 
Ist  dann  y  irgend  eine  Lösung  der  ersteren,  so  ist  auch  y  -\-  c^z^  -f~  ^2-^2 
eine  Lösung  derselben,  wenn  c,,  Cg  Constanten  bedeuten.    Mit  anderen 
Worten:    Die  unverkürzte  Gleichung  gestattet  die  infinitesimalen  Trans- 
formationen 

denn  diese  erteilen  y  die  Incremente  Zydt  und  ^g^^-  Hier  ist  (C/j  U^)  ^  0 
und  Ulf  und  U^f  haben  dieselben  Bahncurven.  Es  liegt  also  der 
soeben  betrachtete  Fall  vor.  Wir  benutzen  demnach  neue  Veränderliche 
5,  t),  indem  wir  setzen: 

Z    ^  =  £L        ,K  =  rK. 

^dy—ct,'     ^^dy  —  ^dt) 
Es  kommt  zunächst    j  ^  —  •      Ferner  kann    offenbar   ^  ^  —    gesetzt 
werden.     Diese  neuen  Veränderlichen  sind  nun  in  die  vorgelegte  Dif- 
ferentialgleichung einzuführen.     Wir  mssen,  dass  sie  dann  frei  von  l) 
und  9'  werden  muss.     Es  kommt: 

d^)' (^.^i'  —  2i'2j)  (z^y"  —  z^"y)  —  {z^y'  —  z,' y)  {z,z^'  —  z^" z^) 


dx  {^i^i  —  ^i  ^i) 

iz[zi'—z\'z^)'    ^^     '    {hZt—^l^i) 


*1  //  <2?«  Za         ~~'    ^\        ^9  f       \        ^\   Z9        -~~    Z*      Z.f 

^ '-- — ' —  U   —  }  -—, -/-T« ^iV  -\-  r-^-5 —i'A  Z\ V- 

z.  z^    —  z.   z.    ^  (z.zJ — z.  zS\'    '■^     '     (z.z-  — z'z.\^     '  •' 


Nun  aber  ist: 
und  danach: 


Es  wird  also; 

oder,  da 
sein  soll: 


-\T     2j  2j  0|      Z,^  -vr  ■'i    •'j  2|      2< 


I 

I 


y"4-x,y'+Xy=-x„ 

"  dx  '  dx         {Z\Z/ —  ^i'^i)' 


Differentialgleichuugon  zweiter  Ordnung  vom  zweiten  Typu«.  49;( 

Dies    ist    die    gesuchte    neue   Differentialgleichung,    wenn    daraus    nur 
noch  X  vermöge 

eliminiert  wird.     Ihre  Integration  liefert 

WO  c  und  y  die  Integrationsconstanten  bedeuten,  oder,  da   t)  =  ^  ist: 


Wir  heben  noch   eine  interessante  Bemerkung  hervor:    Gestattet  R^ducUon 

"if  die  Fol 
y    =0. 


eine   Differentialgleichung   zweiter  Ordnung  die   infinitesimalen   Trans- "^^^'^*"" 


Formationen 
so  ist,  wenn 

y  =  f{x) 

irgend  eine  Particularlösung  bedeutet,  auch 

y  =  fi^)  +  «•'-'  +  ^ 
eine   Lösung    der   Gleichung,    denn    die   beiden   infinitesimalen    Trans- 
formationen   lassen   x   ungeändert,    während   sie  y  die   Incremeute   öt 
und  xdt  erteilen.     Die  Lösuns 

y  =  fi^)  +  ('^  +  & 

ist  dann  die   allgemeinste,    da   sie  zwei   willkürliche  Constanten  a,   h 
enthält.     Führt  man  nun  die  neuen  Veränderlichen 

l  =  x,     \)  =  y  —  t\x) 
ein,  so  nimmt  die  Integralgleichung  die  Form  an: 

0  =  «i  +  l>- 
Die  transformierte  Differentialgleichung  ist  daher  die  Gleichung 

da  diese  die  soeben  angegebene  allgemeine  Lösung  hat. 

Eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  in  zwei  Veränderlichen, 
welclie  zwei  vertauschbarc  infinitesimale  Tramfornuüionen  mit  denselben 
Bahnctirven  gestattet,  lässt  sich  also  durch  Einführung  pa.<sender  neuer 
Variabein  auf  die  Form 

y"  =  u 

bringen;  oder  auch:     Jhrr  oo-'  Integralcunrn    /<r<s,  u   J,l>   in  dir  cjc-   (Se- 
rndni  der  Eboie  überführen. 
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Da  die  Gleichung  y"  =  0  gerade  acht  von  einander  unabhängige 
infinitesimale  Transformationen  gestattet,  so  folgt  rückwärts,  dass  eine 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  welche  zwei  vertauschbare  in- 
finitesimale Transformationen  mit  denselben  Bahncurven  zulässt,  ausser 
diesen  noch  sechs  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  gestattet. 

§  3.    il{x,  xj,  y,  y")  =  0  gestatte  UJ  und  ÜJ,  und  es  sei  {UiUi)=  UJ 
und  (jOi  VJ  +  g)2  ^^2/"  =  =  ^^ 
Die  vorgelegte  Difierentialgleichung 

^{x,  y,  y,  y")  =  ^ 

soll  nunmehr  zwei  bekannte  infinitesimale  Transformationen  UJ,  UJ 
vom  dritten  Typus  gestatten.  Wie  Satz  7,  §  4  des  18.  Kapitels,  lehrt, 
gelingt  es  uns  alsdann,  durch  mei  Quadraturen  neue  Veränderliche 
j,  \)  einzuführen,  in  denen  UJ,   UJ  die  Formen  haben: 

K      r^  +  ö^- 

Gleichzeitig  wird  ß  =  0  etwa  in  die  Gleichung 

verwandelt.  Wir  wissen  dann,  dass  sie  ^^^  und  J  g^  +  l)  ^9  g^^tattet. 
Da  sie  V-  zulässt,  so  ist  sie  nach  Theorem  35  frei  von  t).  Ferner,  da 
sie  j  i/i  _{_  t)  1^  zulässt,  niuss  nach  demselben  Satze  sein: 


w  +  £ 

coa 

0, 

d. 

h. 

dl 

^  — 

1 

od 

er. 

da 

o> 

schon 

von 

^ 

frei  ist: 
0  = 

_  qp(Q') 

» 

l 

sodass  die  Differentialgleichung  in  den  neuen  Veränderlichen  J,  t)  die 
Form  hat: 

'  l 

Diese  aber  ist  durch  Quadraturen  integrabel.     Sie   lässt   sich   nämlich 
so  schreiben: 

sodass  eine  Quadratur  liefert: 


/ 


'J^_  _  lg  r  +  a         (a  =  Const.). 
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Führt   man   die  Quadratur  aus  und  löst  uacli  t)'  auf,   so   kommt  etwa 

und  eine  Quadratur  giebt 

9  =  /i'Og  J  +  «)  di-i-h         (b  =  Const. ). 
Satz  3:     Gestattet  die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

^(^,  y,  y,  y")  =  o 

zicei  heUnnte  infinitesimale  Transformationen  L\f,  V.J,  zwischen  denen 
die  Beziehung  (U^ü^)  ^  UJ  besteht,  und  ivelche  verschiedene  Bahncurven 
haben,  so  verlangt  ihre  Megration  höchstens  vier  Quadraturen. 

Auch   in   diesem  Falle   leistet   eine  spätere  Methode   mehr,   indem 
sie  die  Integration  vermöge  zweier  Quadraturen  erledigt. 

§  4.    ^{x,  y,  y  y")  =  0  gestatte  Uifund  U.J\  und  es  sei  (C/,  U^)  ~  UJ 
und  cp,UJ-\-<p,U,f~0. 

Wir   kommen   zum   letzten   Fall,    dem  vierten   Typus.     Wenn  die 
Differentialgleichuncr 

^{^,  y,  y,  y")  =  o 

zwei  infinitesimale  Transformationen  l\f,  UJ  des  vierten  Typus  zu- 
lässt,  so  können  wir  zunächst  nach  Satz  9  des  §  5,  18.  Kapitel  durch 
Bestimmung  der  Bahncurven  von  UJ,  also  durch  Integration  einer 
(mvöhnlichen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  solche  neue  Veränder- 
liche £,  l;  einführen,  dass   UJ  und   l\f  die  Formen  erhalten: 

K      .  iL 
et)'     ''  cx^' 

w  iihrend  etwa  Sl  =  0  übergehe  in 

0  r 

Diese  Gleichung  muss  -J^  gestatten,    d.  h.   nach   Theorem   35   ist   sie 

frei  von  l;.     Auch   soll   sie  t)  |^  zulassen.    Daher  giebt  dasselbe  Theo- 
iL'iu  noch  die  Bedingung 


CXf 

e  h 
oder 


"-"•^  =  0 


d  \g  (a  1 

cy  t)' 


'I.  h.  es  ist 

Durch  Einführung  der  neuen  Veränderlichen  j,  l)  uiiunit  somit  unser.« 
I>it}'ereutialgleichung  die  Form  an: 
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und  eine  Quadratur  liefert: 

lg  t)'  =y  9p(j)  (Zj  +  lg  a         {a  =  Const.) 
oder 

sodass  eme  zweite  Quadratur  giebt: 

l;  =  af(/'i'^^^''^di  +  h         (h  =  Const.). 
Satz  4:    Gestattet  die  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

^{^,  y,  y\  y")  =  o 

.a-we*  bekannte  infinitesimale  Transformationen  U^f,  U^f  mit  denselben 
Baimcurven,  und  besteht  zivischen  UJ'und  U^f  die  Beziehung  {U^V.^^  UJ\ 
so  verlangt  ihre  Integration  höchstens  die  Integration  einer  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  und  zwei  Quadraturen, 

Zu  bemerken  ist,  dass  auch  in  diesem  hier  schwierigsten  Falle 
unsere  später  zu  entwickelnde  Methode  die  Integration  durch  zwei 
Quadraturen  völlig  erledigt. 

verk^i'rzte  Bcispicl:    Vorgelegt    sei   die   sogen,    verkürzte   lineare   Diffo'ential- 

^'^^^^f  gleichung  zweiter  Ordnung: 

Ferner  sei  eine  ParticularlÖsung  y  ==  z{pc)  derselben  bekannt.  Ist  dann 
y  irgend  eine  Lösung  der  Gleichung,  so  sind  auch  y  •\-  cz  und  cy  Lö 
sungen,  d.  h.  die  Diflerentialgleichung  gestattet  die  infinitesimalen 
Transformationen 

UJ^z{x)^^,     TJJ~yl\- 

Hier  ist  {JJ.JJ.^^  Z/j/"  und  C/^/"  und  TJ^f  haben  dieselben  Bahu- 
curven.  Es  liegt  demnach  der  soeben  betrachtete  Fall  vor.  Wir 
führen  nach  unserer  Methode  neue  Veränderliche  y,  \)  ein,  indem  wir 
setzen:  ^  =:  ^  ^  :=  h  ^ 

Offenbar  können  wir  hier  '^^e  x  und  l)  :=  -j-r  setzen.    Die  DiflFerential- 

gleichung  erster  Ordnung,  von  der  im  Satz  4  die  Rede  war,  ist  also 
hier  sofort  integriert.     Nun  wird: 

y-^^(i)^ 

und  daher,  da  j  =  x  ist: 

y=zi)  -i-  zi), 

y"^z"\)-^2z\)'  -\-zX)", 
sodass 


{ 
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y"  +  X,y  +  Xy  ^  {z"  +  X,z  +  Xz)  \)  +  (2/  +  X,-^jt)'  +  ^l/' 
wird.     Da  aber  z  eine  Particularlösung  ist,   so   fallt   das   erste  Glied 
rechts   fort.     In    den  neuen  Veränderlichen   lautet   die  DiflFereutialglei- 
chung  daher: 

Der  in  Klammer   stehende  Ausdruck   enthält   nur  j.     Daher  giebt  die 
Integration: 

wo    c    und    y    die    Integrationsconstanten    bedeuten.      Mithin    kommt 
schliesslich,  da  j  e^  a;  und  t)  ^  —  ist: 

y  =  z{x)    i  ce   '^  ^  ■         '      dx  -\-  yz{x). 

Eine  Difi'ereutialgleichung  zweiter  Ordnuncj,  welche  Rednction 

dy'     -^  cy 

gestattet,  besitzt,  wenn  y  =  f(x)  irgend  eine  Particularlösung  ist,   die 
allgemeine  Integralgleichung: 

y  =  f{x)  +  «y  +  ?>. 
Setzt  man  y  —  f{x)  =  \),  y  =  J,  so  kommt  die  Integralgleichung 

deren  zugehörige  Differentialgleichung  lautet 

t)"  =  0. 
Mithin  folgt  wie  in  §  2:  Jede  Differentialgleiclnmg  zweiter  Ordnung  in 
zwei  Veränderlichen,  welche  eine  ztveigliedrige  Gruppe  von  nicht  ver- 
tanschharen  infinitesimalen  Transformationen  mit  doiselhen  Bahncurven 
gestattet,  lässt  sich  durch  Einführung  passender  neuer  Variahcln  auf  die 
Form  y"  =  0  bringen. 

Auch  hier  können  wir  weiter  schliessen:  Eine  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung,  welche  zwei  nicht  vertauschbare  infinitesimale  Trans- 
formationen zulässt,  gestattet  ausserdem  noch  sechs  unabhängige  in- 
finitesimale Transformationen. 


Tjio,  DitTorontinlgloicbunRon.  S8 
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Kapitel  20. 

Integration    einer    linearen    partiellen   Differentialgleiclinng    in  drei 
Veränderlichen,  welche  hekannte  infinitesimale  Transformationen 

gestattet. 

Wir  haben  im  vorhergeheaden  Kapitel  des  öfteren  auf  eine  später 
zu  entwickelnde  bessere  Integrationsmethode  der  Differentialgleichungen 
Sl{x,  y,  y,  y")  ==  0  hingewiesen,  welche  zwei  bekannte  Transformationen 
zulassen.  Diese  Methode  stützt  sich  darauf,  dass  wir  au  Stelle  der 
Gleichung  ß  =  0  die  äquivalente  lineare  partielle  Differentialgleichung 
in  den  drei  Veränderlichen  x,  y,  y  betrachten,  die  wir  schon  in  Satz  7, 
§  3  des  16.  Kapitels,  benutzt  haben. 

Aus  diesem  Grunde  wird  es  dem  Leser  verständlich  sein,  weshalb 
wir  hier  eingehend  ein  Problem  behandeln,  mit  dem  wir  uns  schon 
früher,  allerdings  in  allgemeinerer  Fassung,  beschäftigt  haben,  nämlich 
mit  der  Integration  einer  beliebigen  linearen  partiellen  Differential- 
gleichung in  drei  Veränderlichen,  welche  bekannte  infinitesimale  Trans- 
formationen gestattet. 

§  1.  Integration  einer  partiellen  DifiFerentialgleichung  Af  =  0  in 
X,  y,  £!,  welche  eine  bekannte  infinitesimale  Transformation  gestattet. 

Es  sei  vorgelegt  die  lineare  partielle  Differentialgleichung 

in  X,  y,  z.    Wie  wir  wissen,  lässt  sie  jede  infinitesimale  Transformation 
von    der  Form   qAf  zu    (nach    Theorem   29,    §  2    des    15.  Kapitels). 
Eine  solche  infinitesimale  Transformation,  die  ja  nichts  neues  aussagt, 
nennen  wir  trivial. 
Es  möge  nun 

eine  bekaunte  nicht  triviale  infinitesimale  Transformation  der  Gleichung 
Äf  =  0  sein.  Wir  fragen  uns,  wie  wir  sie  zur  Integration  von  Af=^0 
verwerten  können. 

Nach  Theorem  29  (§  2  des  15.  Kapitels)  hat  (UA)  die  Form 
U{Af)-AiUf)^XAf, 

wo  A  oine  Function  von  x,  y,  z  ist.  Betrachten  wir  nun  die  beiden 
linoaren  partiellen   Differentialgleichungen 


lütegr.  einer  part.  Diffgl.  Af  =  0  in  x,  i/,  z,  welche  e.  inf.  Trf.  gestattet.  435 

SO  lehrt  vorstehende  Beziehung  nach  Theorem  12  (§  3  des  10.  Ka- 
pitels), dass  sie  eine  gemeitisame  Lösung  /'=  q)(x,y,z)  besitzen  oder  also 
ein  sogenanntes  vollständiges  System  bilden. 

Diese  gemeinsame  Lösunp;  w  lässt  sich  nach  einem  von  Dubois-  t-""-' ^■• 

O  O      r  HUU(;   von 

Reymond   angegebenen  Principe   durch  Integration  einer  gewöhnlichen ^^^^J^=^^ 
Differentialgleichung   erster    Ordnung   ziviscJien   zwei    Veränderlichen    ^^' ll^^l'\^l'"^y 
stimmen.     Denn  interpretieren  wir,  um  diese  Integrationsmethode  an-   ^'  '.  :'■ 
schaulich   zu   machen,  x,  y,  z   als   Punktcoordinaten   des   Raumes,    so 
definiert  das   vollständige   System   Af=0,   Uf  =  0  oo^  Flächen: 

q)  (x,  y,  z)  =  Const. 
des  Raumes.    Wie  wir  schon  in  Satz  4,  §  3  des  10.  Kapitels,  bemerkt 
haben,   lassen    sich   diese   oo^   Flächen   auch   dadurch    definieren,    dass 
auf  einer  beliebigen    derselben  x,  y,  z  solche  Incremente  dx,   dy,  dz 
haben,  welche  der  totalen  Difi'erentialgleichuug 

(1)  ( re  -  Zri)dx  +  (Z|  -  Xt)dy  +  {Xi]  -  Yl)dz  =  0 
genügen.      Schneiden    wir    nun    diese   cx)^  Flächen    (p  =^  Const.    durch 
die  Ebene 

(2)  z  =  x-\-  ay, 

wo  a  irgend  eine  Constante  sei,  so  erhalten  wir  oc^  Curveu,  und  diese 
werden  eine  gewisse  Difi'erentialgleichuug  zwischen  x,  y  erfüllen.  Um 
diese  Differentialgleichung  zu  finden,  eliminieren  wir  vermöge  (2)  und 

dz  =  dx  -{-  ady 
z  und  dz  aus  (1)  und  erhalten  sie  dadurch  in  der  Form 

(3)  u{x,  y,  a)dx  -\-  v(x,  y,  a)dy  =  0. 

Hat  man  diese  Difierentialgleichung  bei  beliebigem  Werte  der  Con- 
stanten a  integriert,  so  findet  man  auch  leicht  alle  jene  oo^  Flächen, 
da  man  dann  ihre  cxj-  Schnittlinien  mit  allen  Ebenen  z  =  x  -\-  ay 
kennt.  Fasst  man  nämlich  unter  den  oo-  Curven  alle  zusammen,  welche 
durch  einen  Punkt  der  Axe  des  Ebenenbüschels  z  =  x  -{-  ay  hindurch- 
gehen, so  bilden  dieselben  im  allgemeinen  eine  der  gesuchten  Inte- 
gralflächen. 

Ist  also  etwa 

ip  {x,  y,  a)  =  Const. 

das  Integral   von  (3),  so  ist,  wenn  a  durch  (2)  eliminiert  wird: 

(jp  =  i/j  (a:,  y,  "  ~-  ^)  =  Const. 

die  Gleichung  der  oo^  Flächen,  und  somit  i.st  die  gemeiusauK'  Lösung 
fp(x,y,z)  von  Af=0  und  Uf==0  durch  Integration  der  gewöhn- 
lichen Differentialgleichung  (3)  von  erster  Ordnung  in  x ,  y  gefunden. 

28  • 
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Der  Leser  bemerke,  dass  das  in  §  4  des  18.  Kap.  benutzte  Inte- 
gratiousverfahren  auf  einem  ähnlichen  geometrischen  Gedankengange 
beruht. 

Wir  können  also  nunmehr  die  gemeinsame  Lösung  (p{x,y,z)  von 
Af  =  0  und  Uf  =  0  als  gefunden  betrachten.  Es  handelt  sich  zur 
vollständigen  Integration  von  Af  =  0  nun  noch  um  die  Bestimmung 
einer  zweiten  Lösung  der  Gleichung  Af  ==  0.  Dies  verlangt,  wie  wir 
sehen  werden,  nur  eine  Quadratur. 
Zweite  Lü-  j^^  diesem  Zwecke  sei  vorausgesetzt,  op  enthalte  etwa  z  wirklich. 

suDg  von  '-'  '     ' 

,^'/  =  ?    Alsdann  können  x,  y,  w   an  Stelle  von  x,  y,  z  als  Veränderliche  be- 

ilurch  eine  i  _  o  i    ~r  7    x/  j 

(Quadratur.  mj^2t  wcrdcu.     lu  dicscn  neuen  Veränderlichen  wird  Af  zu. 

Äf=Ax^-\-Ayl^  +  A(p^ 
'  ex    '        -^  oy    '        ^  d(p 

oder,  da  A(p  =  0  ist  und  aus  Ax,  Ay  die  Veränderliche  z  zu   elimi-  ■ 
nieren  ist,  etwa: 

Äf=  a{x,  y,  <p)  J^  +  ^{x,  y,  <p)  |-^  =  0 

und  analog  nimmt  üf  etwa  diese  Form  an: 

Uf=y{x,y,(p)^^-\-ö{x,y,<p)^^^  | 

In  der  Gleichung  Af  =  0  kommt  kein  Differentialquotient  nach  (p  vor. 
Auch  transformiert  Uf  diese  Variabele  nicht.  Mithin  spielt  sie  nur 
noch  die  Rolle  einer  arbiträren  Constanten,  und  x,  y  allein  treten  als 
wirkliche  Veränderliche  auf. 

Jetzt  liegt  folglich  das  Problem  vor,  die  Gleichung  Af  =  0  in 
X,  y,  die  noch  <p  enthält,  zu  integrieren,  welche  die  bekannte  infini- 
tesimale Transformation  Uf  in  x,  y,  die  auch  cp  enthält,  gestattet. 
Dies  verlangt  nach  Theorem  8  (§  1  des  6.  Kapitels)  nur  eine  Qua- 
dratur ^  indem  die  zu  Af=0  äquivalente  gewöhnliche  Differential- 
gleichung 

ady  —  ßdx  =  0 

den  Integrabilitätsfactor 


ad  —  ßy 

besitzt,  indem  aö  —  ßy=\EO  ist,  sodass 

__    / '  otjx,  y,  (p)dy  -^ß{x,y,  cp)dx 

^        J  '^{x,y,  qp)  8ix,  y,  cp)  —  ß{x,  y,  cp)  y(x,  y,  qp) 

die  gesuchte  zweite  Lösung  ist.  Hierin  ist  die  Integration  so  aus- 
zuführen, als  ob  cp  eine  Constante  wäre,  und  erst  nachher  ist  unter 
^  die  früher  gefundene  Function  cp(x,  y,  z)  zu  verstehen. 
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Also  hat  sich  ergeben: 

Theorem  42:     Gestattet   eine  lineare  'partielle  Differential- 
gleichung 

Af=  xt^-  -\-  yU-  -\-  Z  -^  =  0 

ex     '  cv     '  cz 

in  drei  Veränderlichen  x,  y,  z  eine  heliannte  nicht  triviale  in- 
finitesimale Transformation,  so  verlangt  ihre  Integration  mir 
die  Integration  einer  geivissen  gewöhnlichen  Differentialglei- 
chung erster  Ordnung  in  x,  y  und  eine  Quadratur. 


Af=  {x'-\-f  +  yz)  g^i^  +  f-  xz)  f-\-{xzi-  yz)  ^{  =  0 


1.  Beispiel:    Die  lineare  partielle  Differentialgleichung  Beispiele 

V 
gestattet  die  infinitesimale  Transformation 

'  cx    ^    '^  cy     ^        C3  ' 

denn  es  ist 

{UA)  =  Äf 

Äf=0  und   Uf  =  0  bilden   also   ein    vollständiges   System,    das   der 
totalen  Differentialgleichung 

dx  dy  dz 

x^  +  r  +  y^   ^'  +  w'  —  xs   ^~"  -\-  v^  =0 

X  y  z 

äquivalent  ist,  das  ausgeschrieben  so  lautet: 

xzdx  -\-  yzdy  —  (x^  -\-  y')dz  =  0. 

Um  diese  zu  integrieren,  setzen  wir 

z  =  X  -{-  ay 
und  erhalten 

x{x  -\-  ny)dx  -\-  yix  -\-  ay)dy  —  (./-'  +  y^)  (dx  -\-  ady)  =  0 

oder 

ydx  —  xdy  =  U. 

Diese  Gleichung  ist  frei  von  a  uud  nützt  deshalb  zur  Integration  nichts, 
denn  sie  sagt  nur  aus,  dass  die  Integralflächen  die  Ebenen  z  =  x  -\-  ay 

in   den  Geraden   —  =  Const.  schneiden,   welche  sämtlich    die  Axe  des 

Kbenenbüschels  in  demselben  Punkt  trefieu. 

Wir  werden  also  andere  Schnittebenen  benutzen,  etwa  diese: 

y  =  x-\-  a. 
Wenn    wir    diesen   Wert    und    dy  =  dx    in   die   totale   Gleichung  eiu- 
tühren,  so  kommt: 
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z{2x  -f-  a)dx  —  (2x^  +  2ax  -f-  a^)(h  =  0 


oder 


2^-  +  «         ^^  _  1^  _  0 


2x'^  4-  2aa;  -f-  «*  'S 

d.  h.  integriert: 

^  lg  {2x^  +  2rta;  +  «^^  _  jg  ^  _  Qonst. 

oder : 

V2a;*  +  2aa;  +02         ^        , 
;/;  ^  ^^ ■ =  Const. 

Um  hieraus   das  Integral   der   totalen  Gleichung  zu  finden,  haben  wir 
wieder  a  =  y  —  x  zu  eliminieren  und  erhalten : 

^  = T-  • 

In  der  That  ist  Ä(p  =  0,   U(p  =  0. 

Nunmehr  benutzen  wir  x,  y  und  (p  als  Veränderliche,  indem  wir 


Z  ^ !— ^ 

qp 

eliminieren.     Dadurch  kommt: 

Äf^  {x-  +  ,f  +  l  >^x^-+?)  |{.  +  {^'  +  f-^  V^r+f)  % = 0 

und 

sodass  die  zweite  Lösung  %  von  Äf=0  lautet: 

\^'  +  2/'  +  ^  V^'  +  2/*)  ^2/  -  (^'  +  y'  -  f-  v^^M^*)  rf^ 


/ 


(a;2  +  y-^  +  ^  )/^^*>  V')  V  -  {^'  +  v' -  ^  Vx' +  y')  x 

=  lg  (l/a;2  +  ^'  —  ^(^  —  !/))• 
Setzt  man  nun  für  tp  seinen  Wert  ein,  so  kommt: 

;K  =  lg  yx^  +  f  —  lg  ^  4-  lg  (^  —  ic  +  2/). 

2.  Beispiel:  Die  geometrische  Bedeutung  unserer  Theorie  tritt 
an  folgendem  Beispiel  deutlich  hervor.  Angenommen,  es  sei  uns  be- 
kannt, dass  die  lineare  partielle  Dififerentialgleichuug : 

die  infinitesimale  Verschraubung  längs  der  ^-Axe: 

Uf=-vl^-^xl^  +  ml^ 

^'  dx    '       dy    '        dz 

gestatte.      Jede    Charakteristik    von    Af  =  0  wird    bei    fortwährender! 
Ausübung  von   Uf  in  Schraubenbewegung  längs  der  ^!-Axe  hingeführt,^ 
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indem  sie  immer  wieder  in  eine  Charakteristik  übergeht,  Sie  beschreibt 
dadurch  eine  Fläche,  welche  oo^  Charakteristiken  von  Af=0  und 
oo^  Bahncurven  von  Uf,  nämlich  Schraubenlinien  oder  Charakteri- 
stiken von  Uf=0,  enthält.  Jede  solche  Fläche,  deren  es  cc'  giebt. 
ist  demnach  gemeinsame  Integralfläche  von  Äf=()  und  f//' =  0. 
Ist  GJ  die  Lösung  des  vollständigen  Systems  Af  =  0,  Uf=  0,  so  stellt 
03  =  Const.  jene  cx)^  Flächen,  die  wir  Schraubentlächen  nennen,  dar. 
Nach  unserer  Theorie  lässt  sich  a  durch  Integration  einer  gewöhn- 
lichen Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  zwei  Veränder- 
lichen auffinden.  Wir  schneiden  nämlich  die  oc^  Flächen  co  =  Const. 
durch  oo^  Ebenen  und  stellen  die  Differentialgleichung  für  die  <x>^ 
Schnittcurven  mit  einer  beliebigen  dieser  Ebenen  auf.  Oben  wählten 
wir  als  schneidende  Ebenen  die  Schar  s  =  x  -\-  ay.  Wir  könnten 
auch  die  Ebenen  y  =  ax  benutzen,  die  durch  die  ^;-Axe  gehen.  Als- 
dann würde  sich  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
zwischen  x  und  z  ergeben. 

Betrachten  wir  nun  diese  oo^  Schraubenflächen  als  gefunden,  so 
ist  es  auch  geometrisch,  klar,  dass  wir  dann  die  Charakteristiken  von 
Af  =  0,  also  auch  die  allgemeinste  Lösung  von  Af=0,  durch  eine 
Quadratur  bestimmen  können,  denn  die  oo^  auf  einer  dieser  Schrau- 
beuflächen  gelegenen  Charakteristiken  gestatten  die  infinitesimale  Ver- 
schraubung  Uf  längs  der  0-Axe.  Ihre  Projectionen  auf  die  (a;i/)-Ebene, 
die  durch  eine  gewöhnliche  Diflereutialgleichung  erster  Ordnung  zwi- 
schen X  und  y  gegeben  werden,  gestatten  demnach  die  infinitesimale 
Rotation  um  den  Anfangspunkt: 

Jjf.^  _  y  ^f  4-x^- 
'  "^  ex    '^      dy 

Nach  Theorem  8  (§  1  des  6.  Kapitels)  ist  also  ihre  Differentialgleichung 
durch  Quadratur  integrierbar. 

§  2.  Integration  einer  partiellen  Differentialgleichiuag  .1  /=  '  >  in 
X,  7/,  z,  welche  zwei  bekannte  infinitesimale  Transformationen  gestattet. 

Noch  mehr  wird  sich  natürlich  die  Integration  einer  liuearon 
partiellen  Differentialgleichung  in  x,  y,  z: 

'  ox    '  cy    '         c: 

vereinfachen  lassen,    wenn  sie  Zivei  tvesoitlich  verscliicdcnc  bekannte  in- 
finitesimale  Transformationen    U^f  und    U^f  gestattet.     Dabei  nennen 
wir,    wie  in  §  3  des  15.  Kapitels,   Uj'  und   UJ'  ivcscniUch   vcrschicdcn^^^^'J'^^^^^^^ 
wenn  keine  Relation  zwischen  U^f,  U-if  und  ^/"bestellt  von  der  l''oiiii:^|j^U<''^"^^J'^^' 
Const.  UJ'  +  Const.  U.,f  +  q{x,  y, .:)  Af  i^  0; 
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denn  mit  U^f  gestattet  Af  =  0  auch  jede  infinitesimale  Transformation 
von  der  Form  Const.    TJJ  -\-  QÄf. 

AVohl  aber  kann  zwischen  Uif]  ü^f  und  Af  eine  Relation  mit  va- 
riabeln  Coefficienten  bestehen: 

ß,TJJ+ß,U,f-^aAf^.O, 
in  der  also  ß^,  ß.^r  ^  Functionen  von  x,  y,  z  sind  und  ^  keine  blosse 

Constante  ist.  Demnach  unterscheiden  wir  zwei  Fälle,  die  wir  nach 
einander  betrachten. 

n.uptflii:  Erstens:     lEs  hestelie  heine  lineare  Belation  zivischcn  U-^f,  U^^f  und  Af. 

^uöazw"'  Nach  Theorem  30  (§  3  des  15.  Kap.)  gestattet  Af  =  0  auch   die 

uj,  ^»/'^'/infinitesimale  Transformation  {UiU^)-    Da  sich  jede  infinitesimale  Trans- 
formation in  X,  ?/,  z  in  ganz  bestimmter  Weise  linear  durch   U^f,   U^f 
und   Af  ausdrückt,   weil   zwischen   diesen   dreien   selbst   keine    lineare 
Relation  besteht,  so  ist  auch  etwa: 
(4)  ( U, U,)  =  (i,UJ -i- ii,U,f  +  vAf 

Hier  sind  also  /u-j,  JII2,  v  bekannte  Functionen  von  x,y,0.  Nach  Theorem  31 
(§  3  des  15.  Kap.)  sind  nun  fi^  und  ftg  Lösungen  von  Af=  0  oder 
Coustanten.  Auch  sind  dann,  weil  Af  =  0  die  infinitesimalen  Trans- 
formationen Ulf  und  t/g/"  gestattet,  Uiiii,  C^ii^^,  U.2^1,  C/21'^2  Lösungen 
oder  Constanten.  Auch  wenn  wir  (C/^C^)  auf  jw.^  oder  jic^  ausführen, 
müssen  sich  solche  ergeben.  Aber  wegen  (4)  ergiebt  sich  dadurch 
keine  von  der  vorher  angegebenen  unabhängige  Lösung.  Ferner  ge- 
stattet Af=0  nun  auch  {Ui{üiU^))  und  {Ü^{U^U^)).     Nach  (4)  ist: 

{U,{U,U,))  =  TJ.iL, .  ÜJ+  ü,ii,  ■  U,f+  fi,iU,U,)  -f  QAf, 
wo   Q   eine  gewisse   für   uns   gleichgültige    Function    bedeutet.     Dieser 
Ausdruck,  aus  dem  sich  noch  nach  (4)  (f/iC/g)  eliminieren  lässt,  giebt: 
(UiiU,U,))  =  (U,^,  -{-^i^,)UJ-{-  iU.ti,  -f  ^i^)  UJ+  öAf 

Nach  dem  Theorem  31  sind  also  U^fii  -j-  jUiftg  ^^^  ^if*2  "h  l'*2^  Lö- 
sungen von  Af  =  0  oder  Constanten.  Offenbar  sind  sie  von  den  oben 
angegebenen  Lösungen  abhängig,  sagen  also  nichts  neues  aus.  Dasselbe 
ergiebt  sich,  wenn  wir  (U^iU^TJ^))  bilden.  Somit  folgt,  dass  in  dem 
vorliegenden  Falle  nur  die  sechs  Grössen 

als  eventuelle  Lösungen  von  Af=  0  berücksichtigt  zu  werden  brauchen, 
indem  die  in  §§  3,  4  des  15.  Kapitels  entwickelten  Hülfsmittel  zur  Auf- 
stellung neuer  Lösungen  nichts  weiter  ergeben. 
KrRtcr  Da  Af  =  0  nur  zwei  von  einander  unabhängige  Lösungen  besitzt, 

so  folgt,  dass   sich  jene   sechs  Grössen   notwendig  auf  höchstens  zwei 


i 
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von    einander    unabhängige    reducieren.     Sind    es    gerade   zuei,    so   ist 
das  Integrationsgeschäft  beendet. 

Es   kann   aber   auch   eintreten,   dass   sich   so   nur  eine  Lösung  er- 
giebt,  oder  aber,  dass  alle  jene  sechs  Grössen  nur  Constanten  sind. 

Ergiebt  sich  eine  Lösung  w,  so  verfahren  wir  am  einfachsten  so:    zwei.or 
i.s  Sind  in  diesem  balle   U^(p  und   L\(p  Functionen  von  cp  allein: 

l\tp  =  9.,{cp\     U,g>  =  Sl,((p). 
Wir  bilden  die  infinitesimale  Transformation 

rf=si,(<p).uj-p.,(<p).u,f] 

welche  Af=0  gestattet.     In  der  That  ist  wegen  Ä(p^O: 
(VA)  =  Sl,iU,Ä)  —  il,(U,Ä), 

d.  h.  da  nach  Theorem  29  (§  2  des  15.  Kap.)  {U,A)  und  (U^Ä)  die 
Form  A. 4/'  haben,  so  hat  auch  (VA)  diese  Form.  Dass  Af  =  i) 
die  infinitesimale  Transformation  Vf  gestattet,  folgt  auch  aus  den  in 
§  4  des  15.  Kap.  gemachten  Bemerkungen  ohne  weiteres.    Auch  ist  jetzt: 

V(p  =  Sl.^  ■  l\(p  —  .Qi     TJ.2(p  =  P.M,  —  P^P.,  =  0. 
Die  beiden  Gleichungen: 

Af=0,     Vf=0 
bilden   demnach   ein  vollständiges  System  mit  der  Lösung  (p,   die  uns 
schon   bekannt  ist.     Indem   man   etwa  x,  y,   tp   als   Veränderliche   an 
Stelle  von  x,  y,  z  einführt,   findet  man  wie  in  §  1  eine  zweite  Lösung 
von  Af  =^  durch  eine  Quadratur. 

Dass   sich   eine   zweite  Lösung  durch  Quadratur  ergiebt,    folgt  kürzer, 
aber  weniger  elementar,  auch  so:     Ist 

80  besitzt  .1/'=  0  nach  Theorem  32  (§  5  des  15.  Kap.)   den  Multiplicator 

X     Y    Z 

1  '-     k     Vi     ti     , 

k        '/2        t, 

d.  h.  nach  Jacobi's  Theorie  lässt  sich  zur  bekannten  Lösung  (p  eiue  zweite 
durch  Quadratur  angeben. 


Interfull 


Nun    bleibt    noch    die   Annahme    übrig,    dass   alle   sechs   Grössen     i.rh.or 
u.,   Ufi  bloss  Constanten  sind,  also  insbesondere 

{U,U,)  lE^.  c,l\f  +  c,rj  -{-  vAf 

jWird   (ci,  Cg  =  Const).      Bei    dieser   Annahme    sind    wieder   zwei   Mög- 
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lichkeiteii  zu  unterscheiden:  Entweder  sind  c^  und  Cg  beide  Null  oder 
nicht.  Im  letzteren  Falle  können  wir  (wie  in  §  1  des  18.  Kapitels 
bei  den  zweigliedrigen  Gruppen)  leicht  erreichen,  dass  c^  =  1,  c^  =  (» 

wird,   indem   wir  nämlich,   wenn   etwa  q  4=  ^   ist,    l\f -\- f  UJ'  und 

—  U./  an  Stelle  von  U^f  und  ü^f  als  die  beiden  infinitesimalen  Trans- 

t'ormationen  benutzen.    Demnach  liegen  die  beiden  Möglichkeiten  vor: 

(UM  =  vAf    und     {U,U,)  =  UJ+  vAf. 

Krsto  M..g-  gei  also  zunächst: 

diesem  {U1U2)  =  vAf. 

uutorfaiio.  Sicherlich  bilden 

Af=0     und     UJ=0  M 

wegen  {UiA)  ^^  X^^Af  (nach  Theorem  20,  §  2  des  15.  Kap.)  ein  voll-  ' 
ständiges  System.     (Vgl.  §  3  des   10.  Kap.)    Es   sei   9  die  unbekannte 
Lösung  desselben.     Es  ist  etwa: 

(U,A)  =  X,Af 
und  wir  haben  also: 

uMf)-Mu,n  =  h^f, 

U,{U,f)-U,{UJ)~vAf. 

Setzen  wir  hierin  f^(p,  so  ergiebt  sich,  da  Aq)  ^  UiCp^O  ist: 
A{U,<p)  =  0,     U,{U,<p)  =  0, 

d.  h.   U^g)  ist  Lösung  des  vollständigen  Systems,  mithin  eine  Function' 

von  (p  allein: 

Ü2(p  =  Sl{(p), 

denn  es  ist  die  allgemeinste  Lösung  des  vollständigen  Systems  eine 
arbiträre  Function  von  gp.  Wir  können  uns  unter  cp  immer  die  Lö- 
sung des  Systems  vorstellen,  für  die  U.^q)  ^  l  ist.  Denn  ist  dies 
nicht  der  Fall,  so  ist: 

Ü2{co((p))  =  co'{(p)Sl((p), 

und  dies  lässt  sich  durch  passende  Wahl  von  (o((p)  immer  gleich  Eins 
machen,  da  Sl((p)  ^  0  ist.  Wäre  nämlich  P.((p)^0,  so  hätten  wir 
Ui(p  =  0,  U.i<p~^0,  A(p  =  0,  d.h.  zwischen  Af,  UJ,  L^/ bestände 
gegen  die  Voraussetzung  eine  lineare  Relation,  indem  die  Determinante 

X     Y    Z 

li    n.    k  =0 

l,        V,        t2 

sein  würde.  Es  hat  sich  also  ergeben,  dass  eine  Function  (p  existiert, 
für  welche: 


I 
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^  ex    ^         cy    '         cz  ' 

TT  ^  fc^'Pl  Crp      .      f,     CCD  f. 


52  ;)^  +  '?2  p,.  +  ^2  ^ 


dx 


cy 


1 


ist.     Hieraus  lassen   sieh  ^;  |^,  07   bestimmen,  und  es  ergiebt  pich 
mithin  (p  selbst  durch  eine  Quadratur  in  der  Form: 


<p  = 


dx 

dy 

dz 

X 

Y 

z 

il 

Vi 

tl 

X 

T 

z   1 

ll 

'?! 

^.  1 

^, 

n^ 

t. 

Ganz  analog  hätten  wir  zeigen  können,  dass  es  eine  Function  i/» 
geben  muss,  für  die  ^^  =  0,  Uit  =  —  1,  U^f  =  0  ist,  sodass  die- 
selbe sicher  von  go  unabhängig  ist,  da  sonst  Uit^O  wäre,  und  sich 
durch  eine  Quadratur  ergiebt  in  der  Form: 


tp  = 


Bemerkenswert  ist,  dass  die  beiden  Quadrahiren,  welche  die  Lösungen 
(f  und  1/^  von  Af  =  0  ergeben,  von  einander  unabhängig  sind. 


dx 

dy 

dz 

X 

Y 

z 

I2 

V2 

?2 

X 

Y 

z 

ll 

ni 

t. 

1  U 

ii 

u 

Nun  kommen  wir  zu  dem  Fall,  dass 

{JJJJ,)=V,f^vAf 
ist.     Alsdann  bilden 

Af=0,     l\f=0 

ein  vollständiges  System,  dessen  unbeknnnte  Lösung  tp  heissen  möge. 
Es  ist  etwa  {U^A)=?  X^Af,  und  aus  den  Gleichungen: 

UMf)-A{U,f)  =  lUf, 
l\{U,f)  -  ü,{UJ)=l\f-\-  vAf 

folgt,  wenn  wir  darin  /"^  qp  setzen,  wegen  Atp  ^  U^^tp  =  0,  dass  (wie 
im  vorigen  Falle)  lK_tp  eine  Function  von  qp  allein  ist,  und  demnach 
ergiebt  sich  (wie  im  vorigen  Falle)  tp  selbst  durch  eine  Quadratur  in 
der  Form: 


Zweite 

Möglichkeit 

im  dritten 

riiti-rfallo. 
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dx 

ily 

dz  1 

X 

Y 

z  1 

^1 

li 

s.  1 

X 

Y 

z 

1. 

Vi 

?. 

^, 

Vi 

ts 

<p  = 


Somit  ist  eine  Lösung  von  Äf  =  0  gefunden.  Diese  führen  wir, 
wenn  sie  etwa  von  z  nicht  unabhängig  ist,  neben  x  und  y  als  Ver- 
änderliche ein.     Dadurch  geht  Af=0  über  in: 

_     If^A^I^  +  Ä,j%  =  0, 


weil  A(p  ^0  ist,  und   Uif  in : 


weil  auch  f/^gj^O  ist.  Hierin  sind  die  Coefficienten  Functionen 
von  X,  y,  %  und  (p  spielt  die  Rolle  eines  Parameters,  da  <p  von  UJ 
nicht  transformiert  wird.  Äf  =  0  ist  einer  gewöhnlichen  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  zwischen  x,  y  äquivalent,  die  auch  cp  ent- 
hält, und  diese  gestattet  Uf,  sodass  sich  das  Integral  (wie  in  §  1) 
durch  eine  Quadratur  nach  Theorem  8  (§  1  des  6.  Kap.)  ergiebt. 
Man  bemerke,  dass  in  diesem  Falle  die  beiden  Quadraturen  nicht  von 
einander  unabhänfjig  sind,  wie  im  vorigen. 

Fassen  wir  alles  zusammen,  so  hat  sich  also  ergeben: 
Theorem  43:     Gestattet   die   lineare  partielle   Differcntial- 
(jlcichnng 

Af 


^  dx^       dy  ~      cz 


KogrilTliche 
Duiitiini^  des 

(Iriitfn 
UutcrfulloB. 


zivei  bekannte  infinitesimale  Transformationen  UJ  und  UJ] 
ivclche  Iceine  lineare  Relation 

ßxi^,  y,  ^)  UJ-{-  ß^ix,  y,  z)  U,f+  a{x,  y,  z)Af=  0 
erfüllen,    so    verlangt    die    Integration    von   Af^O    höchstens 
ztvei  Quadraturen. 

In  betreff  der  beiden  zuletzt  betrachteten  Fälle,  in  denen 
(U,ü^)  =  c,U,f  -}-  c,U,f-\-  vAf 

ist,  bemerken  wir  noch  Folgendes:  Sind  cp  und  tp  zwei  von  einander  uu- 
abhilngige  Lösungen  von  yl/'=  0,  und  ist  x  eine  Function,  für  die  Ax^'i- 
ist  (imd  die  es  immer  giebt),  so  sind  qo,  ip,  x  ^^n  einander  unabhängig, 
und  man  kann  sie  als  neue  Veränderliche  an  Stelle  von  x,  y,  z  einführen. 
Alsdann  wird 
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Auch   sind    U,cp,   U^^,   l\^cp,   V,^   als  Lösungen  von  Af=()  Functionen 
von  (p  und  1/;  allein;  also  ist  etwa: 

U^cp  =  Sl,,  ((p,  1^),      U^tj,  =  ßj2  (9,,  ^), 
sodass: 

wird.  Lassen  wir  hierin  die  letzten  Glieder  fort,  so  sind  die  vcrMrztm 
infinitesimalen  Transformationen: 

immer  noch  solche,  welche  Af=0  gestattet,  denn  sie  vertauschen  die 
Charakteristiken  9  =  Const.,  ^  =  Const.  von  Af  =  0  unter  einander,  da 
die  i^  Functionen  von  (p  und  ip  allein  sind.     Es  war  nun 

{U^U^)  =  c^Uj-i-  c^U.,f-\-  vAf. 

Die  neuen  Formen  von  UJ,  ü,f,  Af,  geschrieben  in  9,,  ^,  ^^  zeigen,  dass 
alsdann  auch 

ist,  d.  h.  die  verkürzten  infiuitesünalen  Tränsformationen  Ü,f,  ILf  bilden 
eme  zweigliedrige  Gruppe.  Dies  ist  die  begriffliche  Deutung  der  beiden 
zuletzt  betrachteten  Fälle. 

Nachdem   nunmehr  der  erste  Hauptfall  erledigt  ist,   kommen  wir 
zum  zweiten.     Also: 

Zweitens:  Es  bestehe  eine  lineare  liehtion  zwischen  Af,  l\f  und  UJ:    zwei.or 
ßiUJ-\-ß,UJ-{-aAf=0,  '     kÄÜ: 

tco  also   ß^=(p  fceme  blosse  Consfante  sein  soll,  da  sonst  eine  der  inHni-'''-^'^'^'^^ 
tesimalen  Transformationen  trivial  wäre. 

In  diesem  Falle  ist,  indem  wir  ß,^=0  voraussetzen  dürfen: 

UJ=  —  g>UJ -  ~  Af=  —  <püj+  QÄf 

und    also    nücl,   Theorem  31   (§  3   des   15.  Kap.)   9,   eine   Lösung   von 

Af=  0.     Sicher  ist,  da  Af  =  0  die  infinitesimale  Transformation  UJ 
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gestattet,    U^g)  eine  Lösung  von  Äf  =  0  oder  eine  Coustante.     (Das- 
selbe  gilt   von    U2(p,   aber  es    ist    offenbar    U^tp^  —  (pU^fp,   d.  h.  es 
^"'"    ist  abhänj^ig  von  qp  und  U.w,  giebt  also  nichts  neues.)     Ist  U.cp  eine 

l  iiteriall.  od  t  s.  i  i    <^  ^  ^  ^  / 

von  ff  unabhängige  Function,  so  ist  sie  eine  zweite  Lösung  von 
Af  =  0,  und  das  Integrationsgeschäft  ist  zu  Ende. 

Zweiter  Wenn   aber   V,  w   nur   eine   Function   von  w   oder  eine  Constante 

Untorfall.  .  -^  '  ' 

ist,  SO  liefern  die  in  §  4  des  15.  Kap.  gegebenen  Mittel  keine  neue 
Lösung,  denn  es  ist  dann  U2<p  eine  Function  von  g?  allein  und  ferner 
ist  (JJ-ylJ^  von  der  Form  X{q))  U^f  -\-  ßAf.  Um  eine  zweite  Lösung 
zu  finden,  verfahren  wir  vielmehr  so:  Wenn  (p  etwa  s  wirklich  ent- 
hält, so  können  wir  x,  y  und  (p  als  neue  Veränderliche  einführen. 
Dadurch  geht  Äf  über  in: 

weil  A(p  -.1-^  0  ist,  und   VJ  geht  über  in: 

CTg/"  hat  keinen  Nutzen  weiter,  da  wegen  der  Kenntnis  von  JJ-J  und  tp 
,r. ■^•'''Vl'  ..nunmehr  ÜZ,/"  als  trivial  zu  betrachten  ist.  Ist  nun  i[7, (üeIeO,  so  hat 
{"nterfaue.  Ulf  zur  Integration  der  Gleichung  Aif=0,  welche  U^f  gestattet, 
keinerlei  Wert,  denn  Uif  transformiert  ausser  x,  y  auch  (p,  das  in 
Af  ==  0  nur  die  Rolle  eines  Parameters  spielt.  Es  wird  dies  ein- 
leuchtend sein,  wenn  wir  ein  Beispiel  nehmen:  Z.  B.  gestattet  die 
Differentialgleichung 

X{x,y)^-\-Y{x,y)^  =  0 

die  infinitesimale  Transformation  -J- ,    wenn   wir  sie   als   Differential- 

gleichung  in  a;,  y,  z  auffassen,  aber  ofi'enbar  kann  dies  zur  Integration 
der  Differentialgleichung  nichts  beitragen.  Ähnlich  verhält  es  sich 
überhaupt,  sobald  JJ^f  die  Veränderliche  (p  wirklich  transformiert. 
Wenn  also  f/iqpE|EO  ist,  so  haben  wir  noch  Af=Of  d.  h.  eine  ge- 
wölmliche  Differentialgleichung  erster  Ordnung  in  zwei  Veränderlicheti, 
zu  integrieren. 
M.,KUciikoit  ^^^  dagegen    U(p  ^E  0,   so   transformiert   Uf  die   Veränderliche   cp 

VuVtTmob.S'^^  nicht  und  kann  als  infinitesimale  Transformation  in  x,  y  auf- 
gefasst  werden ,  welche  Af  =  0  invariant  lässt.  Nach  Theorem  8 
(§  1  des  6.  Kap.)  erhalten  wir  dann  eine  Lösung  von  Af=0  durch 
c/iie  Quadratur. 
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Sonach  hat  sich  ergeben: 

Theorem  44:     Gestattet    die    lineare   partielle    Differential- 
gleichung 

Af~rE,xS^-\-YU-+Z^  =  0 
'  ex    '        cy    '        cz 

zioei  bekannte  infinitesimale  Transformationen  Uif,  U^f,  welche 
eine  Relation 

ß,(x,  y,  z)  l\f+  ß,(x,  y,  z)  UJ-\-  a{x,  y,  z)Af=() 

erfüllen,  in  der  sich  ßi  :  ß..  nicht  auf  eine  Constante  reduciert, 
so  verlangt  die  Integration  von  Äf=  0  im  ungünstigsten  Falle 
die  Integration  einer  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
ztcischen  ztvei   Veränderlichen. 

§  3.     Beispiele. 

Wir    wollen    die    Integrationstheorien    des    vorhergehenden    Para- 
graphen durch  eine  Reihe  von  Beispielen  erläutern. 

1.  Beispiel:    Die  lineare  partielle  Differentialgleichung 

Af=ix-y-z-{-2)^^2{y-x-i-z)'^-^{x-y-z)l^  =  0 
gestattet  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen 

wovon  man  sich  überzeugen  möge.  Hier  besteht  zwischen  Uif,  UJ' 
und  Af  keine  lineare  Relation,  während 

KUiU-2)  —  ^\^^-\-  ^  ^y        pj  —  ,,  _j_2r+  1 

2 
ist.     Demnach  ist  — t—^ — r-v »  oder  also 

(p^y-\-2z 
eine  Lösung  von  Af  =  0.     Nun  ist 

Nach  der  allgemeinen  Theorie  des  vorliegenden  Falles  in  i;  2  biUlen 
wir  demnach 

rf  =  o-uj-2.u,f, 

d.  h.  wir  werden  als    Vf  direet   U^f  benutzen. 
Die  beiden  Gleichungen 

Af=0     und      U^f=--0 
bilden   ein    vollständiges    System.      Statt    «ler   zweiten    Oleicliung    thun 
wir  besser  die  einfachere 
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U,f: 


^_i_2-^  —  —  =  0 


dy 


Cz 


zu  benutzen,  die  beim  Wegstreichen  des  Factors  y  -\-  2z  -{-  \  übrig 
bleibt.  Wir  benutzen  als  Veränderliche  x,  y  und  cp  ^:^  y  -\-  2z.  Da- 
durch gehen  Af  und    U.J'  über  in: 

Ij  f=^l  ^  2-^- 
Also  ergiebt  sich  die  gesuchte  zweite  Lösung  in  der  Form 


^  = 


Hierin  ist  nun   der  Wert  (p  "^  y  -\-  2 z  -in  substituieren,  sodass  kommt: 


dx 

dy 

X  — 

2         2  ^ 

y~2x-\-(p 

X  — 

2         2  ^ 

y  —  2x-\-(p 

1 

2 

/2.  Beispiel:    Die  lineare  partielle  Differentialgleichung 

dz 


Af=  {xz  +  e^— )  1^  -  ,(1  +  o;)  Ij  +  Kß^-^^  -  ^)  f-f  =  0 


gestattet  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen 


df  df 


UJ: 


dx 


dz 


UJ= 


dx^^^^^^'hy^'dz 


1  -\-  X       '         -'  —  -s(l  +  a;) 

Man    möge    dies    verificieren.      Zwischen    Uif,    C/g/"  und    Äf  besteht 
keine  lineare  Relation,  und  es  ist 

Nach  unserer  allgemeinen  Theorie  sind 

dx  dy  dz 

—  z(l  +  x)     zev-''-  —  z' 
—  z 


9 


i      xz  -{-  e^- 


und 


1  +  X 


0 


1  +  a; 


t  ^ 
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dz 


^     xz  -\-  e'J-'^'     —  z{l  -\-  X)     ^eJ'-^-  —  z^ 


z{\  -\-  X)  1  -{-  X 

Lösungen  von  Äf  =  0.     Es  bedeutet  hierin  z/  die  Determinante 

I  xz  +  eJ'-^'     —  z{l  +  x)     zey-''  —  z^ 

—  z 


z/  = 

1  1                      0 
14-^ 

1                        1 

0(1  +  X) 

Man  findet: 

^—   i 

\*zdx-\-ey-'''dy-\-  xdz 

\   -\-  X 

1 

\  -\-  X 


^  (1  +  ey-''')z. 


^    (e-dixz)  +  e^dy 


^       J  1  +  ^-^'  J  e"  + 

Es  ist  daher  einfacher  e^^  +  e^  eine  Lösung  von  Af  =^  0.    Weiter  ist 


J 


'—  ^((l  —  z)e''  ±J')dx--zf^y  +  ((1  +  xz)e''  +  e^)««;? 


=  —  a;  —  ?/  +  lg  ^  +  lg  (ey  +  e^^). 

Demnach   werden   wir   als   zweite   Lösung   die  Function  x  -\-  y  —  lg  r 
benutzen  können. 

3.  Beispiel:    Die  lineare  partielle  Differentialgleichung 
Äf=2(y-  z)ey+^  ^^^  +  (1  +  y  _  ,)  1^  +  (1  _  y  +  ,)  1^  =  0 
gestattet  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen 

^'l—cx'     ^2/ ^  cx^  dy^  dz 

Zwischen   U^f,   U^f  und   Af  besteht  keine   lineare   Relation,  während 

{U,U,)  =  2U,f 

ist.     Nach    unserer    allgemeinen    Theorie    für    den    vorliegenden    Fall 
ist  also 


"^  '  2(2/  -  z)ey^'      1  +  y 

1  0 

Ix  1 

eine  Lösung  von  Af  =  0.     Es  kommt: 

liie,  DiffBrontialgleichungon. 


j            dx 

dy 

dz          1 

!  2{y-z)c'J+' 

1  +  2/  -  - 

1  -  2/  +  - 

\               1 

0 

0            1 

\  —y  -{•  z 
0 
1 

2'J 
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/'(l  —  2/  +  z)d{y  -  z)  —  2iy  —  z)dz 


^-J 


z  -  y 

=  20-(\g{y  —  0)-iy-s)) 

=  2/  +  ^  —  lg  (y  -  ^)- 
Würden  wir  nun   entsprechend   der  allgemeinen  *  Theorie  x,  y   und   qo 
als  Veränderliche  benutzen,  so  entständen  algebraische  Schwierigkeiten, 
indem   sich  z  nicht   algebraisch   durch   x,  y  und  (p   ausdrücken   lässt. 
Wir  benutzen  deshalb 

X,     y-\-z^u,     <p 

als  neue  Veränderliche  und  finden,  dass  Af  und   U^f  übergehen  in 

Nach  der  Theorie  ist  demnach 

dx      du  I 


eine  zweite  Lösung  von  Äf  =  0,  wenn  darin 

u  =  y  -\-  z,     (p  =  y  -\r  £  -  \g(y  —  0) 
eingesetzt  wird.     Demnach  kommt: 

4.  Beispiel:    Die  Gleichung 

Af^:  (o;  +  y)  |/  +  (^  +  y)  ^^  -  (^-  +  y  +  2^)  p^ 

gestattet  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen 
X  -\-  y  -\-  A^z    df 


UJ: 


xy  -\-  yz-\-  zx  dz  ' 


lli(M-  besteht  zwischen   Uif,   U^f,  Af  eine  lineare  Relation,  nämlich: 

U2f=  {xy  +  yz  +  zx)UJ-\-  Af. 
Demnach  ist: 

q>^E.xy  -\-  yz  -\-  zx 
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eine  Lösung  von  Af  =  0.     Nun  ist: 

■TT  X  -\-  y  4-  4:2   ,       ,      . 

^i<p  ^        ^        (^  +  y) 

auch  eine  Lösung,  oder  also  es  ist 

(x-i-  y-\-  Az)  {x  +  y) 
eine  Lösung  von  Af  =  0.     Diese  lässt  sich  so  schreiben: 

{x  —  yf  +  4(3P 
und  demnach  werden  wir 

^  =  a;  —  ?/ 
als  zweite  Lösung  annehmen. 

5.  Beispiel:    Die  Gleichung 

Af=  x{y  -,)^  +  y{,-x)lfy  +  z{x-'^ll  =  0 
gestattet  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen 

Ulf  =  a;  ö — h  y  -^    +  ^  >i    > 
^'  ox    '    ^  dy    '        dz  ' 

^'  '      yz  dx    '    zx  dy    *    xy  dz 
Es  ist  hier 

U..f=—  UJ 

xyz      1' 
und  demnach 

cp  ^  xyz 

eine  Lösung.  Es  ist  Ui(p  ^  3(p,  U^cp^S,  sie  geben  also  keine  neue 
Lösung.  Daher  führen  wir  x,  y,  cp  als  Veränderliche  ein,  wodurch 
Af  =  0  übergeht  in: 

Da  C/iqDEJEO  ist,  so  nützen  die  infinitesimalen  Transformationen  nichts 
mehr  zur  Integration.  Es  handelt  sich  noch  darum,  die  Gleichung  Äf=  0 
zu  integrieren.    Sie  ist  äquivalent  der  gewöhnlichen  Differentialgleichung 

dx  dy 


oder 

oder  auch: 
oder  endlich: 


xy- 

y 

1. 

X 

—  xy 

dx 

dy 

x^y'  - 

(pX 

~  fy 

-  a*?/" 

<p 

dixy)  - 

dixy) 

■  X- 

y'd\x 

+  2/»  = 

0 

Also  ist 


29* 
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^        xy    ^         '    -^ 
oder,  da  cp^xyz  ist: 

^  =  a;  -{-  y  -\-  z 

die  gesuchte  zweite  Lösung  von  Af  =  0, 
6.  Beispiel:    Die  Differentialgleichung 


df 


df 


Äf={y  -  ^)|i  +  (!/  -  ^)  g  +  (x-y){x-z)l^  =  0 
lässt  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen 

TT  fz=^  _L  ^  _J_  ^ 
^^'  —  dx'T'  dy"^  dz' 

ir,^^(.-,)(|{  +  |£  +  |,0 

ZU.     Hier  ist 

U,f={x-y)U,f 
und  demnach 

(p^x  —  y 

eine  Lösung  von  Äf  =  0.  U^cp  ^^  0  liefert  keine  zweite  Lösung. 
Demnach  führen  wir  x,  (p  und  0  (da  cp  von  x  und  y  abhängt)  als 
neue  Veränderliche  ein.    Dadurch  geht  die  Differentialgleichung  über  in 


df 


df 


Äf=  (x  —  (p  -  0)  ^  -i-  (p{x  -  0)  -^  =  0, 
während   Uif  in 

^^'—dx^  8z 
übergeführt  wird.     Weil    C/^qp^O  ist,  so  trägt   U^f  im  jetzigen  Falle 
zur  Integration  von  Af  =  0  bei.     Es  ist  also 
dx  dz 


H' 


X  —  qp  —  Z       ^{X  —  2) 


X  —  cp  —  Z      cp{x  —  z) 
1  1 


i  (p{x  —  z)dx  —  {x  —  cp  - 

J  X  —  qp  —  Z  —  Cp{x  — 


—  z)dz 

7) 


Ap(a;  —  z)  {dx  —  dz)  —  (x  —  9  —  ^  —  ^(^  —  zY^dz 

J  X  —  qp  —  z  —  (p{x  —  z) 

—  z)d{x  —  z) 


_L  ^    /'    {x  —  Z)i 


qp)  —  qp 


= -  ^ + ^pif- ; + (x-_v,  igKi  -  9)  (^  - «)  -  "p}) 

eine  zweite  Lösung  von  Af  =  0. 
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Zur   eigenen  Durchrechmmg   empfehlen   wir   dem  Leser   noch  ein 

7.  Beispiel:    Die  lineare  partielle  Differentialgleichung: 

Äf=  {xz  -  y)  U  +  {yz  -  X)  V  J^  {l  -  z')  1^  =  0 
gestattet  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen: 

TT  r ^/       I  ^f 

Man  verificiere  dies  und  integriere  die  Differentialgleichung  in  Ge- 
mässlieit  der  einschlägigen  Methode  des  §  2.  Man  findet  die  Lösungen 
X  -\-  yz  und  y  A-  xz. 

Die  vorstehenden  Beispiele  sind  sehr  einfacher  Natur.  In  den 
meisten  derselben  kann  man  die  Integration  auch  ohne  Benutzung 
unserer  Theorie  ausführen.  Diese  Beispiele  sollten  aber  überhaupt 
nur  dazu  dienen,  den  Leser  in  der  Anwendung  jeuer  Theorie  zu  üben. 

Wir  geben  nun  noch  einige  Beispiele  in  geometrischer  Einkleidung. 

8.  Beispiel:  Eine  Schar  von  oo^  Curven  des  Raumes  sei  durch 
folgende  Angaben   definiert:    Sie  sollen  sämtlich  eine  beliebige  Ebene 

-^  =  Const.    durch    die   ic-Axe   in   Punkten   mit   parallelen   Tangenten 

schneiden,  und  zwar  soll  die  Richtung  der  betrefi'enden  Tangente  für 
jede  der  Ebenen  gegeben  sein.     Man  soll  die  Curven  finden. 

Wir  verfahren  so:  Ist  {x,  y,  z)  ein  Punkt  einer  dieser  Curven 
und  sind  dx,  dy,  dz  die  Incremente  der  Coordiuaten  längs  derselben, 

so  sind  -^  und  -v-   die  'Tangenten   zweier  Winkel,   durch   welche  die 
dx  dx  °  ' 

Richtung  der  Curve  im  Punkt  (x,  y,  z)  bestimmt  wird.  Da  alle 
Curven  eine  Ebene  —  =  Const.  in  Punkten  mit  parallelen  Tangenten 
schneiden   sollen,  so   sind  mithin    ,■     ^^^^^   /.   gewisse  gegebene  Func- 

et  CC  Cv  00 

tionen   i^  ( — )  und  Z  (— j  •      Demnach    lautet    das    simultane    System, 

welches  die  Curven  definiert: 
dy 

oder 


dx  \  z  / '     ox  \x / 


dx  dy         dz 

1         Y  ~~z 


Die  zugehörige  partielle  Differentialgleichung  ist  diese: 
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Ihre  Charakteristiken  sind  jene  oo^  Curven.  Aus  der  geometrischen 
Vorstellung  erhellt  sofort,  dass  jede  dieser  Curven  in  eine  ebensolche 
übergeht,  wenn  eine  Verschiebung  längs  der  x-Axe  ausgeführt  wird. 
Af=0  gestattet  demnach  die  infinitesimale  Translation 

Ebenso  ist  klar,  dass  die  Curven  unter  sich  vertauscht  werden,  wenn 
alle  Radienvectoren  vom  Anfangspunkt  aus  proportional  vergrössert 
werden,  d.  h,  Äf  =  0  gestattet  auch  die  infinitesimale  Ahnlichkeits- 
transformation 

Man  kann  nachträglich  die  Richtigkeit  dieser  Schlüsse  analytisch  veri- 
ficieren.  Es  besteht  nun  zwischen  Af,  UJ'  und  U^f  keine  lineare 
Relation,  denn  ihre  Determinante 

1     Y    Z 

1     0     0     =Zy  -  Yz 

X     y     z 

ist  im  allgemeinen  nicht  identisch  Null.  Den  Fall  ^  ee  0  betrachten 
wir   nicht,    denn   in    demselben    sind    die    gesuchten   Curven    offenbar 

Geraden  in  den  Ebenen  —  =  Const.     Sei  also : 

z 

A  e|e  0. 
Es  ist  ferner 

{TJJJ,)=VJ. 

Nach  unserer  Theorie  iu  §  2  ist  demnach :    . 

dx     dy     dz  \ 


eine  Lösung  von  Äf  =  0.     Sie  lässt  sich  auch  so  schreiben: 


9)  =  lg  ^  + 


<i)i-Af) 


Nunmehr    werden    x,  z   und    q)    als    Veränderliche    benutzt.     Dadurch 
geht  Äf^  0  über  in: 

wo  aber  in  Zy-^j  statt  -j   die  betreffende  Function   von  cp  und  z  zu 
setzen  ist.     U^f  geht  in 
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^'1  —dx 


über.     Also  ergiebt  sich  die  zweite  Lösung: 


^=J{dx-'^)  =  x-j'^. 


Hierin  ist  vor  der  Quadratur  Z  als  Function  von  cp  uud  2  aus- 
zudrücken und  während  der  Quadratur  (p  als  Constante  zu  behandeln. 
Alsdann  sind 

(p  =  Const.,     ip  =  Const. 

die  gesuchten  Gleichungen  der  Curvenschar. 

9.  Beispiel:  Eine  Schar  von  00-  Curven  im  Räume  sei  dadurch 
definiert,  dass  in  jedem  Curvenpunkte  die  Neigung  der  Tangente  zur 
a;-Axe  und  ihre  Neigung  zum  Lote  vom  Curvenpunkt  auf  die  rt'-Axe 
Functionen  der  Länge  dieses  Lotes  allein  sind.  Mau  soll  die  Curven 
berechnen. 

Der  Cosinus  der  ersteren  Neigung  wird  durch- 

dx 


Ydx^~+dy^~^fJ? 
der  der  letzteren  durch 

ydy  -\-  zdz  1 


Vy^+2'       V'dx^-\-dy^+dz' 
gemessen.     Demnach  sind 

I  ^      dx ^^^       ydy ^  zdz 

■  Vdx^-\-dy^+dz-  dx 

gegeben  als  Functionen  von  iß  -f-  z^  allein.     Sei  also  etwa: 
dx'-\-dy^-\-dz-         .         dy^-\-dz'  _  .     ,        ,    .         .,.. 

ydy  -4-  zdz  ,  '   •>    ,       •>\ 

dx  =  ^12/    +  ^')- 

Dann  ist: 

und  die  gesuchten  Curven  genügen  dem  simultanen  System: 
dx  dy  dz 


Die  zugehörige  lineare  partielle  DiÜ'eroutialgleichuug  lautet: 
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Äf=  (f  +  ^^)  li  +  ii)^  +  ^^)  T7.  +  (^^ 


cy 


yi')  %  =  0, 


wo  zur  Abkürzung 

gesetzt  ist. 

Es  handelt  sich  um  die  Integration  der  Uleichuug  Af^O,  deren 
Charakteristiken  die  gesuchten  Curven  sind.  Aus  der  geometrischen 
Anschauung  erhellt,  dass  jede  unserer  Curven  durch  eine  Verschiebung 
längs  der  x-Axe  in  eine  ebensolche  übergeht,  ebenso  durch  eine 
Rotation  um  dieselbe.  Daher  gestattet  Äf  =  0  die  beiden  infinitesi- 
malen Transformationen: 


TT  f=M. 


U,f  = 


dy 


cf 


Zwischen  Af^  JJ^f  und  JJ-^f  besteht  keine  lineare  Relation,  denn  ihre 
Determinante: 

\y^-\-z^  yt  -\-  ^R    zil)  —  ylt 

1  0  0  ={y^-\-s^)^ 

0  z  —y 

ist  nicht  identisch  Null,  es  sei  denn  ip  ^0.  Dies  aber  ergäbe,  dass 
unsere  Curven  zu  den  Loten  zur  a;-Axe  senkrecht  verlaufen,  also  auf 
Rotationscylindern  um  die  rc-Axe  liegen,  d,  h.  Schraubenlinien  sind. 
Wir  setzen  also  voraus,  es  sei  z/  eJe  0  oder  also  ^  EJE  0.  Nach  unserer 
allgemeinen  Theorie  sind  nunmehr 

dx  dy  ds 

y"^  -\-  ^^    y^  -\-  •^-R    •2'^  —  yR 
1  0  0 

—  yB)dij  —  iyrp  +  zR)dz 


"ß 


-J 


(zip 


und 


-u 


■   iy'  +  ^')V' 

'Bd{y'  +  z') 


y 


+  arctg  f 


dz 


dx  dy 

y^  +  z'^    yf-\-  zR     z^p  —  yB 
0  z  —y 

Lösungen  von  Af  =  0.  Die  unter  den  Integralzeichen  verbliebenen 
Functionen  B  und  i/;  enthalten  nur  y^  -\-  z^.  Die  gesuchten  Curven 
haben  dann  die  Gleichungen 

(p  =  Const.,     ^  =  Const. 
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§  4.     Zweite  Integrationsmethode  für  eine  gewöhnliche  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  in  ./,  //,  welche  zwei  bekannte  infinitesimale 
Transformationen  gestattet. 

Wir  werden  nunmehr  die  in  §  2  durchgeführte  Integrations- 
theorie verwerten  zur  Integration  einer  gewöhnlichen  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  in  x,  y  und  dadurch  zu  derjenigen  Inte- 
grationsmethode derselben  gelangen,  auf  die  im  19.  Kapitel  mehrfach 
hingewiesen  wurde. 

Eine   gewöhnliche  Differentialgleichung  zweiter  Ordnuno-   in  x,  u:  P^^^'  -•  9- 

"  o  o  o  »    ^     in  r,  y  mit 

y"-co{x,y,y)  =  Q  \^5f^;^ 

sei  vorgelegt,  welche  zwei  bekannte  infinitesimale  Transformationen 
in  X,  y  zulässt* 

LUf  =  5,  T^ f-  17.,  ^-  ■ 

ii         ^-  dx    *  cy 

Wie  wir  wissen  (vgl,  Einleitung  des  19.  Kapitels),  können  wir  immer 
annehmen,  dass  UJ^  und  C/g/'  eine  zweigliedrige  Gruppe  von  infinite- 
simalen Transformationen  bilden,  und  dass  insbesondere  der  Klammer- 
ausdruck 

{U,  U,)  =  0     oder     {l\ U^)  eh  UJ 
ist. 

Die  Differentialgleichung 

y"—  (o(x,y,y')  =  0 
oder 

-j^  =  c){x,y,y), 

wo  -f^  E^-  y  ist,  ist  der  linearen  partiellen  Differentialgleichuus:  in  drei 
Veränderlichen  x,  y,  y: 

äquivalent,  welche  die  aus  L\f  und  U..f  erweiterten  infinitesimalen 
Transformationen 

TT  4^ fc    cf    ,         cf    I    (dri.,    .      ,((ri^        ciA  '■idt^X  rf 

U.t  =  Uj^  +  n.  j;j-\-  [^^  +  y  [j^  -  -^)  -  y'  i^)  ^'~. 

gestattet.  Das  Problem  der  Integration  der  Difierentialgleichung 
y" —  (o{x,  y,  y)  =  0  reduciert  sich  auf  das  der  Integration  der  Glei- 
chung Af  =  0.  Auf  diese  Gleichung  wenden  wir  die  Integratious- 
theorie  des  §  2  an. 
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Krstcr 
UuRrfall. 


H.^uptflu-  ^^**  beginnen  mit  dem  Fall,  dass  TJJ'  und  U^f  mit  einander  ver- 

(f^if^t) ^^- tauscJibar  sind: 

oder,  was  nach  Satz  2,  §  1  des  17.  Kapitels,  dasselbe  ist,  dass 

ist.     Es   fragt  sich  zunächst,   ob  zwischen  Af,   U^f,  C/g'/"  eine  lineare 
Relation 

besteht,    in    der    ß^  :  ß.2   keine  blosse   Constante  ist  (denn   sonst  wäre 
eine  der  beiden  infijiitesimalen  Transformationen  trivial). 

Wir  werden  zunächst  die  Möglichkeit  untersuchen  und  erledigen, 
dass  zwischen  Uif,  Uo'f  und  Äf  eine  Relation  besteht.  Dabei  siud 
die  beiden  Annahmen,  dass  zwischen  Uif  und  U^f  eine  oder  keine 
lineare  Relation  besteht,  d.  h.  dass  U^f  und  U^f  dieselben  oder  ver- 
schiedene Bahneurven  in  der  Ebene  (x,  y)  besitzen,  verschieden  zu 
behandeln. 

Sei  also  zunächst: 

U^f=QÜJ    (()  e|e  Consi). 

Wir  untersuchen,  ob   dann   zwischen   U-^f,   ^if  ^^^  -4/'  eine  Relation 

c  f  c  t 

bestehen  kann.    Da  in  ü,f  und  JJc,f  die  Coefficienten  von  -ö—  und  -^ 

frei  von  y    und   nicht  sämtlich  Null  sind,  so  enthält  q  nur  x  und  y. 
U^'f  ist  die  Erweiterung  von  gll^f  oder  von 


t    cf    .  df 


und  diese  hat  die  Form 

Daher  lautet  die  Determinante  von  Af\   U^f  und   U^f: 


CQ 

dy 


^'dxJ        y    ^'  dy)  cy 


1 


y 

Vi 


«(^;  y,  y) 


drii 


^x    '^  '^  \dy         ex)       '^     cy 


\cx     '    "  \cy  rxl        "^      cy )    ' 

I  ^0      1        '/        CQ  iL     ^Q\  '■>>     cq 

+  ^x  g-  +  y  i^i  -^y  -  ^1  f^j  -y-^i  ^ 


Dieselbe  reduciert  sich  auf 

I  1    y 


{vi  II  +  V  {vi  H  -  It  PJ  -  y'k  H) 
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Hierin  ist   der   erste  Factor    >/,  —  «/'|i    sicher  nicht  Null.     Der  zweite 
wäre  nur  dann  Null,  wenn  einzeln 


dQ 


CQ 


CQ 


=  0 


'^^dlc  =  ^'     *'i  r^  ~  ^1  Fl^  =  ^'     -CT/ 

wäre.     Dies  aber  würde,    da  ^^  und  r]y  nicht  beide  Null  sind,  ^  =  0 

und  •;=—  ^  0  liefern,  d.  h.  q  wäre  eine  Constante,  was,  wie  gesagt,  aus- 
^  y 

geschlossen  ist.  Im  vorliegendem  Falle  ist  somit  die  Determinante 
nicht  Null  und  es  besteht  keine  lineare  Relation  zwischen  Af,  U^f 
und   U^f-     Dieser  Fall  kommt  also  nicht  in  Betracht. 

Wir  wollen  nunmehr  annehmen,  dass  U^f  nicht  dieselben  Bahn- 
curven  wie  U^f  habe,  also  keine  lineare  Relation  zwischen  U^f  und 
TJ2t  bestehe.  Um  alsdann  zu  entscheiden,  in  welchem  Fall  zwischen 
Äf,  Ulf  und  U.2f  eine  lineare  Relation  besteht,  d.  li.  wann  die  Deter- 
minante 

1    y  ^(^,y,v') 


^  = 


i  ^  _i_    '  ({jli ^JA  '2  £ii 

'^      '^      ex  ~^  '^  \cy         dx)        "^      cy 

'-      '-      ex     ^    -^    \cy         CXI         -^      cy 


identisch  verschwindet,  denken  wir  uns  wie  in  §  2  des  18.  Kapitels 
canonische  Veränderliche  g,  t)  der  zweigliedrigen  Gruppe  von  infini- 
tesimalen vertauschbaren  Transformationen  TJ^f^  JJ^f  mit  verschiedenen 
Bahncurven  eingeführt,  wodurch 

cf 


UJ  = 


ci 


^'f=%' 


7  Yi 

also  auch,  wenn  erweitert  wird  durch  Hinzunahme  von  li'  ^  '-r-^ 
'  ^        dl 


u;f^ 


^■''     dt) 


wird.     In   den  neuen   Veränderlichen  j,   t)    lautet    unsere   Difi'erential- 
gleichung  zweiter  Ordnung  etwa: 

t)"—tv{ic,\),t)')  =  0. 
Da  sie  ^^  und  ■^-  gestattet,  ist  hierin  w  eine  Function  von  li'  allein. 

Gl  et)     '^  '  ' 

Die  Determinante  z/  hat  nunmehr  die  Form 

1      X)       ?f(t)') 

10        0 

1  I 

0     I        0       i 

und   verschwindet   nur   dann,   wenn  ?/;  =^  0  ist,   d.  h.   ilie    Differential- 
gleichung die  einfache  Form 
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\f  =  0 
annimmt,  deren  Integralgleichung  lautet: 

Ij  =  Const.  •  j  +  Const, 
Die    Curven    t)  =  Const.    sind    die   Balincurven    von    U^f,    die    Curven 
j  =  Const.   die   von    U^f  und   jede    infinitesimale   Transformation   von 

der  Form  c,  U^f-^-c^  U^f  (q,  c^  =  Const.)  oder  c^  p-  +  Cg  p^  hat  offen- 
bar  Bahncurven  von  der  Form 

t)  =  Const.  •  j:  -f-  Const., 
d.  h.:    Im   vorliegenden  Fall   sind   die  Integralcurven    der  Differential- 
srleichunff  die  ocr  Bahncurven  aller  oo^  infinitesimalen  Transformationen 
der   zweigliedrigen    Gruppe    U^  f,    U.,  f  von    infinitesimalen    Transfor- 
mationen. 

In  diesem  Fall  ist  die  Differentialgleichung  y"  —  g}(x,  y,  y)  =  0 
sofort  integrierbar  durch  Einführung  der  canonischen  Veränderlichen 
j:,  l;.  Da  die  Bestimmung  derselben  nach  §  2  des  18.  Kapitels  zwei 
von  einander  unabhängige  Quadraturen  erfordert,  so  sehen  wir: 

Wenn  y" —  ci)(x,  y,  y)  =  0  zwei  infinitesimale  vertauschbare  Trans- 
formationen U^f,  U^f  mit  verschiedenen  Bahncurven  gestattet  und 
zwischen  Uif,  C/g'/"  und  Af  eine  lineare  Relation  besteht,  so  verlangt 
die  Integration  zwei  von  einander  unabhängige  Quadraturen.  Damit  ist 
der  Ausnahmefall,  dass  die  Determinante  identisch  verschwindet,  erledigt. 

In  dem  soeben  besprochenen  Fall  können  die  zwei  Quadraturen 
sogar  auf  eine  einzige  reduciert  werden.     Wenn  eine  Relation 

besteht,  so  heisst  dies  nach  den  geometrischen  Auseinandersetzungen 
des  §  4,  15.  Kap.,  dass.  jede  Charakteristik  von  Äf  =  0  für  sich  im 
Räume  {x,  y,  y)  eine  infinitesimale  Transformation  von  der  Form 
Ui'f-\-  cü-if  gestattet,  wo  c  eine  Constante  ist,  die  von  Charakteristik 
zu  Charakteristik  eine  andere  sein  wird.  Jede  Charakteristik  von 
Af  =  0  wird  also  eine  Bahncurve  einer  infinitesimalen  Transformation 
Ulf  -|-  c  U^'f  sein.  Kehren  wir  nvm  zur  gewöhnlichen  Differential- 
gleichung 

y"—  (o{x,y,y)  =  0 

in  der  Ebene  (fc,  y)  zurück,  so  lehrt  dies,  dass,  wie  wir  schon  oben 
auf  andere  Weise  einsahen,  jede  der  oc"-  Integralcurven  dieser  Glei- 
chung Bahncurve  einer  gewissen  infinitesimalen  Punkttransformation 
U^f -\- c  U^f  der  Ebene  ist.  Das  Integrationsproblem  kommt  also 
darauf  zurück,  diese  zu  bestimmen.     Ist  9?  eine  Invariante  von 
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so   stellt  cp  =  Coust.   die   c»^   Bahncurven   dieser  Transformation  dar. 
Da   Ulf  und   U2f  vertauschbar  sind,  so  gestattet  die  Gleichung 

U,f-{-cU,f=0, 
der  9P  genügt,  die  infinitesimale  Transformation  U^f,  d.  h.  L\<p  ist 
eine  Function  von  qp  allein  und,  sobald  nicht  c  =  0  ist,  nicht  Null 
(denn  ü^f  und  ZJg/"  haben  verschiedene  Bahncurven).  Demnach  kann 
<p  immer  so  gewählt  werden,  dass  Uif^l  wird,  und  cp  genügt  also 
den  beiden  Relationen: 

L\(p  +  c  U.^(p  =  0, 

U,(p  =  l, 
oder: 

Uiq)  =  1,     U2(p  =  a 

(a  =  Const.),   woraus  sich  ^  und  ~   berechnen    lassen.      Daher    er- 

^  -"  ex  oy 

giebt  sich  (p  durch  eine  Quadratur  in  der  Form 

/»  .  dx     dy     0  \ 

^  1     I2  V-2       « 

Allerdings  kommt  unter  dem  Integralzeichen  eine   arbiträre  Constante 
a  vor.     Ist  q){x,  y,  a)  dies  Integral,  so  stellt 

q>{x,y,d)  =  h 
die  oü*  Integralcurven  von  y" —  oo{y,y,  y)  =  0  vor. 


Von  dem  Ausnahmefall,  das  zwischen  üi'f,  U.,' f  und  Af  eine  ^^^^''^^^^[i 
lineare  Relation  besteht,  können  wir  nunmehr  absehen.  Wir  nehmen 
also  jetzt  an:  Die  Determinante  von  Ui'f,  U^  f  und  Af  sei  verschie- 
den von  Null,  während  es  für  die  weitere  Behandlung  gleichgültig 
ist,  ob  zwischen  U^f  und  U^f  eine  lineare  Relation  besteht  oder  nicht. 
Denn  bei  beiden  Annahmen  giebt  die  Theorie  des  §  2,  da  {UyU^)^^ 
ist,  durch  zwei  von  einander  unabhängige  Quadraturen  die  Integrale: 
dx     dy  dy 

i- 1  1     y'  a {^, y, y) 

^'   ^^  cx  +  ^  Uv  -  'di)  -y  j^ 


«P=    I    -TT 


dy  dy 

y  «(^, !/,!/') 

^^      'i'^     Jx  +y   \Jy-  dx) 
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in  denen  z/  die  Determinante  von  Ayf\   U^'f  und  UJf  bedeutet: 

dx    *^  '^    \dv         dx)        ^      dy 


n% 


Unsere  Ergebnisse    sprechen    wir    in    folgendem,    auch  den    oben 
betrachteten  Ausnahmefall  umfassenden  Satze  aus: 

Satz  1:    Gestattet  eine  getvolmliche  Differentialgleichung  zweiter  Ord- 
nung in  X,  y: 

W{x,  y,  y,  y")  =  0 

zwei  beJcannte  vertauschbare  infinitesimale  Transformationen 


ü,f^i,ll+,n%,   ujE^i,li^  +  v.%, 


4 


von  denen  Iceine  trivial  ist,  so   verlangt  die  Integration  der  Differential- 
gleichung höchstens  ztvei  von  einander  unabhängige  Quadraturen. 

Zweiter  j]g  steht  jctzt  noch  der  zweite  Hauptfall  zurück,  dass  Uif  und  U^f 


Hauptfall: 

(f^i'^i)--^- nicht  vertauschbar  sind,  also  etwa 
und  daher  auch 


I 


ist.  Wir  erkennen  genau  so  wie  früher,  dass^  wenn  U^f  und  C^/*  die- 
selben Bahncurven  haben,  die  Determinante  von  ü^f,  U^f,  Af  nicht 
verschwindet.  Haben  sie  verschiedene  Bahncurven,  d.  h.  besteht  keine 
lineare  Relation  zwischen  U^f  und  £^2/;  ^0  verfahren  wir  analog  wie 
oben:  Wir  führen  wie  in  §  4  des  18.  Kapitels  durch  zwei  successive 
Quadraturen  solche  canonische  Veränderliche  j,  t)  ein,  dass 

wird.  Alsdann  geht  die  Differentialgleichung  y" — G)(x,y,y')=0 
etwa  über  in: 

t)"-«(;(j,l),l)')=0. 

Da  sie  -j-  gestattet,  ist  w  frei  von  1),  und  da  sie  J  V  +  t)  S  zulässt, 
so  hat  tv  die  Form: 

(vgl.  §  3  des  19.  Kapitels).  Die  Determinante  von  Af,  Uyf,  U^f 
lautet  nun  in  den  neuen  Veränderlichen  5,  t),  da  jetzt: 
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f(lj')_    Cf 


c/i7= 


dt)' 


ist: 


^7=rfJ  +  r^ 


et) 

E 
0 
0 


Sie  soll  Null  sein,  d.  h.  es  ist  f (t)')  =  0,  und  die  DiffereDtialgleichung 
reduciert  sich  auf 

und  giebt  integriert: 

t)  =  Const.  •  j  4-  Const. 

Hieraus  folgt  wie  in  einem  früheren  Falle,  dass  die  Integralcurven 
der  Differentialgleichung  die  oo^  Bahncurven  der  oo^  infinitesimalen 
Transformationen  q  l\f -{-  c,  ü^f  {c^,  c^  =  Const.)  sind. 

Der  Ausnahmefall,  dass  die  Determinante  verschwindet,  ist  somit 
durch  zwei  successive  Quadraturen  zur  Einführung  von  j  und  \)  erledit^t. 

Jetzt  bleibt  nur  noch  die  allgemeine  Annahme  übrig,  dass  keine 
lineare  Relation  zwischen  Af,   U^'f  und   U-^'f  besteht,  während 

ist.  Nach  der  allgemeinen  Theorie  des  §  2  ergiebt  sich  eine  Lösung 
(p  sofort  durch  Quadratur: 


(p  = 


dy  dy 

5i  vt  ^^  ^  y  Vcy    j^)  -  y  -^ 


wo  wieder  z/  die  Determinante  von  Af,  U^f,  U.>f  vorstellt.  Um  eine 
zweite  Lösung  ip  zu  finden,  hat  man  etwa  x,  y  und  (p  als  neue  Ver- 
änderliche zu  benutzen.  Dadurch  reduciert  sich  J/"  =  0  auf  eine 
Gleichung  Af=0  m  x  und  y  allein  und  UJ?iwi  eine  infinitesimale 
Transformation  UJ  in  x  und  y  allein.  Beide  enthalten  noch  (p,  doch 
ist  <p  wie  eine  Coustante  zu  behandeln.  Da  Äf  =  0  die  infinitesi- 
male Transformation  ÜJ  gestattet,  so  ergiebt  sich  die  zweite  Lösung 
if  durch  eine  Quadratur. 

Es  gilt  demnach  der  auch  den  Ausnahmefall  umfassende 
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Satz  2:   Gestattet  eine  geiwhnliclie  Differentialgleichung  zweitei-  Ord- 
nung in  X,  y:  ,    , 

zwä  befcannte  infinitesimale  Transformationen  UJ  und  UJ  in  x,  y, 
für  die  (JJ^U.^^  UJ  und  von  denen  keine  trivial  ist,  so  verlangt  die 
Integration  der  Differentialgleichung  höchstens  zivä  successive  Qua- 
draturen. 

Die  beiden  Sätze  1  und  2  können  wir  noch  in  folgendes  Theorem 

zusammenfassen : 
oesamt-  Theoieiii   45:     Gestattet    die    geivöhnliche    Differentialglei- 

ergebnis. 

chung  ziveiter  Ordnung  in  x,  y: 

^vi'^,  y,  y,  y")  =  ^ 

zivei  bekannte  infinitesimale  Transformationen  UJ,  UJinx,y, 
die  eine  ziveigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transfor- 
mationen bilden  und  von  denen  keine  trivial  ist,  so  verlangt 
die  Integration  der  Differentialgleichung  nur  zwei  Quadra- 
turen. Dieselben  sind  unabhängig  von  einander,  wenn  UJ 
und  UJ  vertauschbar  sind;    andernfalls  sind  sie  von  einander 

abhängig. 

Man  bemerkt,  dass  dies  Ergebnis  einfacher  ist,  als  das  des 
19.  Kapitels,  in  welchem  wir  eine  nicht  so  vollkommene  Integrations- 
theorie entwickelten. 

§  5.     Beispiele  und  Ausblicke  auf  weitergehende  Theorien. 
Nunmehr    werden    wir    zu    der    im    vorhergehenden    Paragraphen  . 
entwickelten    Integrationstheorie     der     gewöhnlichen     Differentialglei- 
chuntren   zweiter  Ordnung   mit   zwei   bekannten  infinitesimalen  Trans- 
formationen  eine  Reihe  von  Beispielen  geben. 
Boispieif.  1.  Beispiel:     Die  Differentialgleichung 

gestattet  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen: 

Man  soll  sie  integrieren. 

Da  (f7i?72)  =  0  ist  und  UJxxn^  ?72/^  dieselben  Bahncurven  habei 
so  ist  die  Determinante: 
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—    x"    xy  y  —  xy 

^v  y~      y'iu  —  ^y) 

=  —  (y  —  xy'f 
verschieden  von  Null.     Demnach   ergeben   sich   sofort  durch  zwei  von 
einander  unabhängige  Quadraturen  die  Zwischenintegrale: 
dx     dy  dy 

x'    xy         y  —  xy  \ 

/  /     t  (y\  ^^y  —  y^^  \_dy  ~  ^^^y  —  y  doc\ 

-/-f(l)"(l)-.7='.. 


9 


und 


dx  dy  dy 

!  xy  y'~  y(y  —  xy)   \ 

dx  (y   i  _i  ^      \  ^dy  —  ydx 

^        a;*  \a;   '     '  x  —  xy/           .x* 


+ 


+ 


y  dy  —  X 


iy 


cdy'  —  y'dx\ 
—  ocy'y        ) 


X         x{y  —  xy')        J  X   '  \.t/      \xI 


Setzt  man   (p   und  ip  Constanten  a   und  h  gleich  und  eliminiert  //',   so 
ergiebt  sich  die  gesuchte  Integralgleichung: 

i+^'jf(l)''(f)--j|fö<'(l)  =  — +  ^^' 

der  vorgelegten  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung. 

2.  Beispiel:     Vorgelegt  sei  die  lineare  Differenfinh/leiehioiy  zweiter   r-inean^ 
Ordnung  -  ordnuntj. 

y"+  X,{x)y  H-  X{x)y  +  X„(.t)  =  0, 

und  es  seien  s{{x),   Zq,{x)  zwei  heJcaunfe  von  einander  nnahhängige  Far- 
ticularlösungen  der  vcrldirzten  Gleichung 

Alsdann    gestattet    die    erstere    Gleichung,    wie    wir    scliou    in    einem 
früheren  Beispiel  (§  2  des   10.  Kap.)  bemerkten,   die   miteinander  ver- 


li  i  t' ,  Diiroronti.iIu'li'iL'luink'i'n. 
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tauschbaren    infinitesimalen    Transformationen    mit    denselben    Bahn- 
curven: 


f^/=^i|' 


U,f 


Hier  ist  also  nach  unserer  Theorie  ein  Integral  dieses: 

äx     dy  dy 

1        y       —  X^y  —Xy  —  X^ 
0       Zi  gl 

da  die  Determinante 

\l     y'     -  X,y  -  Xy  -  X, 


,.ß 


0    z^ 


r^zZ^Z^  —    ^i'^2=|-  ö 


ist.     Es  kommt  daher: 

__    Ay'gi'+  ^ly'^i  +  ^yzi  +  XoSx)dx  —  z^'dy  +  «r,  dy 


Z.Zu 


Da  aber  ^j  und  z.^  die  Identitäten  erfüllen: 


zC  +  X,^/  +  X^f,  =  0 ,     ^/'  +  XX  +  X^,  :zE  0 , 

so  lassen  sich  vermöge  derselben  X^  und  X  aus  9?  eliminieren  und 
es  kommt,  da  sich  die  Quadratur  zum  Teil  durchführen  lässt,  als 
erstes  Integral 

Zl  Z^  ^1    ^2  €/      ^1  ^S  ^1    ^2 

Analog  ergiebt  sich  das  Integral: 

ZiZi    —  Zi  Zi     ^    J   Z,  Zi    —  z^  z^ 

Eliminiert  man  aus  beiden  Gleichungen  ?/',  so  erhält  man  die  definitive 
Integralgleichung  zwischen  x  und  y  allein: 

y  =  z^    f — r^  T     dx  —  z.   f ^^,-   dx  4-  Const.^.  +  Const.;?,. 

^  ^JZlZi—Z.Z,  ^Jz,Z^'—ZiZ^  '  1     '  ^ 

Natürlich  lässt  sich  die  in  dem  früheren  Beispiele  gefundene  Form 
auf  diese   zurückführen. 

Die  gewöhnliche  MetJiode  der  Variation  der  Constanten  beruht  be- 
kanntlich darauf,  dass  man 

setzt  und  a^  und  032  passend  zu  bestimmen  sucht.  Dies  führt  auf 
die  beiden  Bedingungen 

"i'^i  +  ^-i^i  =  0;     «i'^i'  +  <^2Z2  =  —  ^0  • 
Hieraus  bestimmt  sich 
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«1 

.  n. 


"■-JW-^''^+C'"'''- 


und  analog  a.^,  sodass  y  =  co^z^  +  «^^2  i»  der  That  die  obige 
Form  erhält. 

Eine  vierte  Integrationsmethode  ist  schliesslich  diese:  Der  linearen 
Differentialgleichung  ist  die  partielle: 

^^^  Is  +  J'' If  -  (X.ä'' +  ^J' +  A'„)  If  =  0 

äquivalent,  welche  die  aus  UJ  und  U^f  erweiterten  infinitesimalen 
Transformationen 

gestattet.  Die  drei  Symbole  in  x,  y,  y  \  Af,  U^f,  U^f  haben  nun 
die  beiden  Eigentümlichkeiten,  dass  sie  erstens  mit  einander  ver- 
tauschbar sind:  (^  C/;')  eee  0  u.  s.  w.,  und  dass  zweitens  ihre  Deter- 
minante verschieden  von  Null  ist.  Ein  Satz  der  Theorie  der  Trans- 
formationsgruppen, dessen  Beweis  wir  hier  nicht  beibringen  wollen, 
lehrt,  dass  es  alsdann  möglich  ist,  an  Stelle  von  x,  y,  y  solche  neue 
Veränderliche  j,  t),  5  einzuführen,  dass 

Af=^       TT'f=^^        U'f—^f 

wird.  Da  dann  ^t)  =  0,  ^5  =  0  ist,  so  sind  t)  und  5  Lösungen  von 
Af=0.  Wir  werden  also  nur  ^  und  5  zu  bestimmen  suchen  aus 
den  Forderungen: 


Die  Veränderliche   j   dagegen  hat  kein  Interesse  für    unseren   Zweck. 
\)  genügt  also  den  drei  Bedingungen: 


e. 


Hieraus  folgt 

i5  =  -  y'z^'  +  (-\  y  +  Xy  +  xj^       d^  ^ ^' 

^^                         ByZi—ZiZt                  '       cy     'z^z^'  —  z^'z^ 
15.  ^ —Zi 

dy      -iZt—Zi'z^* 

und  weiter,  wenn  wir  verraöse 

80* 
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;^;'  +  Xi  <  +  x^i  =  0 ,  ^;'  +  X,  z:  +  x^,  =  o 

X,  und  X  eliminieren,  vermöge  einer  Quadratur  für  \)  derselbe  Wert 
wie  oben  für  -  i^  Entsprechend  kommt  5  =  —  9,  sodass  g)  =  Const., 
^  =  Const.  wieder  als  Integralgleichungen  hervorgehen. 

5  :Beisincl:  Man  kann,  von  zwei  infinitesimalen  Transformationen 
anstehend,  die  eine  zweigliedrige  Gruppe  bilden,  nach  den  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung  fragen,  welche  diese  beiden  gestatten. 

Liegen  z.  B.  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen  vor: 

^2/  ■      ^x'       dy' 
wo  (UJQ^-^0  ist,  so   verfährt  man   so:    Nach   §  5    des  15.  Kapitels 
suchen'  wir    die    Form    einer    Differentialgleichung    zweiter    Ordnung, 
welche   UJ  gestattet.     Zu   dem  Zweck  erweitern  wir   C/,/' einmal  und 
bilden  die  lineare  partielle  Differentialgleichung  in  x,  y,  y' : 

deren  Lösungen  a:  und  y  sind.  Nach  dem  Früheren  hat  folglich 
die  allgemeinste  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  welche,  fl/ ge- 
stattet, die  Form 

^  =  <»(*■,!/■) 

oder  ,, 

y  =  (o{x,  y  ). 

Nun  soll  sie  noch  U.f  gestatten,  d.  h.  es  soll  der  Klammerausdruck  von 

^'^l^'dx^^dy^  dy 
und  p,. 

ein  Vielfaches  von  Af  sein.     Es  kommt: 

iU^^)  =  \dx'^  dy')  cy'        ^' 
d.  h.  «  ist  eine  Function  von  x-y   allein.    Daher  lautet  die  Differen- 
tialgleichung: 

7/"—  a(x  -  y)  =  0. 

Da  sie  zwei  infinitesimale  vertauschbare  Transformationen  UJ,  UJ 
gestattet,  und  da  die  Determinante  zl  von  Tj;f,  U,'f  und  Af  nicht 
Null  ist,  so  lange  nicht  «  -^  1  ist,  so  verlangt  ihre  Integration  zwei 
von  einander  unabhängige  Quadraturen,  nämlich 
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/•    I  dx     dl)  dy 

1        1  '  /  '\  i'(a{x  —  «')  •  d{x  —  y)    . 

j    1    y  «(^-y)   =J    .(/-y')-i    +^ 
Ol  0 


und 


dx 

d>J 

dy' 

1 

y 

(o{x  —  y) 

0 

1 

0 

dx 

dy 

dy 

1 

y 

(o{x  —  y) 

1 

X 

1 

/»       ax     ay  ay 

-,,1       y      «(a;-y)      =--_y+j4^-^^^,J__^^. 
1       a;  1 


Indem    man    nach    Ausführung    der    Quadraturen    y'    aus    cp  =  Const., 
tj;  =  Const.  eliminiert,  erhält  man  die  allgemeine  Integralgleichung. 

4.  Beisjnel:  Eine  Schar  von  Curven  in  der  Ebene  sei  dadurch 
definiert,  dass  der  Krümmungsradius  q  eines  Curvenpunktes  als  Function 
der  Tangentialrichtuug  in  dem  betreifenden  Curvenpunkte  gegeben  ist. 
Mau  soll  diese  Curven  bestimmen. 

Da  sich  der  Krümmungsradius  des  Punktes  (x,  y)  einer  der  ge- 
suchten Curven  durch  y  und  y",  die  Tangentialueigung  durch  y  aus- 
drückt, so  ist  also  y"  als  Function  von  y   definiert: 

y"—  «(</')  =  0. 
Es  handelt  sich  um   die  Integration  dieser  Gleichung.     Offenbar  geht 
eine    der    gesuchten    Curven,    wenn    sie   durch   eine   Translation   fort- 
geführt wird,  immer  wieder  in  eine  solche  Curve  über,  d,  h.  die  Differen- 
tialgleichung gestattet  die  Translationen  ~  und  —  •    Die  Integration 

o  ^    !=>  c X  cy  <=>. 

reduciert    sich    demnach    auf   die    beiden    von    einander    unabhäusricreu 
Quadraturen: 

i'^'ly-y'dy  __  l'y'd,,' 

^        J  fo  -^        J   co(y')  ' 


4, 


Jcad.v  —  dy'      /    d  y' 


0.  Beispiel:  Eine  Curvenschar  in  der  Ebene  sei  dadurch  definiert, 
dass  das  Vcrbältuis  aus  Krümmungsradius  q  und  Ordinate  //  eine 
gegebene  Function  der  Tantjeutialrichtuuyr  t  ist: 


In  diesem  Falle  ist  y"  gegeben  als  eine  Function  von  //',    mulipliciert 
mit        : 

y 

y"  -  y  «(!/')  =  ^• 

Bei  einer  Verschiebung  längs  der  a;-Axe  bleiben  {t,  y  und  r  ungeändert, 
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d.  h.  jede   derartige   Curve   geht  dabei    in    eine   ebensolche    über,    die 
Differentialgleichung  gestattet  demnach  die  Translation 

''        ex 
Bei  einer  ähnlichen  Vergrösserung   der  Figur   vom  Anfangspunkt  aus 
bleibt  X  ungeändert,  während  q  und  y  in  proportionaler  Weise  wachsen, 

sodass  auch  —  dasselbe  bleibt.    Demnach  führt  auch  die  infinitesimale 

y 

Ähnlichkeitstransformation 

2/         ^  dx    '    ^  drj 
jede    Curve    der    gesuchten    Art    in    eine    ebensolche    über.      Da    hier 
{U1U2)  ^  Ulf  und  die  Determinante  von 

TJ'f=zK 

^^'—dx' 


df    ,        df 


U,'f 


dx    '    ^  dy 
nicht  verschwindet,  sondern  den  Wert 

zl-£EG){y') 

besitzt,    so   verlangt   die   Integration  nach  unserer  Theorie  zwei   suc- 
cessive  Quadraturen.     Zunächst  diese: 
dx     dy  dy 


9> 


y 


•iV) 


—  '°  ^         J  c,{y') 


•j 
10         0 

Hat  man  die  Quadratur  ausgeführt,  so  hat  man  etwa  gefunden: 

(p  =  \gy  -  &{y). 
Nun  werden  x,  y,  (p  als  neue  Veränderliche  benutzt.     Sei  etwa 

y=xOgy  —  9^) 

die  Auflösung  der  letzten  Gleichung  nach  y,  so  geht  Äf=  0  über  in 


Sie  gestattet 


Af^ll^  +  xOgy-^)l^  =  o. 


UJ: 


df 

d  X 


und  wird  sofort  integriert,  wodurch  sich  ergiebt: 


dy 
xOgy  —  «P) 
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Während  der  Integration  ist  hierin  (p  als  Coustante  zu  behandeln. 
Durch  Elimination  von  y  aus  qo  =  Const.,  ^  =  Const.  ergiebt  sich 
die  gewünschte  Gleichung  unserer  Curvenschar. 


6.  Beispiel:  Alle  Curven  werden  gesucht,  längs  deren  das  Ver- 
hältnis aus  Krümmungsradius  q  und  Radiusvector  r  eine  gegebene 
Function  des  Winkels  @,  den  r  und  q  bilden,  ist.  Diese  Curven  sind 
definiert  durch  eine  Gleichung 


ß(|,0)  =  O. 


Offenbar  wird  jede  derartige  Curve  durch  eine  Rotation 

^'  "^  dx  dy 

in    eine    solche   Curve    übergeführt,    ebenso    durch    eine    Ahnlichkeits- 
transformation 


Da 


^'-f^4i+y%' 


r^V^+7,  .=!^^'^', 


tg0  = 


X  +  yy 


y  —  xy 
ist,  so  hat  die  Differentialgleichung  der  Curvenschar  die  Form 


Sie  gestattet  UJ)   U.J]  und  es  ist  {^Uiü^^O.    Ferner  haben  wir  hier: 


Af—df   ,     '  df   ,   i/(i  +  y  r  ^  cf 
U;f=  —  yU--\-x  ?^  +  0  +  u"'')  ^^  , 

TT'-r ^f     I         ^/^ 

U,f=xj^  +  y 


cy' 


und  es  ist  die  Determinante 


^  = 


/\  1  +  y'  y 


—yx  1  +  //'* 

X       y  1 

im   allgemeinen    verschieden    von    Null.     DtMuuach    reduciert    sich    die 
Integration  auf  die  beiden  von  einander  unabhängigen  Quadraturen 


I 
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(p  = 


uud 


ip  = 


dy 
dy 


(0 


G) 


X      y  0 

Bequemer  wird  übrigens  die  Integration,   wenn  man   statt  recht- 
winkliger Polarcoorcjinaten  r,  q)  benutzt. 


Wcitor- 


,     ,    ,  Im   vorigen   Paragraphen  haben   wir  den  Fall   ins   Ausre   gefasst, 

'theorieT  ^^^^  ^^^  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  zwischen  x,  y,  um  deren 
Integration  es  sich  handelte,  nur  zwei  bekannte  infinitesimale  Trans- 
formationen gestatte.  Gestattet  die  vorgelegte  Differentialgleichung 
mehr  als  zwei  bekannte  infinitesimale  Transformationen,  so  kann  man 
das  lutegrationsgeschäft  noch  weiter  vereinfachen. 

Entsprechend  kann  man,  wenn  eine  Differentialgleichung  dritter 
oder  höherer  Ordnung  vorliegt  und  einige  infinitesimale  Transforma- 
tionen derselben  bekannt  sind,  die  Integration  auf  einfachere  Inte- 
grationen zurückführen.  Allerdings  gestattet  nicht  jede  Differential- 
gleichung zwischen  x,  y  infinitesimale  Punkttrausformationen.  Wir 
gaben  ja  früher  ein  Beispiel  dazu  au.  (Vgl.  S.  384.)  Wenn  eine 
Differentialgleichung  iu  x,  y  vorliegt,  so  wird  man  sich  also  zuerst 
fragen,  ob  sie  infinitesimale  Transformationen  gestattet.  Diese  Frage 
lässt  sich  immer  beantworten.  Gestattet  sie  infinitesimale  Trans- 
formationen, so  ist  es  zweckmässig,  zunächst  diese  zu  bestimmen  und 
darauf  durch  Benutzung  derselben  das  Integrationsgeschäft  zu  verein- 
fachen.  Diese  wenigen  Andeutungen,  deren  weitere  Ausführung  hier 
nicht  am  Platze  ist,  zeigen  schon,  dass  sich  auf  dem  skizzierten  Wege 
eine  ganz  besimmte  Integrationsmethode  der  gewöhnlichen  Differential- 
gleichungen in  X,  y,  welche  infinitesimale  Transformationen  gestatten, 
ergeben  wird. 
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Abteilung  Y. 

Integration  von  gewölinliclieii  Ditferentialgleichuugeu  zweiter 

OrduuuK,    welche    eine    dreigliedrige    Gruppe    gestatten,    und 

verwandte  Trobleme. 

In  der  vorhergehenden  Abteilung  gaben  wir  eine  Integratious- 
theorie  für  gewöhnliche  Difi'erentialgleichuugen  zweiter  Ordnung  in 
X,  y  mit  zwei  bekannten  infinitesimalen  Transformationen,  welche  eine 
zweigliedrige  Gruppe  bestimmen.  Lag  eine  solche  Differentialgleichung 
mit  mehr  als  zwei  bekannten  infinitesimalen  Transformationen  vor, 
welche  eine  Gruppe  bilden,  so  führten  wir  diesen  Fall  auf  den  obigen 
zurück,  indem  wir  eine  zweigliedrige  Untergruppe  jener  Gruppe  aus- 
wählten. Man  kann  aber  in  diesem  letzteren  Falle  einen  grösseren 
Vorteil  aus  den  bekannten  infinitesimalen  Transformationen  für  das 
Integrationsgeschäft  ziehen.  Wir  werden  in  dieser  Abteilung  insbeson- 
dere annehmen,  die  Differentialgleichung  gestatte  drei  heliannte  infinitesi- 
male Transformationen,  uelche  eine  Gruppe  bilden. 

Von   ietzt   ab   wollen   wir   auch   für  -^ ,  -r-  die    schon  früher  er- 
"^  ox'   cy 

wähnten  Abkürzungen  p  und  ([  gebrauchen  (vgl.  S.  122),   also  die  in- 
finitesimale Transformation  ^  ^,-\-  n  ■—-  mit  i,p  -f-  '/(/  bezeichnen. 

ex  0  y 


Kapitel  21. 

Bcstimuiuiig  der  Zusammensetzung  aller  dn'iglicdrigen  Gruppen  von 
infinit esimaleu  Transformationen. 

Im  18.  Kapitel  haben  wir  alle  Typen  von  zweigliedrigen  Gruppen 
von  infinitesimalen  Transformationen  bestimmt.  Dabei  war  es  zunächst 
(in  §  1)  gleichgültig,  wie  gross  die  Anzahl  der  Veränderlichen  war. 
Wir  fanden  daselbst,  dass  die  zweigliedrigen  Gruppen  jedenfalls  zwei 
von  einander  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  L\fy  U^f 
enthalten,  für  die  entweder 

oder 

{UMe^UJ 
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ist.  In  entsprechender  Weise  werden  wir  in  diesem  Kapitel  die 
Klammerausdrücke  bei  den  dreigliedrigen  Gruppen  von  infinitesimalen 
Transformationen  auf  einfache  typische  Form  zurückführen.  Dabei 
müssen  wir  aber  zuvorderst  einige  wichtige  allgemeinere  Begriffe  be- 
sprechen. 

§  1.    Begriff  der  Zusammensetziing  und  Begriff  der  invarianten 
Untergruppen    einer    Gruppe    von    infinitesimalen   Transformationen. 

Unter  einer  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen  ver- 
stehen wir  nach  §  4  des  17.  Kapitels  eine  Schar  von  infinitesimalen 
Transformationen  von  dieser  Art:  Ist  sie  r-gliedrig,  so  enthält  sie  r 
von  einander  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  Uif]  U^f---  Urf 
und  mit  diesen  auch  jede  infinitesimale  Transformation  von  der  Form 

C,UJ+C,U,f-\----  +  CrUrf, 

in  der  Cj,  c^  •  •  •  c,-  irgend  welche  constante  Werte  haben.  Ferner  ist 
jeder  Klammerausdruck  zwischen  zwei  infinitesimalen  Transformationen 
der  Gruppe  wiederum  eine  infinitesimale  Transformation  derselben,  d.  h. 
linear  mit  constanten  Coefficienten  durch  Uif,  Usf '  •  •  ?7r/' ausdrückbar. 
Dazu  ist  ottenbar  notwendig  und  hinreichend,  dass  dies  für  die  r  in- 
finitesimalen Transformationen  UJ'  ■  •  •  Urf  selbst  eintrifft,  d.  h.  dass 
jedes  (JJiUk)  die  Form  hat: 

(1)  {U^Uk)  =  ^^c,uU4' 

1 

(/,A.  =  1,  2  •  •  •  /•)• 

Dies  tritt  z.  B.  ein  bei  den  drei  infinitesimalen  Transformationen 
in  X,  y. 

UJ^P  +  ([>     U-J F£E  xp  -\-ijq,     UJ  =  x^p  +  i/q, 
denn  hier  ist: 

{u,a^=uj,  {u,u,)  =  2h\f,  {u,u,)=u,f, 

d.  h.  es  ist  hier: 

^^121  "^^  1>  ^122  ""^  ^}  ^123  "^^  '^^i 
^131  ^^  ^}  ^132  ^^  ^}  ^133  ^^  "j 
''231  ^^  ^'}       ^232  ^^  ^}       ''233  ^^^   ■*■• 

Mithin  bilden  die  infinitesimalen  Transformationen 

^■i(i'  -\-  q)  +  c.,{xp  -f  gq)  -f  c^{x^p  +  y'q) 
oder: 

(Ci  +  C^X-j-  C.^X^)p  +  (Ci  4-  ^2  2/  +  C3y^)fl 

in  ihrer  Gesamtheit  eine  dreigliedrige  Gruppe. 
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An  Stelle  der  r  infinitesimalen  Transformationen  Uj---Urt 
können  wir  irgend  welche  r  von  einander  unabhängige  intiuitesimale 
Transformationen  der  Gruppe,  etwa: 


(2) 


benutzen,  in  denen  die  y  irgend  welche  Constanten  bedeuten,  deren 
Determinante  U  -}-  ^,1722  •  •  •  ^rr  =|=  0  ist.  Alsdann  treten  an  Stelle 
der  Relationen  (1)  andere.     Es  ist  ja: 

im.)  =  iy.iUJ+  . .  •  +  y.rUJ,  y.,Uj'+  •  •  •  +  y.rUrf) 


'jyur.kiUiU,), 

1      1 
d.  h.  nach  (1): 

r  r  >■ 

(UJJ.)  =^^^yuy..^^c^ul\f, 
1      1  1 

und   hieraus  können   wir   die   U^f,   die   sich   nach  (2)   linear   mit   con- 

stanten    Coefficienten    durch    die    Üf   ausdrücken    lassen,    entfernen, 

sodass  sich  schliesslich  zu  (1)  analoge  Relationen  ergeben: 

r 

(ü,Ü,)='^"y^,.„Üaf. 
1 

Man  sieht  also,  dass  durch  Benutzung  anderer  ;•  von  einander  unab- 
hängiger infinitesimaler  Transformationen  der  Gruppe  die  Relationen 
für  die  Klammerausdrücke  abgeändert  werden  können,  und  es  stellt 
sich  damit  das  Problem ,  in  einem  vorliegenden  Falle  solche  infinitesimale 
Transfortnationen  der  Gruppe  auszuuählen ,  dass  diese  Relationen  eine 
möijliclist  einfache  Gestalt  annehmen.  Dies  Problem  haben  wir  für 
zweigliedrige  Gruppen  U^f  U.J'  schon  in  §  1  des  18.  Kapitels  erledigt. 
Wir  erhielten  dort  die  beiden  Formen  {Uil\)^^0  und  {UiU^)::^üif 
Dasselbe  Problem  werden  wir  nachher  für  dreigliedrige  Gruppen  er- 
ledigen. 

Wir   sagen,  dass   die  Coefficienten  c,i,  in  den  Relationen  (1)  die ^•"»•"'">»"- 
Zusammensetzung    der    r-gliedrigen    Gruppe    vorstellen,    ihre    Kenntnis<'"'"'''f"i^«' 
zieht    die    der   Relationen  (1)    selbst    nach    sich.     Das    zu    erledigende 
Problem    ist    also    dies:    Alle    möglichen   Zusammensetzungen    von   drci- 
'iJiedrigen   Gruppen    von    infinitesimalen   Transformationen    auf  möglicJist 
II fache  typische  Formen  zu  bringen. 
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Hierbei  wird  sich  der  schon  in  §  4  des  17.  Kapitels  eingeführte 
Begriff  der  Unter (jrujjpcn  als  nützlich  erweisen,  den  wir  kurz  recapitu- 
lieren:  Wir  sagen,  dass  in  der  Gruppe  U^f  • '  •  Urf  etwa  UJ'--  •  U^,f 
eine  ()-gliedrige  Untergruppe  bilden,  sobald  jeder  Klammerausdruck 
zwischen  UJ'--'  U^f  allein  sich  linear  mit  constanten  Coefficienteu 
durch  Ulf  •  •  '  U(,f  allein  ausdrücken  lässt,  d.  h.  sobald  U^f  •  •  •  U^,f 
für  sich  eine  Gruppe  bilden, 
^"untor'*''  Insbesondere  nennen  wir  diese  Untergruppe   U^f  ■  •  •  U(,f  eine  in- 

Kruppc.  ijQriante  Unta-gnippe,  wenn  auch  die  Klammerausdrücke  dieser  U^f  •'•  U^,f' 
mit  allen  UJ'  •  ■  •  Urf  sich  linear  mit  constanten  Coefficienten  durch 
Ulf---  U'f  allein  darstellen  lassen.  In  der  oben  als  Beispiel  an- 
gegebenen dreigliedrigen  Gruppe 

P  +  U,     xp  +  yq,     x^p  -f  y^q 
ist  offenbar 

p  +  <h   xp  +  ya 

eine    zweigliedrige    Untergruppe,    denn    ihre    Klammeroperatiou    giebt 
p  -j-  q.     Ebenso  ist 

eine  zweigliedrige  Untergruppe.     Dagegen  ist 

p-\-q,  x-p  4-  y^q 
keine  Untergruppe,  denn  ihr  Klammerausdruck  giebt  2xp  -\-  2yq  und 
diese  infinitesimale  Transformation  lässt  sich  nicht  linear  mit  con- 
stanten Coefficienten  durch  p  -\-  q  und  x^p  -\-  y^q  ausdrücken.  Keine 
der  beiden  angegebenen  Untergruppen  ist  übrigens  eine  sogenannte 
invariante  Untergruppe. 

Dagegen  besitzt  die  dreigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen 
Transformationen  in  zwei  Veränderlichen  a;,  y. 

P,     Ü,     ^ü, 
wo 

(p,  q)  =  0,     Q),  xq)  ~  q,     {q,  xq)  =  0 
ist,  zweigliedrige  invariante  Untergruppen,  nämlich  die  von  der  Form: 

q,    p  -\-  axq. 
Hierin  bedeutet  a  irgend  eine  Constante.     In  der  That  ist 
{q,p)  =  Q,     (5,  (/)  — 0,     {q,xq)  =  0; 
{p  4-  axq,  p)  ^^  —  aq,     {p  +  axq,  q)  =  0,     (p  +  axq,  xq)  =  q. 

Liegt  eine  r-gliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transforma- 
tionen Ulf  -  •  -  Urf  vor,  so  ist  leicht  einzusehen,  dass  die  (UiUk),  die 
ja  auch  infinitesimale  Transfurmationen  der  r-gliedrigen  Gruppe  sind, 
für   sich  eine  invariante  Untergruppe  bilden.     Es  giebt  nämlich  jedes 
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{U;Tj\),  corabiniert  n\\l  irgond  einem  Ujf,  eine  aus  den  {ViL\)  allein 
linear  mit  constanten  Coefficienten  zusammensetzbare  infinitesimale 
Transformation,  denn  nach  (1)  ist: 

r 

Also  gilt  das 

Theorem  46:  Ist  l\f  -  ■  •  Urf  eine  r^gliedrige  Gruppe  von 
infinitesimalen  Transformationen,  so  bilden  die  {UiUt)  eine 
invariante   Untergrtippe  derselben. 

Es  sind  zwei  Fälle  denkbar:  Entweder  sind  unter  den  {UiUi) 
gerade  r  von  einander  unabhängige  enthalten  oder  weniger.  Der 
erste  Fall  tritt  z.  B.  bei  der  Gruppe 

p  +  q,     xp  +  yq,     x^p  +  y'^-q 
ein.     Allgemein  nennen  wir  die  Gruppe  der  {Uil\)  die  erste  derivierte     k--;'»« 
Gruppe.     Man    kann    von    dieser  derivierten   Gruppe   wieder  die   erste    ""'pp"" 
derivierte  Gruppe  suchen  u.  s.  w.    Die  sich  dadurch  ergebenden  Unter- 
gruppen heissen  dann  die  zweite,  dritte  u.  s.  w.  derivierte  Gruppe  der 
gegebenen  Gruppe   UJ--  Urf.     So  hat  die  fünfgliedrige  Gruppe 

Ih     ^i',     Q,     '-cq,     x^q 
als  erste  derivierte  die  viersliedrio-e: 

p,     q,     xq,     x^q, 

als  zweite  die  zweigliedrige: 

q,     xq, 

während   eine   dritte   derivierte  Gruppe   wegen  {q,  xq)  e^  0  nicht   vor- 
handen ist. 


lUüaninirn- 
K  r.\r. 


en 


Die  hier  eingeführte  Terminologie  hat  tiefer  liegende  Gründe,  die^""» 
an  dieser  Stelle  noch  nicht  erörtert  werden  kiuinen.     Wir  wollen  nur'^''""''P''" 
die    bezeiclinung    der    Lrrtippen    von    infiuilcsimalen    Transformationen'"'''^'^''-'' 

1...  11..      i  ii-i  ondlicli« 

etwas  naher  begründen  und  gehen  dazu  von  Beispielen  aus.  (Vgl.  dabei 
§  2  des  2.  Kap.)  Im  18.  Kapitel  fanden  wir  vier  Typen  von  zwei- 
gliedrigen Gruppen  von  infinitesimalen  Transformationen  in  der  Ebene. 
Der   erste  derselben  war  dieser: 

Dieser  Gruppe  gehört  allgemein  die  infinitesimale  Transformation 

P  -\-  aq     (a  =  Const.) 
an.     Dieselbe   erzeugt,   wie   wir   wissen,  eine   eingliedrige  (Jruppo  von 
endlichen  Transformationen: 

^1  =  ^+^    y,=y  +  ('t. 
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Wenn  wir  nun  zu  jeder  beliebigen  infinitesimalen  Transformation 
p  -\-  aq  unserer  zweigliedrigen  Gruppe  die  zugehörige  eingliedrige 
Gruppe  von  endliclien  Transformationen  aufsuchen,  so  haben  wir  a 
beliebig  zu  lassen,  und  wir  haben  also  oo^  Scharen  von  je  oo^  end- 
lichen Transformationen,  also  insgesamt  oo^  endliche  Transformationen 
von  obiger  Form,  in  denen  t  und  a  willkürliche  Parameter  sind,  und 
die  sich  daher  auch  in  der  Form  schreiben  lassen: 

x^  =  x-{-  a,    yi=y  +  ß- 
Diese  oo^  Transformationen  bilden,   wir  wir  wissen,  eine  Grupiie  von 
mdliclien  Transformationen  und  zwar  eine  zweigliedrige.  (§  1  des  1.  Kap.) 
Der  zweite  Typus  von  zweigliedrigen  Gruppen  von  infinitesimalen 
Transformationen  der  Ebene  war  dieser: 

q,     xq. 
Hier  lautet  die  allgemeine  infinitesimale  Transformation: 

q  +  axq, 
und    die    von    ihr   erzeugte   eingliedrige  Gruppe  von  endlichen  Trans- 
formationen stellt  sich  so  dar: 

Xi=  X,     !/i  =  ?/  +  (1  +  fix)f- 
Lassen  wir  a  alle  möglichen  constanten  Werte  annehmen,  so  ergeben 
sich  oo'^  endliche  Transformationen,  die  sich  auch  so  schreiben  lassen: 

Xi=x,     yi=y  -^  cc  -}-  ßx. 
Dieselben  bilden  eine  ziveigliedrige  Gruppe,  denn  eliminieren  wir  x^ ,  yi 
vermöge  dieser  Gleichungen  aus  den  Gleichungen: 

so  kommt: 

0^2  =  ^,       2/2  =  2/  +   («  +   ^l)   +   (/^  +  ßl)^- 

Der  dritte  Typus  war  dieser: 

q,     xp  +  yq, 
und  hier  lautet  die  von  der  allgemeinen  infinitesimalen  Transformation 

q  +  a(xp  +  yq) 
erzeutrte  eingliedrige  Gruppe  von  endlicJien  Transformationen: 

,    ,      e«'  -  1 

Xi  =  x&",     yi  =  yef"  -\ 

Hierin    lassen    wir    wieder    die    Constante    a    variieren    und    erhalten 
dadurch  oo-  Transformationen,  die  sich  auch  schreiben  lassen: 

Xi  =  ax,     yi  =  ccy  -}-  ß. 
Offenbar  stellen  sie  eine  zweigliedrige  Gruppe  von  endlichen  Transfor- 
mationen dar. 
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Gauz  ähnlich  ergiebt  sich  beim  vierten  Typus 

mit  der  allgemeinen  infinitesimalen  Transformation 

q  +  ayq 
die  zweigliedrige  Gnippe  von  endlichen  Transformationen 

oder  anders  gesehrieben: 

^1  =^,     2/1  =  «!/  +  ß- 
Ahnlich   verhält  es  sich  nun,   wie  wir  ohne  Beweis  angeben,   bei 
jeder  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen.    Bilden  \f.  '■  JJrf 
eine  r-gliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen,  so  ist 

ÜJ-\-  a,ü,f-\-  a,UJ-\.  •  •  •   +  ürUrf 

die  allgemeine  infinitesimale  Transformation  derselben,  wenn  a>,a,-..a 
irgend  welche  Constanten  bedeuten.  Diese  infinitesimale  Transformation 
erzeugt  eine  gewisse  eingliedrige  Gruppe  von  endliclien  Transforma- 
tionen mit  einem  Parameter  t  Die  Gleichungen  derselben  enthalten 
«2;  «3  •  •  •  (ir  und  lauten  etwa,  wenn  x,  ■  ■  ■  x„  die  in  den  Uf  vor- 
kommenden Veränderlichen  sind: 

^i'=(Pi{Xi'-  -Xn,   a^-  ■  ■  ttr,    t)  (,  =  l,2...n). 

Variieren  wir  hierin  nicht  nur  t,  sondern  auch  a,,  a,  ■  ■  .  «„  so  ergeben 
sich  oo-  endliche  Transformationen  und  dieselben  bilden  eine  r-glfedrige 
Gruppe,  wie  man  allgemein  beweisen  kann. 

Hiernach  wird  es  der  Leser  gerechtfertigt  finden,  dass  wir  den 
BegnfiP  emer  r-gliedrigen  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen 
eingeführt  haben. 

§  2.     Erster  Typus  von  dreigliedrigen  Zusammensetzungen. 

Wir  gehen  nunmehr  daran,  alle  Zusammensetzungen  von  drei- 
gliedrigen Gruppen  von  infinitesimalen  Transformationen  UJ,  U,f  UJ 
zu  bestimmen.  Dabei  kümmert  uns  zunächst  die  Zahl  der  Veränder- 
lichen, die  in  der  Gruppe  vorkommen,  gar  nicht. 

Nach  den  Bemerkungen  des  vorigen  Paragraphen  können  wir  das 
Problem  in  die  folgenden  einzelnen  zerlegen:  Alle  Zusammensetzuncren 
von  dreigliedrigen  Gruppen  zu  bestimmen,  deren  erste  derivierto  Gruppe 
dreigliedrig  (d.  h.  sie  selbst  ist)  oder  zweigliedrig  oder  eincrliedricr 
oder  nullgliedrig  ist.  Im  gegenwärtigen  Paragraphen  erledigen  wir 
den  ersten  Fall. 
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Die  erste  Vorausgcsetzt    wird    also,    dass    UJ,    U.f,    UJ  eine    eingliedrige 

o;.:;pr::i  Gruppe  bilden,  d.  h.  das«  {U,U,),  {UM  und  {UM,)  sich  linear  mit 
^^"'^""''^^  eonstanten  Coeffieienten  durch  UJ,  U,f  und  UJ  selbst  ausdrücken 
lassen  und  dass  diese  drei  Klamraerausdrücke  drei  von  einander  imah- 
Mngige  infinitesimale  Transformationen  seien.  Wir  werden  auf  zwei 
Wegen  erkennen,  dass  sich  die  Zusammensetzung  einer  solchen  Gruppe 
immer  durch  passende  Auswahl  dreier  von  einander  unabhängiger 
aus  der  Schat  der  infinitesimalen  Transformationen 

Const.  UJ+  Const.  UJ-{-  Const.  UJ 
auf  eine  gewisse  canonische  Form  bringen  lässt. 

Der  "erste   Weg,  um   dies   zu   beweisen,  ist  rein   elementar.     Der 
zweite,   elegantere , "setzt  die  Kenntnis  homogener  Punkt-  und  Linien-     j 
coordinaten    in    der    Ebene,    sowie    einige    Sätze    aus    der    projectiven 
Geometrie   voraus  und   ist  deshalb   von   Wichtigkeit,    weil   er  typisch 
ist  für  die  Bestimmung  von  Zusammensetzungen  von  Gruppen  überhaupt,     j 

KrsteArtJer         Zunächst  schlagcn  wir  den  elementaren  Weg  ein:   Nach  Theorem  40 
Rednction.  ^^  4  ^igg  17.  Kap.)  gehört  jede  infinitesimale  Transformation  der  Gruppe, 
also   etwa   UJ,   wenigstens    einer  zweigliedrigen   Untergruppe   an  und 
diese  kann,  wenn    Uf  eine  von   UJ  unabhängige  Transformation  der- 
selben ist,  nach  Satz  1,  §  1  des  18.  Kapitels,  auf  eine  der  beiden  Formen 

{ujr,)^uj,  (uM-^o 

gebracht  werden.  Der  zweite  Fall  ist  auszuschliessen,  da  {UJQ, 
{UM  nud  {UJJs)  drei  von  einander  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
formationen sein  sollen.     Wir  nehmen  daher  an 

{U,U^=UJ 

Sei  nun  etwa 

{UJT,)  -=  aJJ-]-  a,UJ^  a,UJ, 

(  T\  U,)  ^  ß,  TJ  +  ß,  UJ  +  ßs  UJ, 
wo  die  «  und  ß  Constanten  bedeuten.     Wir  wenden  auf  UJ,  UJ,  UJ 
die    Jacobi'sche    Identität,    die    wir    in    §   4    des    10.   Kapitels    kennen 
lernten,  an.     Es  ist  danach 

i{U,U,)U,).  +  {{Ujm\)  +  {{UJh)U,)  =  0, 

also,  wenn  wir  ausrechnen: 

aJT^  +  «2^2  +  «sf^s  —  ß2lh  —  AX«J'i  +  «Jl  +  «3^3)  - 

-  «xC/i  +  ^Äßiü,  -\-ß,u,  +  ßM  =  0 

oder,    da    zwischen    UJ,    UJ,    UJ  keine    lineare    Relation    mit   cou- 
stanten  Coeffieienten  besteht: 

«3  =  0,     -ß,-ß,cc,=0,     a,{\-ß,)  =  0. 
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Sicher  ist  c(.,=^(),  denn  sonst  wliro  (/',  T],)  i  a^l\r^  u^( ^^^S),  «1.  li- 
die  drei  Ausdrücke  (UiTl,),  (^'i^Q;  C^^^s)  wären  nicht  von  einander 
unabhllngig.  Da  cc.^  also  =f=  0  ist,  so  folgt  ^3=1  und  ß^  =  —  «,, 
sodass  wir  haben,  wenn  U,f  von  nun  an  kurz  mit  Ui  bezeichnet  wird: 

An  Stelle  von   f].f  können  wir  nun  eine  infinitesimale  Transformation 

in  der  Aj,  k.,  irgend  welche  Coustauten  bedeuten,  und  die  sich<^r  U.^f 
enthält,  einführen.     Dann  haben  wir: 

^  (ß,  -  2x,)i\  -  (a,  +  A,)r,  +  u;. 

Nehmen  wir  also 

an,  so  kommt 

Die  von  Null  verschiedene  Zahl  cf.,  kann  leicht  gleich  irgend  einer 
von  Null  verschiedenen  Zahl  gemacht  werden.     Setzt  man  nämlich 

ÜJ=aTTJ,     äf=U,f,     UJ=aU;f    {a-^0), 
-<)  kommt 

Durch  passende  Wahl  der  von  Null  verschiedenen  Constanten  n  können 
wir  hier  dem  Factor  a^Uo  jeden   von  Null   verschiedenen  Wert  geben. 
Insbesondere  wollen  wir  a'^a.,  =  2  machen.     Wir  finden  denmach 
die  Klammerausdrücke 

mü,)  -  U„    CUM  ~  2U,,    {Ü,U,)    -:  ü,. 

Jede    dreigliedrige    Gruppe   von   infinitesimalen    Transformationen, 

deren   infinitesimale  Transformationen   durch   tue   Klammeroperationen 

^iuntlich  reproduciert  werden,  kann  also  durch  passende  Auswahl  der 

drei  von  einander  unabhängigen  Transformationen  auf  die  Zusannnen- 

i'tznniT 


{U,U^)~^U,     (JI,U,)^W,     {U,L-)       t 


gebracht  werden. 

Lio,  nifrorpnlialjflricliiinijen. 
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Beispiele  hierzu    sind   in   einer  und    in   zwei  Verlinderlichen  diese 

drei  Gruppen: 

p,     xp,     x^p-, 

2{p  +  xq),     xp  +  2yq,     (x-  —  y)p  +  xyq; 

p  -^q,     xp-\-  yq,     x^p  +  y-q. 

Zwcito  Art  Nunmehr  betreten  wir  zum  Nachweis  iener  Zusammensetzung  den 

Hon  iiuf  .iiü-_5,^gjYm,  eleganteren  Weg. 

selbe  Form.  '  d  o 

Dabei   bedienen   wir   uns   einer   eigentümlichen,    in   der   (iruppen- 
nnutu.iß  <\<'rtheorie  äusserst  fruchtbaren  qcomctrischen  Dcutitnn.    Wir  wollen  nämlich 

iiif.  Trf.  iila  .  ^  ^  '^ 

i'imkte  fior  jej.  allgemeinen  infiiiitesimalen  Transformation 

«1  C^l   +  «2  f^2  +  «3  C^3 

unserer  dreigliedrigen  Gruppe  f/j,  J/g,  C/3  als  Bildpunkt  einen  Punkt 
in  einer  Ebene  zuordnen,  der,  bezogen  auf  ein  Coordinatendreieck,  die 
homogenen  Coordinaten  a^,  a.,,  a.^  hat.  Hiernach  wird  jede  infinitesi- 
male Transformation  der  Gruppe  symbolisch  durch  einen  Punkt  dieser 
Ebene  dargestellt,  und  umgekehrt  entspricht  jedem  Punkte  dieser 
Ebene  mit  den  homogenen  Punktcoordinaten  o^,  a^,  a._^  eine  infinitesi- 
male Transformation 

«1  Ui  +  «2  C^2  +  «3  ^3 

der  Gruppe.  Da  die  homogenen  Coordinaten  nur  ihren  Verhältnissen 
nach  bestimmt  sind,  so  wird  dem  Punkte  {a^,  a.^,  «3)  zwar  auch  jod(> 
infinitesimale  Transformation  von  der  Form 

zugeordnet  sein,  aber  diese  sind  wir  schon  gewöhnt  als  mit  der  obigen 
identisch  anzusehen,  da  sie  sich  von  ihr  nur  um  einen  constanten 
Factor  A  unterscheidet. 

Es  ist  ohne  weiteres  einzusehen,  dass  dreien  von  einander  unab- 
hängigen infinitesimalen  Transformationen  die  Ecken  eines  wirklichen 
Dreiecks,  dreien  von  einander  abhängigen  aber  drei  Punkte  einer  Geraden 
entsprechen. 

Durch  die  Klammeroperation  wird  zwei  infinitesimalen  Trans- 
formationen 

«,  Th  +  «.  U,  +  «3  TT,,    ß,  l\  -f  ß,  U,  -h  ß,  U, 
wegen  der  Relationen 
(3)  (  Ui  Ih)  =  cni  U,  +  Cn.2U,  +  Cn,U, 

(i,  A-  =  1,  2,  3) 

eine  dritte  infinitesimale  Transformation 


I 
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,,  ^;  _|_  s,  U,  +  f ,  TT,  =  {Sa  U,  Uß  TT)  = 

+  (a,ß,-aM{U,U,) 

+  («L'At  —  «;',/^.)(C23lf^l   +  «^232^^2  +  ^233  f ^3)  + 

+  («3/^1  -  «1/33)  feil  f/i  +  C:mfh  +  ^„J/0 
zugeordnet,  wo  also: 

jf,  =  («1^.,  —  a./3j)Ci,i  +  (a.^3  —  ccMCfM  +  («3/^1  —  «)Ai)^:;ii, 
(4)       f2  =  («1/3,  —  a.,ß,)c,.,,  +  (a,/3,  -  «3^,)  c,3,  +  («3/3,  —  «,^3)^,,,, 

U3  =  («1^2  —  ao/3i)Ci23  +  {ci.,ß,  —  «3^.)c,,33  +  («3/31  —  ai/53)c3,,, 

ist.  Entsprechend  gehört  danach  jedem  Punktepaar  (a, ,  a^;  «3)»  (/^i> 
/Jg,  /^s)  der  Biklebene  ein  Punkt  (fj,  e.,,  £.^  derselben  zu,  dessen 
Coordinaten  s^,  s.2,  s^  sich  vermöge  (4)  durch  die  der  ursprünglichen 
beiden  Punkte  ausdrücken.  Die  beiden  ersten  Punkte  —  wir  be- 
zeichnen  sie   kurz   mit  («)  und  (/3)  —  bestimmen   eine  Gerade.     Zwoi 

beliebige  Punkte  («)  und  (/3)  derselben  haben  die  Coordinaten: 

«l  =  f^l   +  ?/^i;       «2  =  «-j  +  P/\',       «3  =  «;j  +  PAm 
ßi=C^i   +  (J/jj,      ^^  =  «^,  +  öß,,      ß,  =  «3  +  (7/1; 

ibnon  gehören  die  infinitesimalen  Transformationen 

«1^    +   «2^   +  «3^.  +  P(^l^^    +   /52^^  +  /33?3), 

«1  t/i  +  <x,  u,  +  a,  u,  +  6^ß,  i\  +  /i,  u,  +  ^3  r,) 

zu.     Der  Klammerausdruck  derselben  ist  offenbar  gleich 

{ö  -  q)  {a,  U,  +  a, U,  +  a,U„     ß,  U,  +  ß,  U,  +  ß, U,). 

Die  Coordinaten  des  dieser  infinitesimalen  Transformation  zugeordneten 
Punktes  (e)  unterscheiden  sich  demnach  von  den  obigen  £,,  fo,  £3  nur 
um  den  Factor  (ö  —  ()),  d.  h.  dieser  neue  Punkt  (f )  deckt  sich  mit 
dem  Punkt  (s). 

Wenn  also  zwei  i'uukteu  (a),  (ß)  der  Bildebene  ein  dritter  Punkt 
(«)  derselben  vermöge  der  Klammeroperation  zugeordnet  ist,  so  ist 
jedem  Punktepaar  (ä),  (ß)  der  von  {a)  und  (ß)  bestimmten  Geraden 
eben  dieser  Punkt  (e)  zugeordnet.  Daher  rechtfertigt  es  sicli,  zu 
sagen,  dass  die  Klammeroperation  jeder  Geraden  der  Bildebene  •>in(Mi 
PimJd  derselben  zuordnet.  Es  fragt  sich  nun,  welches  dor  geome- 
trische Charakter  dieser  Zuordnung  ist. 

Die  durch  die  Punkte  («)  und  [ß)  bestimmt»'  (iorailt"  liat  die 
Liniencoordinaten 

:ii  ■ 
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c(iß,  —  a.ßi,     cc.ß^  —  a^ß,,     ctj^  —  a^ß.,, 
und   die  Punktcoordinaten  f^,  e^,  £3   des   dieser   Geraden   zugeordneten 
Punktes   drücken   sich   nach  (4)   linear   und   homogen   durch  dieselben 
aus.     Die  Determinante  dieser  Ausdrücke  ist  diese: 


z/  = 


Cl91 


C122 

^123 

^232 

^233 

= 

^312 

^313 

'123 


=     a 


233 


C,o 


-231 


-312 


Wir  wollten  nun  nur  den  Fall  im  vorliegenden  Paragraphen  ins  Auge 
fassen,  in  welchem 

(3')  ( K,  TQ  =  C23,  U^  +  Ca32  C4  +  C233  Us , 

I  (  Ja,  r/j)  =  C.., ,  ?7i  +  C31,  f^,  +  C3,3  C73 

von  einander  unabhängig  sind,  d.  h.  die  Determinante 

ist. 

Benutzen  wir  die  Jacobi'sche  Identität: 

(( ih  rQ  u,)  +  (( u,  u,)  u,)  4-  (( u,  u,)  u,)  =  0, 

so  liefert  sie  nach   iß'): 

3  3  3 

1  1  1 

oder,  da  {UiUi)  =.  0  und  (r/,-  f/,)  ee  —  {U,  U,)  ist: 

(C,22  —  C313)  (  £^2  Us)  4-  (C,33   —   C,2,)  (  f/g  ?7,)  +   (C311   —  C23.,)  ( C7,  f/g)  =  0. 

Da  nun  (ll^U^),  {U^Ui)   und  {U^U.^  nach  Voraussetzung  von  einander 
unabhängig  sind,  so  folgt,  dass  einzeln 

'-122  ^^^  ^31,3  >       ^233  ^  <'12n       ^;tll   ^^^  ^232 

ist.     Mithin  ist  auch  die  Determinante  z/  symmetrisch. 

Die  projective  Geometrie  lehrt,  dass  hieraus  folgt,  dass  die  durch 
(4)  hergestellte  Zuordnung  von  Gerade  und  Punkt  die  durch  einen 
(nicht  ausgearteten)  Kegelschnitt  vermittelte  Beziehung  zwischen  Polare 
und  Pol  ist. 

In  der  Bildebene  existiert  also  ein  gewisser  Kegelschnitt  von  der 
Art,  dass  der  Bildpunkt  des  Klanimerausdruckes  aus  zwei  infinitesi- 
malen Transformationen  der  Gruppe  der  Pol  der  Geraden  ist,  welche 
die  Bihlpunkte  dieser  beiden  letzteren  infinitesimalen  Transformationen 
verbindet.  Die  Gleichung  dieses  Kegelschnittes  lautet  übrigens  nach 
den  Lehren  der  projectiven  Geometrie  in  den  homogenen  Punkt- 
coordinaten l^,  J2,  h'. 


Eiöter  T}[)ii3  von  dicif^licdriyt.'u  Zusiiiiiincii-c  tiungfii. 
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i  ^' 

h 

h 

0 

1    ^231 

^311 

Cm 

Jl 

1     ^232 

C3.2 

C,22 

?2 

''233 

^313 

^123 

53 

0. 


Da  uun  die  Abbildung  eine  eiu-eiudeutige  ist,  su  können  wir  diese 
geometrische  Eigentümlichkeit  gruppentheoretisch  verwerten:  Wir  con- 
struieren  irgend  ein  Dreieck,  bestimmt 
durch  eine  Sehne  und  die  Tangenten 
des  Kegelschnittes  in  den  Schnitt- 
punkten der  Sehne  und  bezeichnen 
diese  Schnittpunkte  als  Bildpunkte  der 
neuen  infinitesimalen  Transforma- 
tionen L\,  L\  und  den  Schnittpunkt 
der  Tangenten  als  Bildpuukt  der 
neuen  Z\.  (Figur  35.)  Sicher  sind 
diese  neuen  drei  infinitesimalen  Trans- 
formationen der  Gruppe  von  einander 
unabhängig,  da  ihre  Bildpunkte  ein  wirkliches  Dreieck  bestimmen. 

Der  Sehne  ist  der  Tangentenschuittpunkt  als  Pol  zugeordnet,  und 
es  ist  daher  jetzt 

Ferner  hat  jede   Tangente   ihren  Berührpunkt   als  Pol.     Demnach   ist 
auch  jetzt: 

(U,U,)  =  al\,     (U,U,)  =  ylJ,. 

Sicher  sind  die  Constanten  «,  /3,  y  sämtlich  verschieden  von  Null,  du 
sonst  z/  =  U  wäre.     Die  Jacobi'sche  Identität  liefert  noch: 


Fig.  35 


<UM-{-y^UM  =  0, 


Benutzen   wir  schliesslich  au  Stelle  von    l\,  IL,  U.^  die  intinitesinialen 
Transformationen 

so  kommt: 

(Ü,m^bal\,    {L\Üd^-""^'Ü,,     (r,IZ)-:hair,. 

tlber  die  Constanten  «,  b,  c  können  wir  beliebig  (doch  so,  dass  keine 
Null  wird)  verfügen.     Wir  setzen  also: 


b  = 


und  dann  kommt 


((C  =   —A 

aß 
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(ÜJJ^^  =  U„     (UM  ^.21!,,     (Ujj,)=Ü,, 

und  wir  sind  in  der  That  zu  der  oben  auf  anderem  Wege  gefundenen 
Zusammensetzung  unserer  dreigliedrigen  Gruppe  gelangt. 

Wählt  man  an  Stelle  von  TJ^f,  U^f,  U.^f  drei  iufiuitesiraale  Traus- 
fornmtionen  \\f,  V.^f,  V.^f\  deren  Bildpunkte  die  Ecken  eines  Polardrei- 
eckes  unseres  Kegelschnittes  sind,  indem  man  etwa  setzt: 

VJ=X{UJ-\-iTJ,f), 

V,f=v(ÜJ-iUj), 
so  kommt 

(v,v,)  =  ^v,,    iv,v,)  =  -^~fv,,    {V,V,)..'^V,. 

Hierin   kann   man   durch   passende   Wahl   der  von  Null  verschiedenen  Con- 
staiiten  A,  (i,   v  erreichen,  dass  inbesoudere 

wird. 

Es  ist  dies  eine  symmetrischere  Form  der  Zusammensetzung  unserer 
dreigliedrigen  Gruppe.      Ein  Beispiel  hierzu  ist  dies: 

—  xq-{-y2>,     7  +  xm^  -\-  fü,     —  p  —  x^p  —  xyq. 

Wir  werden  jedoch  in  diesem  Buche  die  weniger  symmetrische  Irüliere 
Form  der  Zusammensetzung  benutzen. 

§  3.    Die  übrigen  Typen  von  dreigliedrigen  Zusammensetzungen. 

Nachdem  wir  im  vorliergelicndeu  Paragraphen  die  dreigliedrigen 
Zusanimcusetzungeu  für  den  Fall  bestimmt  haben,  dass  die  Determi- 
nante z/  der  Coefficienten  Ca.s  verschieden  von  Null  ist,  kommen  wir 
jetzt  zur  Erledigung  der  übrigen  Fälle. 

Es  sei  also  die  Determinante 

J  =  0, 
dagegen    sollen    zunächst    nicht   sämtliche   zweireihigen   Unterdetermi- 
nanten von  z/   verschwinden,   d.  h.   es   sollen   von   den   drei  infinitesi- 
malen Transformationen    (L^if'a)»   {UiV.^,  (^a^O   zwei   und  nur   zwei 
1)10  orsto  yQjj  einander  unabhängig  sein,  mit  anderen  Worten,  die  erste  dcrivicric 
/.wcT'iicaf  ^'*'^^PP^  f^ß'"  Gruppe   UJ\   U^f,   UJ  soll  gerade  zweigliedrig  sein. 

In  diesem  Falle  wälilen  wir  als  U^f  und  tl^f  zwei  von  einander 
unabhängige  intinitesiniale  Transformationen  der  derivierten  Gruppe 
und  können,  wie  wir  nach  »Satz  1,  §  1  des  18.  Kapitels,  wissen,  ins- 
besondere {UiU2)^0  oder  {Ui^lQ  ^  Ui,  also  allgemein 
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anuelimeii.  Dann  müs.seu  sicli  (U^U-^)  und  {UJJi)  'iiiear  luit  cuii- 
stauten  Coefticieutcii  durch    Ui  uud    U^  ausdrücken,  d.  h.  ea  ist: 

{U,U,)^c,,jr^-j-c,,,U,. 

Die  Jacobi'sche  Identität 

liefert  nun: 

^'i2i(—  <^6nUi  —  C-n^U-^  +  (^2-i2i—  c,2i  l{)  +  CauCi2iZ7i  =  0 
oder  also: 

Wäre  Cijjj  =|=  0,  also  6*232  =  c^i^  =  0,  so  würden  in 

Cr,,       0       0 

^  "=       ^231        ^232         ^ 

I  ^aii      ''312       *-' 

alle  zweireihigen  Unterdeterminanteu  verschwinden,  was  der  Voraus- 
setzung zuwiderläuft.     Also  ist  Ci^i  =  0  und 

während  die  Determinante 

^231        ^232  1      /-v 

I    ^311        ^312    i 

ist.     Bedeuten  nun  x  und  A  zwei  Constanten,  so  ist 
{xU,  +  XU„  U,)  =  x(U,  U,)  +  liU,  U,)  = 

^  (—  ^c-Mi  +  ^G-mWi  +  (—  XC3,3  +  U,^i)ll, 
und    dies   lässt  sich   wegen   des   Nichtverschwindens   der   vorstehenden 
Determinante  durch  passejide  Wahl   der  beiden  nicht  gleichzeitig  ver- 
schwindenden Constauten  x,  l  immer  auf  die  Form 

bringen.     Diese  Forderung  führt  nämlich  zu  den  Bedingungen: 

Vjs  sind  dies  zwei  lineare  homogene  Gleichungen  für  x,  ?. ,  weklie 
nur  dann  nicht- verschwindende  Werte  für  x,  K  liefern,  wenn  ihre 
Determinante 

^311  "  ^231 


=  0 


f.,, 


c.,.,. 


-3 12  ''232  " 

ist.     Dies    aber    ist    eine   c|uadratische   Gleichung    für   «,    wclrlie    sich 
immer  durch  passende   Wahl   von  «  erfüllen  liisst.      Da  bisher   Lf^  uud 
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U2  gauz  symmetrisch  aufgetroteu  siml,  weil  {UiU.j)^0  ist,  su  können 
wir  insbesondere  x  =^  0  voniussetzeu ,  und  ilaiin  verwerten  wir 
nUi -\-  ^Vj,  als  neues    U^  und  erhalten: 

Hier    sind    die.  Constanten   a  und   ß.^   beide   =|=  0,    da    sonst   die   erste 
derivierle  Grupjie  nicht  mehr  zweigliedrig  wäre. 
Benutzen  wir  au  Stelle  von    U.,f: 

UJ=U,f+aUJ, 
wo  a  eine  noch   verfügbare  Constaiite  ist,  so   erhalten   wir 

und 

{UM  EEE  ßj\  +  ß.V,  +  aaU,  =  ß,ll  +  iß,  +  («  -  ß.;)a)l\. 

Sobald  a  =}=  ß.,  ist,  können  wir  hiernach  a  so  wählen,  dass 

(UM^ßM 

wird;  ebenso  dann,  wenn  zwar  a  =  ß.j,  aber  auch  /3j  =^  0  ist.  Es 
ergiebt  sich  somit  in  diesen  Fällen,  wenn  TI,f  von  jetzt  ab  mit  ll.f^' 
bezeichnet  wird,  die  Zusammensetzung: 

iUdQ  =  o, 
{u,u;)  =  ß,u,, 

wo  u  und  /32  4^  0  sind.  Benutzen  wir  schliesslich  an  Stelle  von  U-^ 
noch  — f^,  so  erreichen  wir  insbesondere  diese  Form: 


{U,U,)  =  ^'    mU,)=U,     {U,U,)~cU, 


Ein   Beispiel  hierzu  ist  die  dreigliedrige  Gruppe  in  x,  y: 

p,     q,     xp  +  cyq. 
Wenn   dagegen   n  =  ß.j   und    /3,  =f=  0  ist,   so   haben  wir  zunächst: 

(U,U,)eeO, 
{U,U,)  =  al\, 
(U,U,)~ß,U,  +  aU, 

und  hier  sind  cc  und  ß^  =|=  0.    Nehmen  wir  auch  hier    -  U^    als    neues 
U^,  so  ergiebt  sich: 
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wo   c  -|=  0  ist.     Noch    köimen    wir    c  l\    als    neues    Uy   benutzen,   und 
iliidurch  geht  der  Typus  hervor: 

\'iu,u,)  =  o   mu,)=--u,    (u,u,)=i\+  r,  1, 


der    sich    nicht    auf  den   vorher   gefundenen   zurückführen   liisst.     Ein 
Beispiel  hierzu  ist  die  dreigliedrige  Gruppe  in  x,  y: 

Wir  sind  also  zu  zwei  verschiedenen  Typen  gelangt  und  heben 
nuch  hervor,  dass  sich  die  Constante  c  im  ersten  nicht  durch  [»assende 
Wahl  der  infinitesimalen  Transformationen  l\j  U.,,  U^  specialisieren 
lässt.     Nur  lässt  sich  dadurch,  dass  man 

u,=  u,,    u,=  u„   ü,==\u, 

setzt,  jene  Zusammensetzung  überfüliren  in: 

also  c  in  —  verwandeln.    Je  zwei  jener  Zusammensetzungen  sind  also 

in   einander   überführbar,  mit  Ausnahme   derjenigen,   für  die  t;==— , 
d.  h.  c  =  4-  1  ist. 

Wir  wollen  nunmehr  annehmen,  für  unsere  dreigliedrige  Gruppe 
L\,  U^,  U-j  seien  alle  zweireihigen  Unterdeterminanten  von  z/  gleich 
Null,  während  nicht  alle  Glieder  der  Determinante  einzeln  verschwinden. 
Es  sollen  sich  also  {UyU.^,  {U.,U^),  {U.^Ui)  alle  durch  eine  einzige 
infinitesimale  Transformation,  die  wir  als  l\  benutzen,  darstellen 
lassen  und  nicht  sämtlich  verschwinden,  d.  h.  die  erste  derivicrtc  (rrujypc  w*  or«tc 

.  .  ._  1-1    n        •  iloriviorto 

soll  cmglicdrKj  sein.     In.  diesem  balle  ist:  cnippc  lei 

oitiglictlrig 

und   «,   /3,  y    verschwinden   nicht  sämtlich.     Die  Jacobi'sche   Identität 
liefert   hier   für  a,  /i,  y   keine  Bedingungen.     Wohl   aber   können    wir 
durch    passende   Einführung    von   xTo  +  ^^a   ''^^   neues    U..   erreichen, 
dass  insbesondere  {l\U^) --   ;  0,  d.  h.  «  =  0  wird. 
Ist  dann  /j  ^  0,  so  setzen  wir  nachträglich 


und  erhalten 


u,^u,~  ;^r. 
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Da  Uli    kÖLiiieii    wir    also    durch   Benutzung   von    U2   an   Stelle   von    U^ 
aurli    y  =  0   machen.  U-^    als    neues    U^    macht    schliesslich    noch 

/i  =  1,  und  so  ergiebt  sich  die  Zusammensetzung: 


XU,U,)  =  0    {U,U,)=U,    (U,U,)  =  0 


Als  Beispiel  hierzu  diene  die  Gruppe 

Ist   dagegen  /3  =  0,   so   ist  y  =f=  0    und  yZ\    als   neues    T\    macht 
j'  =  1,  sodass  wir  den  Typus  erhalten: 


mu,)  =  o    (U,U,)  =  0    {UM)=U, 


Diese  Zusammensetzung  besitzt  z.  B.  die  Gruppe: 

q,     p,     xq. 

Wir  kommen  nun  zur  letzten  Annahme,  das«  nämlich  alle  Glieder 
?Jriv7c''rtc  ^^^  Determinante   z/  verschwinden,    d.   h.    die   erste   derivicrtc   Gruppi 
uiugiieavrg."*'%^'^'^^^//;  is^^  nicht  vorhanden  ist: 


(u,u,)  =  o  {UM  =  o  {UM  =  o 


Hier  diene  als  Beispiel: 


Q>     ^ü, 


x^q. 


Fassen  wir  die  Ergebnisse  des  vorigen  und  dieses  Paragraphen 
übersichtlich  zusammen,  so  ergiebt  sich 

Satz  1:  Jede  drcujlicdrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transforma- 
tiancn  lässt  sich  durch  passende  Ausivahl  dreier  von  einander  uiuib- 
hämjujer  UJ,  U>f,  ü^f  aus  der  Schar  ihrer  infinitesimalen  Transforma- 
tionen auf  eine  und  nur  eine  der  folgenden  Formen  hringen: 

A.  1)     {U,U,)=U,     {U,U,)^2U,     {U,U,)=U,, 

B.  2)     {U^U^)  =  0      (U,Us)=Ui      (C4C4)  =  cZ72  (c-,=o,.pi). 

C.  4)     {U,U,)  =  0      {UyU,)=U,      mU,)  =  0, 
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Wir  lial^eu  hier  (.Ion  Typus  2')  vuiu  Typus  "2)  ubgctieiuit,  weil  t-r 
au.s  gewissen  Grüudeu  eine  bemerkenswerte  selbständige  Bedeutung 
besitzt. 

1.  Beispiel:     Die    drei    infinitesimalen    Transformationen    in    zwei  uciipieir 
Veränderlichen : 

Uif^p,      Uif^  sin  X'    p  -\-  cos  j:    q,      U^f^^  cos  x  ■  p  —  sin  x  ■  q 
bilden  eine  dreigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen, 
denn  es  ist: 

Offenbar  ist  die  erste  derivierte  Gruppe  dreigliedrig.  Die  vorliegende 
Gruppe  gehört  daher  zum  ersten  Typus.  Um  sie  darauf  zurück- 
zuführen, denken  wir  uns  wieder  JJ^,  U^,  U^  als  Punkte  einer  Bild- 
ebene interpretiert,  wie  in  §  2.  Sie  bilden  alsdann  sicher  ein  Volar- 
drciech  jenes  daselbst  auftretenden  Kegelschnittes,  da  die  Combination 
zweier  U  jedesmal  das  dritte  U  giebt.  (Vgl.  die  Note  zum  Schluss 
des  §  2.)  Nach  §  2  handelt  es  sich  nun  darum,  statt  dieses  Polar- 
dreiecks ein  Dreieck  aus  zwei  Tangenten  und  ihrer  Berührsehne  ein- 
zuführen. Als  Tangeutenschnittpunkt  wählen  wir  den  Bildpunkt  von 
V.,  selbst.  Die  Berührsehne  ist  alsdann  die  Gerade,  welche  die  Bild- 
])unkte  von   l\  und    U-^  verbindet.     Auf  ihr  müssen  die  neuen  l\  und 

^'3  liegen.     Wir  setzen  daher: 

und  müssen  nun  die  Constanten  a,  ß,  y,  d  so  wählen,  dass 

wird.     Dies  liefert  die  Bedingungen: 

^  =  Qß,  ß  =  Q"> 

—  y  =  öd,     —  Ö  =  öy. 
l'berdies  muss  die  Determinante 

a     ß  \        I       «         Qc< 
yd  —  öd       d 

sein.     Dies  erreichen  wir,  wenn   wir  etwa  setzen: 

Q=l,        U=l,        ß=1, 

ö=\,     y  =  l,     d  =-   1. 
Wir  nehmen  somit  an: 

Ui  --'  L^i  -\-  6^  EEE  (1  +  COS  x)  •}>  —  sin  •'■    7, 
U3  =  Ui  —   t^  ^E  (1  —  COS  x)  •  p  +  sin  X  •  q 
und  erhalten  dann 


=  (1  4--()o)«()  4=0 
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wälireud 

wird.     Somit  ist 

(1  -|-  cos  x)  -p  —  siu  a;  •  q,     sin  x  -  p  -\-  cos  x  •  q, 
(1  —  cos  x)  ■ })  -\-  sin  X  ■  q 
eine  solche  Gestalt  unserer  Gruppe,  wie  AS'ir  sie  suchten. 

^.  JJeispicl:     Die  drei  infinitesimalen  Transformationen  in  x,  y: 
UJ^p,      UJ=yp,      U,f=xyp-{-il-\-f)q 

bilden  eine  dreigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen, 
denn  es  ist 

(u,  u,)  -  0,   {u,u,)  =  u,,  mu,)  -  -  u,. 

Sie  soll  auf  ihren  Typus  zurückgeführt  werden.  Da  die  erste  deri- 
vierte  Gruppe  zweigliedrig,  nämlich  Ui,  U.j  ist,  so  ist  der  Typus  ent- 
weder der  zAveite  oder  der  dritte.     Wir  bestimmen: 

U,^ccUi  +  ß  U, 
so,  dass 

wird.     Dies  liefert; 

a  =  Qß,     ß  =  —  i,a, 

und   wir  setzen  daher  (i  =  i,  a  =  \,  ß  =  —  i,  sodass 

ist.     Dann  kommt: 

(Ü,U,)  =  0,     {U,U,)  =  iÜ,. 
liuK-ni   wir  alsdann 

U,  =  -i  u, 

setzon,  kommt: 

Wir  setzen   noch 

und  bekommen: 

(C/,  f4)  =  0,     {Ü,  Ü,)  =  {X-^  iii)U,-  i^U,  =  (2A  +  iii)  Tl  —  U, . 

Indem   wir  also  etwa 

k  =  i,     ^  =  —  2 

auuehmen,  erhalten  wir  insbesondere 

iU,U,)  =  -  ü,. 
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Mitliiii  bat  unsere  Gruppe  in  der  Gestalt: 

jr^  --  (1  —  u/)p,    r,     (i  -  y)p,    r,      -  ixyp  -  ,[\  4-  y^,^ 

ilie  gewünschte  Form.     8ie  gehurt  zum  Typus  i^  d.-s   Siit/.-s    1. 


Kapitel    22. 

Resfimiimiii?  aller  Typen   von   (lm>lie(ln<;en   (irnppen   von   inlinitesi- 
malen  Transformationen  in  zwei  Veränderliclien. 

Die  Bestimmung  aller  möglichen  Zusammensetzungen  von  drei- 
gliedrigen Gruppen  von  infinitesimalen  Transformationen,  die  im  21.  Ka- 
pitel durch  Reduction  derselben  auf  gewisse  typische  Formen  geiei.stet 
wurde,  war,  wie  bemerkt,  ganz  unabhängig  von  der  Zahl  der  Ver- 
änderlichen. Gleichwohl  haben  wir  damals  jeder  typischen  Form  als 
Beispiel  eine  derartige  Gruppe  in  zwei  Veränderlichen  hinzugefügt. 
Jetzt  werden  wir  in  systematischer  Weise  alle  dreigliedrigen  Gruj^^en 
von  infinitesimalen  Transformationen  in  ztvei  Veränderlichen  x,  ij,  also 
in  der  Ebene,  dadurch  bestimmen,  dass  wir  alle  derartigen  Gruppen 
der  Ebene  von  den  gefundenen  sechs  Zusammensetzungen  durch  F]in- 
führuug  zweckmässiger  neuer  Variabein  auf  möglichst  einfache,  von 
arbiträren  Grössen  freie  Typen  zurückführen. 

Es  ist  dann  klar,  dass  sich  jede  dreigliedrige  Gruppe  der  Ebene 
durch  passende  Auswahl  der  infinitesimalen  Transformationen  und 
passende  Wahl  des  Coordinatensystems  auf  eine  der  zu  findenden 
Formen  zurückführen  lassen  muss. 

§    1.     Bestimmung    aller    Typen    von     dreigliedrigen    Gruppen     der 
Ebene,  deren  erste  derivierte   Gruppen  dreigliedrig  sind. 

Es    handelt   sich    zunächst    um    die   Bestimmung   der   betreffenden 
i|)pen  von  der  Zusammensetzung  1  des  Satzes  1  (§  3  des  21.  Kaj).): 

Nach  §  4  des  18.  Kapitels  lässt  sich  di<>  zweiglirdrigo  (iruppe,Kr,«or  k.U: 
welche  hier  U^  und  F,  bilden,  durch  Ik-nuizung  zweckmässiger  Va- ''hai'-n'' 
riabeln  auf  die   Form  bringen:  it.-,iV.uurl.>n 

Sobahl    U^    und    U^,   wie    wir   zunächst   annehmen.    v(>rs(  lii.'d.Mi.^    Halin- 
corven  haben.     Ist  dann: 
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so  wird 


mu.)-^^^-ip  +  IU)  +  yUp  +  l»-i"- 


nq. 


Da  ersteres  gleich  2  ^Jg,  letzteres  gleich    U.^  sein  soll,  so  kommt: 

d^'-^dy  '         fx''^dy  ^' 

Hieraus  folgt,  dass  |  und  t]  die  Formen  haben: 

^  =  x^-\-ccy\     r}  =  2xy  -{-  ßf, 

wo  «  und  ß  konstanten  sind.     Es  wird  a,lso: 

U,  =  {x'  +  af)p  +  {2xy  +  ßy')q. 

Fiiliren  wir  nun  die  neuen  Veränderlichen 

x  =  x-{-  yy,    y  =  y 
ein,  so  wird 

Ui  =  V ,     U2  =  {x-^  yy)p  +  yq  =  xp  +  yTj 
und 

=  (.i;2  +  (a  +  /iy  -  y2)^2)^-,  ^  ^2xy  -  2yf-  +  /3^2)^. 

Noluiien  wir  also  die  Constante  7,  über  die  wir  verfügen  klnnicn,  so 
an,  dass 

a  -\-  ßy  —  y^  =  0 
wird,  so  kommt: 

f^3  =  ^^'v  +  (2^^  +  9y')q- 
Jetzt  also  hat  unsere  Gruppe,   wenn  wir  ,r,  y  nunmehr   mit  x^  y  be- 
zeichnen, die  Gestalt: 

v>   ^p  +  yq,   x^p  +  {^xy  +  pr)(/- 

Wenn  nun  ^  =^  0  ist,  so  lässt  sich  durch  Einführung  von  Vielfaclien 
von  X  und  y  als  neuen  Variabein  erreichen,  dass  schliesslich  q  =  i 
wird.     Sonacli  ergeben  sich  die  beiden  Typen: 


p 

xp-j- 

yq 

x^p-\-  (2xy  + 

f)q 

p 

xp-{- 

yq 

x^p  -j-  2xyq 

• 

Diese  beiden  Typen  sind  wesentlich  von  einander  verschieden:  es  giebt 
keine  Transformation,  welche  den  ersten  in  den  zweiten  überführen 
kiuinte.     Der  Grund  hierfür  wird  in  §  2  des  23.  Kap.  gegeben  werden. 
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Wir  hatten  oben  angenommen,  flass  l\f  und  U..f  verschiedene^*''''  »'•»^ 
Bahncurven  haben.  Besitzen  sie  dagegen  dieselben  Hahneurvon  so ''"'-' J*-' 
können  wir  wegen  {U,U,)  -  U,  nach  §  5  des  18.  Kapitels  solche  Ver-"---" 
änderliche  x,  y  annehmen,  dass  insbesondere 

.   ,      c  .    ,  U,=q,      U^z^  yq 

wird,     bei   dann 


so  ist: 


ZJgr^l;)  +  riq, 


Der  erstere  Klammerausdruck  soll  gleich  2  U,,    der  Ietzt<'re  gleich    [i 
sein.     Demnach  folgt: 


a«/ 


Also  ist  1^0  und  7;  =  ?/^,  sodass  die  Gruppe  lautet: 

I   Q   yg.   y'q.    L 

Wir  haben  also  gefunden,  dass  sich  jede  dreigliedrige  Gruppe 
von  infinitesimalen  Transformationen  der  Ebene,  deren  erste  derivierte 
Gruppe  auch  dreigliedrig  ist,  auf  eine  der  drei  typischen  Formen 
briii<jen  liisst: 


1)  i?     -f^lß-^yq.     x^P  +  (2xy  +  f)q 


2)  p    xp-\-  yq    x^p  +  2xyq 


^) 


Q   VI    y  q 


Foruien 

)   /ii   er- 


Für  die  beiden  ersten  Typen  wollen  wir  noch  einige  an<lert 
angeben,  die  sich  durch  Einfachlieit  auszeichnen.     Um  Typus 
halten,  führten  wir  schliesslich  die  neuen  Variabein 

X,  =  X  -\-  yy,     ff  =  y 
Hl  die  Gruppe 

p,     xp  +  yq,     {x-  +  ay-)p  +  (2xy  +  ßy^-)q 
ein,  inilem   wir  y  als  Wurzel  der  quadratischen   (lleichinig 

a  -f-  ßy  ~  y-  =  0 
wählten.     Da  diese  Gleichung  zwei  \Viirzeln  y,  etwa  ;■,    und   ;-,  besitzt 
80  können  wir  auch,  sDlcild  ;-,  -|-  y„  ist, 
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X  ==  X  -\-  y^y,     Ji  =  X  +  y.jj 
einführen,  wotlurcli  sich  ergiebt 

V  +  (i,   n>  +  y'fh   ^^v  +  ryt- 

Diese  typische  Form  hätten  wir  auch  direct  aus  der  Form  1)  ahloiton 

können,  indem  wir 

X  =  x^     y  =  X  -{-  II 

in  dieselbe  einführten.     Wir  sind  also  zu  dem  Typus  gelangt: 

p  +  q,   ^p  +  yoy   ^'p  +  y"^- 

Wenn  wir  dagegen  in  Typus   1   die  neuen  Veränderlichen 

x=^2x  -{-y,     y  =  2x^  -\-  2xy 
einführen,  so  kommt: 

2(i)  +  xq),     xp  +  2yq,     {x'  -  y)p  +  xyq, 
wo    wir    natürlich    in    der    ersten    infinitesimalen   Transformation    den 
Factor  2  weglassen  können. 

Führen  wir  in  Typus  2)  die  neuen  Veränderlichen 

X  =  X,    y  =Yy 
ein   und   bezeichnen    dann   x,  y   einfach    mit   x,   y,    so  kommt  die  ans 
gewissen  Gründen  vorzuziehende  Form 

P,     hi^^P  +  yq)>     '>^'P  +  ^^5' 
wo   natürlich   der  Factor  \   gestrichen  werden    darf.     Wenn  wir  noch 
in  diese  neue  Form  die  Veränderlichen 

.  1 X 

^^  y'    ^  ~~'J 
einführen,  so  ergiebt  sich  die  noch  einfachere  Gestalt: 

—  xq,     yq  —  xp,     yp. 

§  2.     Bestimmung   der   übrigen   Typen   von    dreigliedrigen    Gruppen 

der  Ebene. 

Tjvon  v„n  Es   ist  jctzt   unscrc  Aufgabe,  die  Gruppen   zu  bestimmen,   deren 

«ammön-  Zusamiucnsetzung  die  in  Satz  1  des  21.  Kapitels  mit  2)  bezeichnete  ist: 

{V,V,)^0,    {UM=U„    {UMe^cU, 

(c  =  -  0). 

Wenn  zunächst  Ui  und  U^  verschiedene  Bahncurven  haben,  so 
können  wir  nach  §  2  des  18.  Kapitels  wegen  {UiUi)^0  solche  Ver- 
änderliche eingeführt  denken,  dass 

rr^-j),     U,  =  q 

wird.     Sei  dann 


Die  übrigen  Typen  von  dreigliedrigen  firuppen  der  I-lbeno.  407 
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n,  =  ip  +  riq, 
30   haben    wir    wogen   {l\L\)  ^  [{   und    {U.JJ^)~cU.i   zu   verlangen: 


0^  ^^     i     ^V       ?4  ,     dri 


cy 


dy 


Iliernacli  ist 


dx 


1,     |i  =  0,     J.  I,.     i  =  x  +  a, 


I 


^="    '     dTj^""'    '^■^'-    V  =  cy-{-h, 
sodass 

Ua  =  (x  -{-  a)p  +  {cy  -\-  h)q 

wird.     Da  die  Gruppe  schon    U^^p  und    f^  =  <?  enthält,    so  können 
wir  statt   C^  einfach: 

U^  —  aUi  —  hU^^xp  -\-  cyq 
benutzen,  sodass  sich  der  Typus  ergiebt: 


p     q     xp  -\-  cyq      (c=:=o) 

Haben    aber    C/",    und    U^    dieselben  Bahucurven,    so   können   wir 
wegen  {U^U^^O  nach  §  3  des  18.  Kapitels  annehmen: 

und  haben,  wenn 

„   -  u,  =  i,p-{-nq 

ist,  zu  tordern: 

d.  h. 

d^  =  ^^     dVj  =  ^'     '^äf-^^^^' 
also 

i~{\  —c)x,     fi  =  y-\-  (p{x). 

Daher  lautet  der  Typus  zunächst  so: 

q,     xq,     (i  -  c)xp-}-  (//  +  (p(x))q. 
Führen  wir  y  -f  ip{x)  statt  y  ein,  wobei  ip  die  Gleichung 

(l  —  c)xil>\x)  -\-  cp  =  4, 
erfüllen  soll,  so  kommt: 


I 


q     xq     {1  —c)xp-}-yq 

(c  =1=  0) 


Man  sieht,  dass  der  l'\ill  r        1    hi-sondcrs  ansg.v.i'icIiiK^t    ist,   d.-iiii   nur 

Lie,   I)ilTori)nlin1g1oiclniu||;oii  ■;•) 
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ffir    c  =  1    haben    alle    infinitesimalen    Transformationon    der    Gruppe 
dieselben  Bahncurven  ^7  =  Coiist.,  da  dann  der  Typus  lautet: 

q     xq     yq. 

Tvpen  von  Wir  crelangen   zu  den  Gruppen  mit  der  dritten  Zusammensetzung 

äer  Zu-  ^  ^  ^ 

aaromen-    JeS    SatzCS    1 : 

"""'"■  {u,u,)^o,  {ü,u,)^u„  {ü,m^n.  +  u,. 

Haben    Ui  und    U^  verschiedene  Bahncurven,  so  können  wir 

setzen  und  müsseii  von 

f/g  =  ip  +  nq 

verlangen,  dass 

d.  h. 

p.=  l,     P-=1,     also     |-a;  +  ?/  +  «, 
dx  '     dy 

|5.  =  0,     P-  =  l,     also     »ri^?/  +  '> 
dx         '     oy 

wird.     Somit  kommt 

U,  =  ix-{-y-{-  ■fl)i>  +  (2/  +  ^O'Z 

oder,  da  j)  und  f/  schon  in  der  Gruppe  auftreten: 

(x  +  y)p  +  yq- 
Der  Typus  ist  folglich:  ^^_______ 


I 


Wenn  dagegen   C/i  und  U^  dieselben  Bahncurven  haben,  so  können 

wir  annehmen: 

lJ,=q,      U,  =  xq 

und  erhalten  die  Forderungen  für    Us' 


sodass 

d.  h. 

|  =  — 1,     '^  =  2/  +  9'(^) 
also 

wird.     Statt  x   wird   —  x,    statt  7/  die   Function  c-='j(pedx   benutzt. 
Dann   folgt: 


q     —xq    p-\-yq 


Die  übrigen  Typon  von  (Iroigliedrigen  Onippen  der  Rbeno, 
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Wenden  wir  uns  zur  vierten  Zusammcnsotzuug: 
Wie  früher  können  wir  zunächst  annehmen: 
untl  haben  für   U-,  die  Bedingungen: 


d.  h. 

sodass 


ci        ,    CT}  ci        .    cn  _ 


l  =  x-\-  a,     rj  =  b, 


I 


^^  =  (^  +  a)P  +  h 
oder,  da  p  und  ^  schon  als    f7j  und    f^  auftreten: 

gesetzt  werden  darf.     Also  finden  wir: 


j)     g     Xj) 

• 

Ist  dagegen  anzunehm 

in: 

Ui  =  q,      U.2  =  xq, 
so  kommt: 

ö4         1     cri 

?,     ^(^P  + 

ai 


t^T  _ 


d.  h. 

also 

flalior 

U3  =  xp  +  {1/  -^  q)(x))q. 

,'/  —  ^'  1  ~i  ^^^  '^^^  neues  y  macht 

üä  =  ^P  +  yq, 

sodass  wir  erhalten: 


Typen  Ton 
der  Zu- 
aamroen- 


also 
d.  h. 


q     xq     xp-j-yq 


Die  fünfte  Zusammensetzung  ist  nach  Satz  1,  §  3  dos  21.  Kap..  diese:  .i'.*r"zn"" 

Zunächst  haben   wir 

r,  E^j),       /;         q, 

'  n 


y.nniineii- 
soUiinff  .V 


32* 
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Ü3  =  (y  -^  d^p  +  ^a 

oder,  da  2'  und  q  schon  in  der  Gruppe  vorkommen: 

U^  =  yp- 


p   Q   yp 


Wenn  wir  andererseits  haben: 

Ui=q,     U2  =  xq, 
so  kommt: 

31        ,    dt]      ^  /d^        i    cfn     \        i- 

^P  +  ^q  =  0,    x(.^^p-\-^q)-U^-q, 

|=—  1,     rj  =  (p{x), 
üs  =  —p  +  (p{x)q. 

Benutzen  wir  y  -{-  C(pix)dx  als  neues  y,  so  bleibt: 

und  es  kommt  der  Typus  (in  dem  —  Uc^  statt   U^  geschrieben  ist); 

q     xq    p 

Er  deckt  sich  aber  mit  dem  vorhergehenden  Typus,  wie  sich  durch 
Vertauschung  von  r  mit  y  ergiebt.  Dass  dies  eintreten  kann,  liegt 
darin,  dass  im  vorliegenden  Falle  K  und  U^  völlig  äquivalente  Rollen 
spielen.  In  allen  übrigen  bisherigen  Fällen  sind  die  erhaltenen  Typen 
wesentlich  von  einander  verschieden. 

Typeu  Tou  Jetzt  habcu  wir  nur  noch  die  letzte  Zusammensetzung  zu  erledigen: 

Hier  würde  die  Annahme: 

Ui=p,     Ui  =  q 
für   U^  ergeben: 

^  =  0       ^-^  =  0       ^  =  0       ^  =  0 
dx  '      dy  '      dx  ^     dy  ' 

d.  h.  I  =  ConsL,  1]  =  Const.  und 

U^  ^  Const.  p  -\-  Const.  q, 

wäre  nicht  von  ?7,  und  C^  unabhängig.  Diese  Möglichkeit  ist  also 
ausgeschlossen.     Es  bleibt  die  andere: 

in  wf'lchor  sich   für    U-^  ergiebt: 
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■  d.      h. 

P  U,  =  X{x)q. 

Also  habeu   wir  als  lutüteu   den  TvDus- 

I 


q    xq    X{x)q    '. 


I 


In  demselben  ist  X{x)  eine  arbiträre  Function  von  x. 

Die  bemerkenswerte  Thatsaclie,  dass  die  Annahme  U,  ~p,  U^-^q 
in  dem  jetzigen  Falle,  wo  alle  Klammerausdrücke  Null  sind,  keine 
dreigliedrige  Gruppe  liefert,  können  wir  mit  Benutzung  der  'in  §  4 
des  14.  Kapitels  eingeführten  Bezeichnung  so  aussprechen: 

Satz  2:  Sind  drei  infmiksimalc  Transformationen  UJ',  U..f,  jrj 
der  Ebene  mit  einander  vertauschhar ,  so  sind  sie  von  einander  aWimjlj. 

§  3.     ZusammensteUung    aUer    Typen    von    dreigliedrigen    Gruppen 
von  infinitesimalen  Transformationen  der  Ebene. 

Die  in  §§  1  und  2  gefundenen  Typen  sollen  nun  in  einem 
Schema  zusammengestellt  werden.     Dabei  bemerken  wir  Folgendes: 

Zwei  Typen  ergaben  sich,  die  eine  arbiträre  Coustanle  c  ent- 
hielten, die  +0  war.  Die  specielleu  Formen,  für  die  c=  1  ist,  be- 
sitzen aus  gewissen  Gründen  besondere  Bedeutung  und  sollen  deshalb 
besonders  angegeben  werden.  Wir  sehen  übrigens,  dass,  wenn  c  =  0 
gesetzt  wird,  Typen  hervorgehen,  die  später  besonders  aufgestellt  wurden. 

Für  die  beiden  ersten  Typen  habeu  wir  in  §  1  mehrere  Formen 
abgeleitet.  Einige  derselben  sind  in  dem  folgenden  Schema  ange- 
geben. Dabei  bedeutet  das  Zeichen  =  die  Worte:  „durch  Einfüh- 
rung neuer  Veränderlicher  überführbar  in". 


A.    Die  erste  derivierte  Gruppe  ist  drcifjticdritf. 
1) 


p  +  q      xp  +  ijq      x^p  -\-lfq      \  = 


p-^xq     xp  -\-  2yq     (./-  ^     ,/jy,  -f-  xyq     i, 


2) 

3) 


P    ^^P  +  i/'j    ^'p  +  xyq 

xq     xp  —  yq     yp      , 

Q   yu   y  q 


l 
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B.     Die  erste  derivierte  Gruppe  ist  zweigliedrig 

4) 

5) 


P     Q     ^P  -h  ^VQ     «=!-o,  =1=1 

q     xq     (1 — c)xp -^  yq     cH=o,  =\=\ 

7) 


p     q     xp-\-  ijq 


q     xq     yq 


p   (I   (•*-■  +  v)p  +  y(i 


q    xq    p  +  yq    \. 


C.     Die  erste  derivierte  Gruppe  ist  eingliedrig. 
10) 


2)     q     xp 


11) 


q     xq     xp  +  yq 


12) 


p     q     xq 


D.     Die  erste  derivierte  Grujrpc  ist  nidlgUedrig. 

13)        [     q      xq      X(x)q 


Nach  §  4  des  4.  Kapitels  sind  fast  alle  Typen  projeeiive  Gruppen, 
nämlich  Typus  1  in  seiner  zweiten  und  die  übrigen  in  den  hin- 
geschriebeneu Formen  mit  Ausnahme  der  beiden  Typen  3  und  13, 
von  denen  man  beweisen  kann,  dass  sie  sich  nicht  durch  Einführung 
neuer  Variabein  auf  eine  solche  Form  bringen  lassen,  dass  ihre  in- 
finitesimalen Transformatio;ien  projectiv  werden.  Obgleich  wir  von 
dieser  Thatsache  keinen  Gebrauch  machen  werden,  wollen  wir  ihren 
Beweis  kurz  angeben:  Da  eine  infinitesinjale  projective  Transformation 
die  Ditfcrentialgleichung  zweiter  Urduung  y"  =  0  invariant  lässt  (vgl.  . 
das  Beispiel  zu  §  G,  Ka}).  16,  S.  389),  so  müssten  auch  die  drei  in- 
linitesimalen  Transforuiationen  q,  yq,  y^q  gemeinsam  eine  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  invariant  lassen,  wenn  der  Typus  3  durch 
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Eiiit'üliruug  ueuer  Variabeln  j)rojectiv  gemacht  wenleu  küiuitL'.  Es 
müsste  also  eine  Schar  von  oo-  Curven  existieren ,  welche  durch 
q,  yq,  ifq  unter  einamler  vertauscht  würden.  Wäre  y  =  f\x)  eine 
dieser  Curven,  so  würden  die  endlichen  Translationen  der  eingliedrigen 
Gruppe  q  diese  in  die  Curven  y  =  f{x)  -f-  a  überführen,  die  auch  der 
Schar  angehören  müssten.  Ferner  würden  die  endlichen  Transforma- 
tionen der  Gruppe  yq  die  Curven  y  =  f{x)  -f-  «  offenbar  in  die  Curven 
by  =  f\x)  -\-  a  überführen,  und  die  endlichen  Transformationen  der 
Gruppe  y^q  würden  diese  in  die  Curven 

TT  «"^)  +  V 


oder  also  in  die  Curven 

=    /'(^)  +  « 

verwandeln.  Dies  aber  sind  oo^  Curven.  Jede  Curve  wird  also  bei 
q,  yq,  y^q  in  oü-^  Curven  übergeführt,  niemals  in  nur  oo".  Es  existiert 
demnach  auch  keine  invariante  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
beim  Typus  3.    Beim  Typus  13  wird  eine  Curve  y  =  /"(a;)  auch  stets 

in  oo^  Curven 

y  =  fix)  -{-  a  -{- tx  -{-  cX{x) 

transformiert,  sodass  auch  dieser  Typus  keine  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  invariant  lassen  kann. 


Kapitel  '23. 

Zui'ücknilininj:;  der  dreigliedrigen  (iruppen  von  iiilinilesim.'ileii  Trans- 
t'oniiationeu  der  Ebene  auf  ihre  canouisehen  Formen. 

Das  Ziel  aller  unserer  jetzigen  Betrachtungen  ist,  wie  schon 
hervorgehoben  werde,  die  Integration  derjenigen  gewöhulichen  Diftercn- 
tialgleichungen  zweiter  Ordnung  in  x,  y,  welche  eine  bekannte  drei- 
gliedrige Gruppe  von  inüuitesimalen  Transformationen  gestatten.  Durch 
die  Aufstellung  der  canonischen  Formen  der  dreigliedrigen  (Jruppen, 
wie  sie  in  §  3  des  vorhergehenden  Kapitels  angegeben  ist,  sind  wir 
diesem  Ziel  schon  bedeutend  näher  gtM-iukl.  Die  Schritte,  die  noch 
nötig   sind,    werden   nun   in    diesen;   unil  dem  nächsten  Kapitel  gethan. 
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§   1.     DiflFerentialgleichungen  zweitei*  Ordnung  in  ./;,  y,   welche   eine 
dreigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen  gestatten. 

Nachweis,  Nelimcu  wir  au,  die  Dittereutial<]jleicliuim' 

tlaas  jede  '  o  o 

;.:;Ä  Sl{x,y,y,y")  =  0 

odcriuv"  gestatte  die  drei  infinitesimalen  Pimkttransformatiouen  UJ\  U^f]  U^f, 
welche  eine  dreigliedrige  Gruppe  bilden.  Alsdauu  ist  die  iScluir  der 
oo-  lutegralcurven: 

(o  (x,  y,  a,h)  =  0     («,  0  =  coust.) 
der  Diüereutialgleichung  invariant  gegenüber  diesen  dreien   und   über- 
haupt jeder  infinitesimalen  Transformation 

Const.  UJ+  Coust.  U.J'-\-  Const.  UJ 
der  dreigliedrigen  Grui)pe. 

Betrachten  wir  insbesondere  eine  bestimmte,  aber  beliebige  unter  • 
diesen   lutegralcurven,    erteilen    wir    also    a   und   h   bestimmte   Werte. 
Ulf  führt  diese  Curve 

09  {x,  y,  a,  h)  =  0 
in  die  Curve 

0) {x,  y,  a,  h)  —  Uicadt  =  0 

über.    Diese  muss  zui'  Schar  der  lutegralcurven  gehören  und  also  auch 
eine  Gleichung  von  der  Form  haben: 

G}{x,  y,a  —  d^a,  h  —  Öih)  =  0 
oder: 

a{x,  y,  a,h)  —  ^  d^a  —  -^  d\b  =  0. 

Hier  sind  d^a  und  d^h  gewisse  unendlich  kleine  Zahlen.     Es  ist  also: 
jy      dco  d^a  j^  d(o  6ib 

^'^  =  J^ 'öt  "^  M  ~st  ■ 

Analog  führen   U.J'  und    ILf  die  Curve  0  =  0  in  benachbarte  Curven 

CO {x,  y,  a  —  d.^ a,  h  —  d^h)  ==  0 , 

co{x,  y,  a  —  d.(rt,  h  —  ö.,  ?))  =  0 

über,  und  es  ist 

jj       doi  öj  a  j^   d(a  d\,  h 

rr  dca  S^a    ,     d(a  8„h 

■*      —  da    8t  ^  ob    8t 

Nun  ist  es  leicht,  eine  infinitesimale  Transformation 

c,l\f  +  c,U,f  ^  c,U,f 
der  dreigliedrigen  Gruppe  anzugeben,  welche  die  lutegralcurve 
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io{x,y,ci,h)  =  0 
iuvariaut  lüsst.     Wir   haben  ja   nur  6',,  c^,  c.^  ao  zu  beatimmen,   dass 

Cj  Uico  -f-  Cg  U^co  -f  c.j  U^a  ^  0 
für  alle  Punkte  (x,  y)  der  Curve  wird,  d.  li.  wei^'cn  der  ubigen  Wt-rte 
von    l\(o,   U.^(o,   U.^o)  haben  wir  q,  c.,,  f.,  so  zu  bestimmen,  dass 
Ö^  a    .         ö^a    ,         ö.a 

^'  öl  +  ^^  il  +  ^3  -^T  =  ^'' 

wird.  Es  lassen  sich  aber  stets  solche  Constauten  Cj,  c.^,  c,  anj^eben, 
denn  -~-   u.  s.  w.    sind    ja   sämtlich    bestimmte  Zahlen.     Unter  den  in- 

o  t 

linitesimalen  Transformationen  der  dreigliedrigen  Gruppe  giebt  es  also 
sicher  mindestens  eine,  welche  eine  beliebig  ausgewählte,  aber  be- 
stimmte Integralcurve  invariant  lässt,  d.  h.: 

Satz  1:     Gestattet  die  Diffh-ential(jleichnng  zweiter  Ordnuny 

^{^,  y,  y,  y")  =  ^ 

eine  dreigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Trans  formal  iofien  in  x,  y, 
so  ist  jede  Integralcurve  hei  mindestens  einer  infinitcsinuden  Transfor- 
mation der  dreigliedrigen  Gruppe  invariant. 

Auch    aus    diesem    Satze    kann    man    schliessen,    dass   die   beiden 
dreigliedrigen  Gruppen 

(1,   y(i,   y-<i\ 

q,     xq,     X{x)q 

keine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  invariant  lassen.  Denn 
die  erste  hat  nur  oo^  Bahncurven  x  =  Const.  und  ausser  diesen  bleiben 
nur  gewisse  Geraden  y  =  Const.  bei  irgend  einer  inlinitesimalen  Trans- 
formation der  Gruppe  invariant,  sodass  also  keine  oo-  solche  Curven 
existieren,  deren  jede  wenigstens  eine  der  infinitesimalen  Transforma- 
tionen zulässt.  Die  zweite  Gruppe  besitzt  die  cc'  Bahncurven  x  =  Const. 
und  ausser  diesen  giebt  es  keine  Curve,  welche  irgend  eine  ihrer  in- 
linitesimalen Transformationen  gestattet.  Hiermit  ist  die  zum  Schluss 
des  §  3  des  Kap.  22  gemachte  Bemerkung  in  etwas  anderer  Weise 
begründet,  als  dort  geschehen. 

Handelt    es    sich    nun   darum,    eitie  vorgelegte  Differentialgleichung '^l^Jl'^^^J! 
ztveiter  Ordnung  «.'^lir^V 

^{x>y,y'>y")  =  ^^ 

zu  integrieren,  welche  eint'  bekannte  dreigliedrige  Gruj)|)i'  von  inlini- 
tesimalen Transfoimiiiiuncn    l\f,    l'J',    T,/' gestattet,  so  bietet  sich  die 
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folgeude  lutegiatiousmethode  dar:  ISIaii  führt  in  die  Gruppe  solche 
neue  Veränderliche  ein,  dass  sie  ihre  cauüuische  Form  aiuiimmt.  Dabei 
geht  die  Dift'ereutialgleichung  in  eine  solche  über,  welche  eine  der 
oben  bestimmten  Typen  von  dreigliedrigen  Gruppen  gestattet,  und 
vereinfacht  sich  deshalb  bedeutend,  da  jene  Typen  selbst  sehr  einfache 
Gestalt  haben. 

Die  Integration  wäre  also  geleistet,  wenn  man 

1)  jede  dreigliedrige  Gruppe  auf  ihre  canonische  Form  zurück- 
führen und 

2)  jede  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung,  welche  eine  jener 
canonischen  Gruppen  gestattet,  integrieren  könnte. 

Mit  dem  ersten  Problem  beschäftigen  wir  uns  in  diesem,  mit 
dem  zweiten  im  nächsten  Kapitel.  Eine  andere  Integrationsmethode, 
nach  der  die  Zurückführung  auf  die  canonischeu  Formen  in  den  meisten 
Fällen  vermieden  werden  kann,  soll  zum  Schluss  des  nächsten  Ka- 
pitels entwickelt  werden. 

'Kräuctiou'         Unsere  Aufgabe  ist  also  jetzt  die,  eine  vorgelegte  dreigliedrige  Gntpjic 
'(jrupp'/'iluf  ^^i/;    f^'/;   ^^/  ^'*/  ^Jf^c^'^   Typus   durch   Bcmdsimg  passender    Variahdn 
^^'^'^"'^^^'^^^mrüclizuf Uhren.     Dabei    bemerken    wir,    dass    dies    Problem    eigentlich 
zwei  einzelne   enthält.     Erstens  nämlich  handelt  es  sich  darum,   über- 
haupt zu  erkennen,  welche  von  den  obigen  13  Gruppen  der  zugehörige 
Typus  ist,  und  siveitens  darum,  wie  man  die  zur  Überführung  nötigen 
neuen  Variabein  bestimmt.     In  bezug  auf  das  erste  Problem,  das  wir 
<u'r"(7ru"">o^^^^^   der   Normierung  der  Gruppe   nennen,    können   wir  Folgendes   von 
vornherein   aussagen:    Indem   wir  {U1U2),   (?7iC^)   und  {TJ^IQ   bilden^ 
erkennen  wir,  ob  die  erste  derivierte  Gruppe  3-,  2-,  1-  oder  O-gliedrii; 
ist,   d.  h.   ob   der   gesuchte   Typus   in   der  Zusammenstellung  des   §  '.'> 
des  vorigen  Kapitels  unter  A,  B,  G  oder  D  vorkommt.    Dadurch  wird 
die  Zahl  der  Typen  in  jedem  Fall  erheblich  verringert.    Auch  können 
wir    die   Gruppen    3    und    13   nach   dem   Obigen  von    vornherein   aus- 
schliessen. 

Wie  sich  die  weitere  Normierung  des  Typus  und  die  Überführung 
in  den  Typus  in  jedem  einzelnen  Falle  gestaltet,  soll  in  den  folgendeji 
Paragraphen  entwickelt  werden. 

Dabei  wird  von  einer  einfachen  Bemerkung  mehrfach  Gebrauch 
getnacht,  die  wir  hier  vorausschicken  wollen. 

^Änv"*'         Bilden    UJ,    U.,f,    llj  eine   dreigliedrige   Gruppe   und    sind    U^f, 
Diffgi  1.  0  tl^f,    U^'f  die    einmal    erweiterten    infinitesimalen    Transformationen, 
also  etwa 
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Ulf  ^  ^ii>  +  »?'  '1  +  >;.''/      ''  -^  *•  ■''•  ^'' 

wo  r/^^-v,   SO   kiuiiien    wir    iiacli    tlcn    DiirerLMitialglcichungi.'ii    crslrr 

ürtlnuiig 

Wix,  y,  ij)  =  0 

fragen,  welche    f/,,    U2  und    U^  gestatten.     Für  diese  müssen 

säiutlicli    vermö<T[e    1F=()    verscliwiuden,   d.  li.   es  luuss,   da  ^— ,  -0 — 
"  '  '  ex  '   cy 

und  1=,-^  nicht  sämtlich  vermöge  W=0  verschwinden  oder  wenigstens 
cy  »  ° 

]4^=0  immer  so  geschrieben  werden  kann,  dass  dies  vermieden  wird, 
die  Determinante 

j  li     Vi     ^i    I 
^  ^\  i,      rj.,      rj./      =  0 

'  i.i    Vs    %'  I 

sein    vermöge    W  =  0.      Ist    sie    nun    nicht    identisch    Null,    su    muss 
7  =  0    völlig    die    Gleichung    W=0   ersetzen,    d.  h.  J  =  i)  ist   die 
gesuchte  Differentialgleichung  erster  Ordnung. 

Mau  kann  nun  umgekehrt  beweisen,  dass  z/  =  0  immer  die  drei- 
gliedrige Gruppe  UJ',  U.J',  U^f  gestattet.  Doch  brauchen  wir  diesen 
Satz  nicht.  Es  genügt,  durch  Nullsetzen  der  Determinante  überhaupt 
ein  3[itt€l  su  haben,  alle  cvcnfncU  existierenden  invarianten  Difj'crcntial- 
(jlcichungen  erster  Ordnung  zu  finden.  Zerrällt  J  in  einzelne  Factoren, 
so  kann  man  in  einem  concret  vorliegenden  Fall,  wie  dies  unten  ge- 
schehen wird,  immer  veriticieren,  dass  jeder  Factor  gleich  Null  ge- 
setzt eine  invariante  Differentialgleichung  erster  Ordnung  darstellt, 
vorausgesetzt,  dass  er  y  enthält.  Doch  entgeht  bei  dieser  Ableitung 
unter  Umständen  eine  invariante  Differentialgleichung  der  Aufmerk- 
samkeit,  nämlich   die   der  oo^  Geraden   x  =  Gonst.  mit  der  (Jleiehung 

\  =  0. 

y 

Es  liegt  dies  in  einem  Mangel  des  Gartesischen  Coordinatensystem.«^. 
In  jedem  Fall  ist  also  noeli  l)esi)nders  zu  untersuchen,  ol)  die  Seliar 
X  =  Gonst.  invariant  bleibt.  Dies  tritt  dann  und  nur  dann  ein,  wenn 
die  Increnieute  vun  x  sämtlich  nui'  von  x  abliilnuen. 
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Nor- 
mierung. 


§  2.     Zurückführung  einer  dreigliedrigen  Gruppe,  deren  erste 
derivierte  dreigliedrig  ist,  auf  ihre  canonische  Form. 

Angenommen,  es  handelt  sich  um  die  gegebene  dreigliedrigi- 
Gruppe  Ui,  IL,,  U^,  deren  erste  derivierte  auch  dreigliedrig  ist,  und 
deren  infinitesimale  Transformationen  nicht  sämtlich  dieselben  Balm- 
curven  haben.  Nach  dem  Früheren  muss  sie  auf  einen  der  Typen 
reducierbar  sein: 

1)  p  +  q,     xp  +  yq,    x'p  +  y^q\ 

2)  p,     2xp  +  yq,     x'p  +  xyq. 

Um  zu  cntscli«?iden,  auf  welchen,    suchen   wir   die  Anzahl  der  in- 
varianten    DitlVrontialgleicliungen    erster    Ordiumg.      Zu    dem    Zweck 
])ilden   wir   nach   der  Schlussbemerkung   des   vorigen  Paragraphen  die 
Determinante  zJ.     Beim  Typus   1  lautet  sie: 
1      1  0 


In    der   That    ist 


X      y  0 

x^     f     2(y/  —  x)y' 

,    wie    man    verificieren 


2(y  -  xfy\ 


mag,    v/'=(>   eine    invariante 


Differeutialiileichun*;  erster  Ordnung;.     Offenbar  ist  auch 


7=0 


beim  ersten  Typus  eine  solche.    Beim  Typus  2  lautet  die  Determinante 

10  0 


2x 

.2 


r 


y      —y 

x"     xy     y  —  xy    I 
Sie  liefert  also  keine   invariante    Differentialgleichung, 
ist  auch  hier 


Aber   ofifenbar 


=  0 


invariant.  Typus  1  und  2  unterscheiden  sich  mithin  dadurch,  dass 
der  erste  zwei,  der  zweite  nur  eine  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung invariant  lässt,  weshalb  sie  auch  wesentlich  verschieden  sind. 

Nun  suchen  wir  in  derselben  Weise  die  bei  Z/^,  f/2,  V^  invarianten 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung.  Sind  es  zwei,  so  ist  die  vor- 
gelegte Grii])pe  auf  die  erste  Form,  ist  es  nur  eine,  so  ist  sie  auf  dio 
zweite  Form  reducierbar. 


aufTypiTV         Zunächst  mögcu  es  zwei  sein,  d.  h.   TJy,   U^,   U^   sei   auf  Typus  1 
reducierbar.     Dieser  Typus  hat  die  Zusammensetzung: 


Zurückföhning  e.  dreigl.  Gr.,  ileien  erate  ileriv.  dreigl.  ist,  auf  ihre  canon.  Form.     '>(  )0 

(V,V,)-.V,,    (F.F3)-2F„     (V,V,)=V,, 
wenn  seine  infiDitesimalen  Transformationen  mit  F, ,  Fg,  F,  bezeichnet 
werden.     Wir    bringen    daher    die    gegebene   Gruppe   auf  dieselbe   Zu- 
sammensetzung   und    zwar    in    der    allgemeinsten    Weise,    in   der   dies 
möglich  ist.     Zu  dem  Ende  setzen  wir  etwa: 

Ui  =  ai  Z7i  +  a^  U.,  -\-  a^U^, 

und  bestimmen  die  Constanten  a,  h,  c  in  allgemeinster  Weise  so,  dass 

wird.  Dies  ist  oflfenbar  ein  rein  algebraisches  Problem  und  immer  zu 
erledigen.     Ist  dies  geschehen  und  ist  etwa: 

so  können  die  |  und  r]  noch  einige  der  Constanten  a,  h,  c  als  arbiträr 
enthalten.  Es  muss  nun  notwendig  solche  Functionen  x  und  y  von  x 
und  y  geben,  dass  C/j  in  Fj,  ü.^  in  F2  und  U^  in  F3,  geschrieben  in 
X  und  y  statt  x  und  y,  übergeht,  und  zwar,  wie  man  allgemein  be- 
weisen könnte,  bei  ganz  beliebiger  Wahl  der  noch  arbiträren  Con- 
stanten.    Wir  setzen  also  an: 

t    ElMr,     K  —  Ka.^ 

^1  cx  ~f"  ^1  dy~~  dx  "T"  dy' 

t   ^  _\         eL -    ^f    I    -    ^f 

^•^dx~T~^^  dy~^    dx'^  ^    dy' 

t    ^f  _]_        ^ -o  cf    .    -2  df 

^3  a.r  "T  ^^3  8y~^"  f  X  "T"  ^    dy' 

Hieraus  Hessen  sich  x  und  y  durch  Integrationen  bestimmen,  denn 
setzen  wir  f^x  oder  ^y,  so  ergeben  sich  jedesmal  DiHVrential- 
gleichungeu  für  x,  y.  Aber  wir  können  einfacher  verfahren:  Es  sind 
dies  drei  Gleichungen,  welche  das  Verschwinden  der  Determinante 
nach  sich  ziehen: 

^iP  +  ViQ     ^       ^    I 

^iP  +  ^l'Q     ^      y      =  0 

iiP  +  %'/   ^~   y^  I 

oder: 

{y—x)  {l^p  -f  n^q)  -\-xy(y—  x)  (5,p  -\-ViQ)  —  if'  —  ^^)  {^-P  +  »/s*?^  =  <^ 

oder: 

{i^p  +  %q)  +  •'■//'>i;>  +  *h'j)  —  (■'•  H-  y)  iliP  +  '/iV^  =  <>• 

Andererseits  besteht  aber  zwischen  den  drei  intinitesiniah'u  Trans- 
formationen die  Relation  (vgl.  ^   1   des  7.  Kap.): 
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oder: 


^2P  +  V>Q      i'      V2 
i.iP  +  V^'l     i^     *?:! 


=  0 


Sicher  besteht  keine  andere  Relation  als  diese  zwischen  ihnen,  denn 
zwischen 

p  +M>  ^p-^  yi'  ^'p  +  y'^ 

besteht  nur  eine,  und  auf  diese  Gruppe  soll  ja  die  gegebene  reducierbar 
sein.  Wir  fanden  aber  vorher  eine  Relation.  Dieselbe  rauss  sich  also 
mit  dor  jetzigen  decken  und  der  Vergleich  giebt: 


••*'■  +  :'/  =  — 


I3  »Jl    —  ^1  ^3 


Reduction 
auf  Typus  ü 


^1  ^2  —  ^2  ^1 

Also    lassen   sich   x  und  y   rein   algebraisch   als   Functionen   von  .r,  y 
bestimmen. 

Damit  ist  die  Reduction  geleistet  und  zwar  in  der   allgemeinsten 
Weise,  in  der  sie  ül)erhaupt  möglich  ist. 

Gesetzt   nun,   die  Gruppe    Uy,   U^,    IJ^   lasse   nur  eine  DilFerential- 
gleichung  erster  Ordnung   invariant,    sei   also   auf  den   zweiten  Typus 

reducierbar: 

p,     2xp  +  yq,     x^p  +  xyq. 

Wir  schlagen  dann  denselben  Weg  ein  wie  vorher:    Dieser  Typus  hat 
die  Zusammensetzung 

und    wir    bringen    zunächst    die    vorgelegte    Gruppe    in    allgemeinster 
Weise  auf  eine  solche  Form 

f''i  =  lj>  +  Vi<l,     ^  =  l,P  +  V-^a,     U-i  =  hP  +  V:iQ, 
dass    sie    dieselbe    Zusammensetzung    hat.      Dies    erfordert,    wie    wir 
wissen,   nur   algebraische   Operationen.     Alsdann   giebt   es   Functionen 
X  und  //  von  x,  y,  so  dass: 


0) 


'Sl 

df 

dx 

+  ^> 

dy- 

df 

§2 

PI 
dx 

+  V2 

dy 

2-11  +  .' 

.^•^ 

dx 

+  >?.'i 

df 
dy~ 

-2   df      1      - 

x^^  4-  x 
dx    ' 

-  if 

wird.     Also  besteht  die  Relation: 


I 
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ijp  +  V20  ^^   2/1  =  0 
hp  +  n^''I    ^'    ^y  I 

oder : 

währeiKl  doch  zwischen  den  drei  infinitesimalen  Transforniationon  nur 
die  Relation 

Si  '/2        5;>  '/i  5i  Vi        ?a  '/i 

bestehen  kann.     Somit  ist,  wie  der  Vergleich  lehrt: 
^  ^ ^3^1  —  li>?3       ^2  ^  li  ^3  —  I3  ^2 . 

Diese  Relationen  geben  x,  aber  nicht  y.  Dass  sie  sich  nicht  wider- 
sprechen, ist  von  vornherein  sicher.  Um  auch  1/  zu  finden,  benutzen 
wir  die  drei  Gleichungen  (l).  Setzen  wir  darin  f  ^  x,  so  ergiebt  sich 
keine  Bestimmungsgleichung  für  y,  wohl  aber,  wenn  wir  f  ~  p  setzen. 
Dann  kommt: 

j.    dy  _.         cij _ 

t  ^y  \  ^  (^y 


dx+'i-^Jy  =  ^y' 


Die   letzte  Gleichung   muss  sich  natürlich,   wenn  in  ihr  für  ./   der  ge- 
fundene  Wert    eingesetzt   wird,    auf  die    vorletzte   reducieren,    kommt 

also   nicht  in   betracht.     Die  beiden  ersten  geben     ^  ^  und  ~~-  als 

"^  dx  dy 

bekannte  Functionen  und  daher  lg  y,  also  [/  selbst  durch  eine  Quadratur. 
Die  Reduction  ist  also  vermittelst  einer  Quadratur  zu  leisten. 

Das  in  beiden  Fällen  zuerst  zu  erledigende  Problem,  die  vor- 
gelegte Gruppe  in  allgemeinster  Weise  auf  die  betreffende  Zusammen- 
setzung zu  bringen,  deckt  sich  wegen  der  in  §  2  des  21.  Kapitels 
gegebenen  geometrischen  Deutung  mit  dem  Problem  der  analytischen 
Geometrie,  als  Grunddreieck  des  homogenen  Coordinatensystems  in  all- 
gemeinslcr  Weise  ein  aus  zwei  Tangenten  jenes  Kegelschnittes  uiul 
ihrer  Berührsehne  gebildetes  Dreieck  einzuführen.  Doch  wird  man, 
wenn  es  nur  darauf  ankommt,  überhaupt  auf  irgend  eine  Weise  die 
Reduction  zu  leisten,  beijucmer  verlahren,  indem  man  versucht,  ob 
nicht  irgend  eine  leichter  zu  findende  sjwcidlcrc  Auswahl  der  infinite- 
eimalen  Transformationen    (^1,    U^,   U^  /.mu  Ziele  liilirt. 
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{xy-\-  \f.2y. 


Nach   einem   allgemeinen   Satze,    den   wir  jedocli   hier   nicht   ent- 
wickeln, ist  (lies  bei  jeder  Annahme  der  Fall. 
Beispiele.  1.  Beispiel:    Man  soll  die  dreigliedrige  Grnppe 

x^p  -ff/,     —xp  +  yq,    p  +  y'q 
auf    ihre    cauouische    Form    bringen.     Da    ihre    erste    derivierte    drei- 
gliedrig ist,  muss  sie  sich  auf  Typus  1  oder  2  reducieren  lassen.    Die 
Determinante    aus    den    erweiterten    infinitesimalen    Transformationen 
lautet: 

x^       1      -  2xy 

—  X     y  2y' 

■  1     r      ^yy' 

Die  Gruppe  lässt  also  die  Differentialgleichung  erster  Ordnung  y  =  0' 
invariant  (wie  noch  verificiert  werden  mag)  und  überdies  offenbar  diese: 

4  =  0, 

y 

im  ganzen  mithin  zwei,  und  sie  ist  daher  auf  Typus  1  zurückzuführen. 
Man  erkennt,  dass  sie  überdies  schon  genau  dieselbe  Zusammensetzung 
wie  dieser  hat.     Versuchen  wir  daher,  direct  anzusetzen: 

x^p  +  q=p-\-q, 

—  xp  -\rya  =  ^p  +  m, 
p  +  y'<i  =  ^'-p  +  y^<i- 

Es  würde  sich  hieraus  ergeben: 

—  ^p  -\~  yQ     ^    V    =0 

p   -f  y^q     x^     Tß 
oder: 

{y  —  a)  (/)  +  f(i)  -}-  xyijj  —  x)  {x^p  -\-q)  —  {jf  —  x^)  {— xp -\-  yq)  =  0 

oder  also: 

{P  +  y-fl)  +  xyipc^p  -\-  q)  —  {x -]r  y)  (—  xp  +  yq)  =  0. 

Andererseits  besteht  aber  die  Identität: 


x'^l)  -\-  q  x^       1 

—  xp  -\r  yq     —  x    y 

p  +  f^a     1     y^ 


=  0 


oder: 

{xhj  +  x)  (p  +  fq)  -  (xy'-\-y)  (x'p  +  q)  -  (x^y'  -  1)  (-  xp  -f  yq)  =  0, 

also: 

{P  +  fq)  -  l'  {x'p  +  q)  -  ~-'^^  (-  xp  +  yq)  =  0. 
Der  Vergleich  giebt: 
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r»  y         ~    i     -         ory  —  \ 

XiJ ,      x-\-  y=     -1 

also: 

:,.  _  ,7  =  +  ^-y +i . 

—        a: 
Wir  K-.'Minen  also  ontwoder  setzen: 


oder: 


^"  =  2/,    y  =  —  ~ 


y  =  V- 


In   der   That    füln-en    l,eide  Variabeinpaare   die   vorgelegte  Gruppe   auf 
lypns  1  zurück. 

3.  Beispiel:    Mau  soll  die  dreigliedrige  Gruppe 

p,     sin  X'p-\-  cosx-q,     cos  xp  ~  smx-q 
auf  ihre   canonische  Form   bringen.     Ihre   erste   derivierte  Gruppe  ist 
.bvigbodng,    sie    ist   also   auf  Typus  1   oder  2   zurückzuführen      A\'ir 
bddeu  die  Determinante  der  erweiterten  Transformationen.     8ie  ist: 
'      1  -0  0 

sin  X        cos  X        —  s\nx  ~  y  cosx    ^ 1. 

cos  X     —  sin  a;     —  cos  a;  +  y  sin  x  ' 
Daher  ^lässt  die  Gruppe  nur  die  eine  Differentialgleichung  erster  Ord- 
""ng  ^  =  0  invariant,   die  Gruppe   ist  mithin  auf  Typus  2  zu  redu- 
zieren.    In    §    3    des    21.    Kapitels    haben    wir    schon    dies    Beispiel 
betrachtet.    Danach  nehmen  wir  die  Gruppe  in  der  Form  an: 
^  =  (1  +  cos  x)   p  -  ^mx-q,     T\  =  2s\nxp-^2cofix-  ry, 
^  ^  (1  —  cos  x)  ■  p  -{-  sin  X  •  q. 
Wir  stellen  nun  die  Relation  auf: 

U^     1  -f  cos  a:     —  sin  x 
U^       2  sin  X        2  cos  X 

Ü,     1 


cos  X 


sm  X 


=  0 


oder: 

(1  +  cos  x)U,-\-{l~  cos  x)  U^  -  sin  xÜ^  =  0, 
während  andererseits 

U^  +  jrU,  ~  xll  =  0 
sein  soll,  wie  oben  in  der  allgemeinen  Entwickeluug.    Somit  haben  wir: 


sin  X 


1   —  C08  X 


1  +  cos  a; '     '  1  +  cos  ar  * 

In    der   That   ist   die   zweite   Gleichung  eine   blosse  Folge   der   erst.Mi. 

Zur  Bestimmung  von  y  haben  wir  nun  die  Gleichungen: 

Lie,  DifTerfiitialgtoichnngm  oo 
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(>y        •    ^     ^y 


(l  +  cos.)||-sin.      if^  =  0, 


2sina;^|+  2cosa:||  =  2^, 


woraus  folgt: 

und  eiue  Quadratur  giebt 
also  setzen  wir: 


d\gy ?i5_^ ^L^JL  =  1 

~^3^'        "2(1  +  coa  .t)'        dy  2 


%y  =  \  —  lg  cos  ^a;, 


y 


sin  aj  _  e 

'  X  =  ..    , ,     y  = 


1  +  cos  a; '      •  cos  \  x 

In  der  Tliat  gehen  ^,,  U^,  U^  durch  Benutzung  dieser  neuen  Variabein 

über  in  _         __        _  

2),     2xiJ  +  yq,     x^p  +  xyq, 

womit  die  Reduction  durchgeführt  ist. 

§  3.  Zurückführung  einer  dreigliedrigen  Gruppe,  deren  erste 
derivierte  zweigliedrig  ist,  auf  ihre  canonische  Form. 
Es  liege  nunmehr  eine  dreigliedrige  Gruppe  TT,,  II,  U^  in  w,  y 
vor,  deren  erste  derivierte  zweigliedrig  ist,  und  die  überhaupt  Differen- 
tialgleichungen zweiter  Ordnung  invariant  lassen  kann.  Dieselbe  muss 
sich  nach  dem  in  §  3  des  22.  Kapitels  gegebenen  Schema  auf  einen 
der  folgenden  Typen  zurückführen  lassen: 

p      q      a;p  +  cyq,  («=;=o) 

q     xq     (1  —  c)xp  +  yq,        ("--o.  ^-D 

q   xg.   y<i, 

p    q.   {x  +  y)p-\-yQ, 

q     xq    p  -\-  yq. 
Der   damals   mit  G   bezeichnete  Typus   ist   hier  in   dem   ersten  Typus 
enthalten,    da    bei    diesem    nur   der    Fall    c  =  0   ausgeschlossen    wird, 
nicht  auch  c  =  1. 

NormieruMg.  Zunächst  ist  Icicht  zu  entscheiden,  wann  die  vorgelegte  Gruppe 
auf  die  dritte  Form  gebracht  werden  kann,  nämlich  dann  und  nur 
dann,  wenn  ihre  infinitesimalen  Transformationen  sämtlich  dieselben 
Bahncurven  haben.  Vom  dritten  Typus  kann  daher  weiterhin  bei  der 
Normierung  abgesehen  werden. 

Um   nun  zu   unterscheiden,   auf  welchen   der  übrigen   Typen   die 
vorgelegte  Gruppe   reducierbar  ist,   werden   wir  die  ersten  derivierteu 


J 


I 
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Gruppen  betrachten.  Sie  sind  die  Gruppen  p,  7  und  r/,  xq.  Im  ersten 
und  vierten  Fall  haben  die  infinitesimalen  Transformationen  der  ersten 
derivierten  Gruppe  verschiedene,  im  zweiten  und  letzten  Falle  die- 
selben Bahncurven.  Indem  wir  auch  die  erste  derivierte  Gruppe  der 
vorgelegten  Gruppe  C/",,  R^,  U^  daraufhin  betrachten,  entscheiden  wir 
sofort,  ob  die  Gruppe  auf  den  1.  oder  4.  oder  aber  auf  den  2.  oder 
f).  Typus  reducierbar  sein  muss,  denn  es  ist  klar,  dass  eine  drei- 
gliedrige Gruppe  jene  Eigentümlichkeit  nicht  ändert,  wenn  neue  Ver- 
änderliche in  dieselbe  eingeführt  werden. 

Nun  fragen  wir  weiterhin  nach  der  Anzahl  derjenigen  infinitesi- 
malen Transformationen  Vf  der  Typen,  welche  sich  bei  jeder  Klammer- 
operation reproducieren.  Bei  allen  Typen  geben  ja  die  Klammer- 
operationen nur  infinitesimale  Transformationen  der  ersten  derivierten 
Gruppe,  so  z.  B.  beim  ersten  nur  p,  q.  Wir  suchen  daher  z.  B.  boi 
diesem  eine  Transformation  a}^  -f-  ßq,  sodass  jedes 

{ap  -f  ßq,  kp  +  ^2  +  v{xp  +  cijq)) 

die  Form  Q{ap  -^  ßq)  hat,  welche  constanten  Werte  auch  A,  ,a,  v 
haben  mögen.  Da  die  erste  derivierte  Gruppe  aus  vertausch  baren 
infinitesimalen  Transformationen  besteht  —  wie  auch  J)ei  den  andern 
Typen  — ,  so  brauchen  wir  offenbar  nur  zu  verlangen: 

{up  +  ßq,  xp  -f  cyq)  =  Q{ap  -f  ßq). 

Ausrechnung  giebt: 

ap  -f  ßcq  =  Q{ap  -i-  ßq), 
d.  h. 

(l_^)a  =  0,     {c  —  Q)ß  =  0. 

Ist  c=f=l,  so  liefert  dies  q  =  1  oder  q  =  c.  Für  Q=i  kommt 
ß  =  0,  die  gesuchte  Transformation  ist  also  ^).  q  =  c  liefert  a  =  0, 
d.  h.  die  Transformation  q.  Im  Falle  c  =^  1  giebt  es  also  gerade  zwei 
infinitesimale  Transformationen  der  gesuchten  Art.  Wenn  dagegen  c  =  l 
ist,  so  ist  Q  =  1  (weil  sonst  a  ==  /?  =  0  wäre)  und  «  und  ß  sind 
beliebig,  d.  h.  alsdann  sind  alle  unendlich  vielen  Transformationen 
^P  -\r  ßQ  solche  der  gewünschten  Art. 

]3eim  zweiten  Typus  reproducieren  sieh  analog  nur  7  und    rq. 

Beim  vierten  Typus  fordern   wir: 

{ap  +  ßq,  (x  -f  j/)p  -\-  1/q)  =  p(«;)  4-  ß>,\ 
Ausrechnung  giebt: 

fn> -{- ßir  +  q)  =  Q{np  +  ßq), 
(1.  h. 

(1  -p)«-f /i  =  0,     (l_p)/i  =  (). 
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Mithin  ist  ()  =  1  und  ^  =  0,  d.  h.  hier  ergiebt  sich  nur  eine  infini- 
tesimale Transformation  der  gewünschten  Art,  nämlich  p. 

Beim  fünften  Typus  endlich  ergiebt  sich  analog  auch  nur  eine, 
nämlich  q. 

Dieselbe  Rechnung  führen  wir  bei  der  gegebenen  Gruppe  dnrch 
und  entscheiden  dadurch,  ob  sie  zu  Typus  1  für  c  4=  1  oder  zu  Typus  2 
oder  aber  zu  Typus  1  für  c  =  1  oder  endlich  zu  Typus  4  oder  5 
o-ehört,  denn  die  Anzahl  solcher  sich  bei  den  Klammeroperationen 
reproducierender  infinitesimaler  Transformationen  bleibt  unverändert, 
wenn  auch  neue  Variabein  in  die  Gruppe  eingeführt  werden. 

Da  wir  schon  pben  entschieden  haben,  ob  sie  auf  Typus  3  oder 
aber  auf  Typus  1  oder  4  oder  aber  auf  Typus  2  oder  5  reducierbar 
ist,  so  ist  nunmehr  der  Typus,  auf  den  sich  die  vorgelegte  Gruppe 
zurückführen  lassen  muss,  bekannt. 

Es  erübrigt  jetzt  noch,   die  Reduction  für  die  einzelnen  Möglich- 
keiten wirklich  durchzuführen. 
Reduction  Angenommen   sei    also   erstens,   dass   die  Gruppe   U,,   U^,   U^   auf 

auf  don  o  ' 

.ratei.Tjpus.fien  Typus 

j),     q,     xp  -f  cyq 

zurückführbar  sei,  wo  allerdings  die  Constante  c,  die  sicher  =f=  <'  i^^» 
noch  unbekannt  ist.     Der  Typus  hat  die  Zusammensetzung: 

{p,  q)  =  0,     Q),  xp  +  cyq)  ^p,     {q,  xp  +  cyq)  =  cq. 
Entsprechend    werden    wir    die    infinitesimalen    Transformationen    der 
vorgelegten  Gruppe  in  allgemeinster  Weise  so  auswählen,  dass: 

(ÜJJ,)  =  0,    CÜM=Ü„  (Ü,Ü,)  =  GoiistÜ, 

wird.     Dies   erfordert  nur   algebraische  und  verhältnismässig  einfache 

Überlegungen.     Die  Constante,  die  bei  der  letzten  Klammeroperatiou 

auftritt,  benutzen  wir  als  die  Grösse  c.  Wenn  nun  etwa: 

(«•  =  1,  2,-  3) 

ist,  so  giebt  es  sicher  solche  Functionen  x  und  y  von  x,  y,  dass: 

^idx'^^^dy~      dy' 

53  ^^  -^  '^^dy~^  dx'^^y  dy 
wird.     Zwischen    den    drei    infinitesimalen    Transformationen    besteht 
daher  nntwendifj  die  Relation 


^1 
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I 


oder: 


f7,    1    0 

U,    0      1 

U-i     X     cy 


=  0 


f/3  -  xUy  —  cyU,  =0. 

Bekanntlich    besteht    aber    zwischen   ihnen   nur  eine   lineare   Relation 
nämliche  diese: 


U,+ 


Demnach  ist; 


U, 


Die  Reductiüu  ist  hiernach  rein  algebraisch  durchführbar. 


Nicht    so    im   zweiten  Falle:    Die  vorgelegte   Gruppe   U,,   U.,,   rr  ^«''"<^"'"» 

zweitcu 

(j_,    .xq,     (1  —  c)xp  +  yq 


sei  auf  den  Typus 


reducierbar.     Wie    vorher  bestimmen  wir  auch  hier  drei  von  einander 
unabhängige  infinitesimale  Transformationen 

der   vorgelegten  Gruppe  in   allgemeinster  Weise  so,   dass  sie  dieselbe 
Zusammensetzung  liefern,  wie  der  Typus,  d.  h.  dass: 

wird.     Die    zuletzt    auftretende   Constante    nehmen   wir  als   das  c  an. 
Nun  giebt  es  Functionen  x,  y  von  x,  y,  sodass: 


(2) 


£  .^/:  j_ «  £/:  _  iiT 

t    df    ,  ^/"  _  -  ^f 


df 


dy 
df 


dy' 


1*3  ai  +  ^3  ^2/  —  (^ 


\-  Sf    ,     .  ?f 


^y 


wird.     Hiernach  besteht  zwischen  den  V  die  lineare  Relation; 

V,        0  1 

U^  0  X 

U-i     (1  —  c)x  y 


oder 

d.  h.  es  ist: 


=  0 


U^  =  xÜi, 
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also: 

^1  Vi 

(Dass  diese  beiden  Werte  dieselben  sind,  ist  von  vornherein  sicher.) 
Um  y  zu  bestimmen,  setzen  wir  in  (2)  f'E^x,  y.  Die  erste  Annahme 
giebt  für  y  keine  Bestimmungsgleichuug,  hat  also  keinen  Zweck. 
Setzen  wir  aber  f^y,  so  kommt: 

(Die    zweite  Gleichung    giebt   offenbar  nichts   neues.)     Hieraus   lassen 

sich  ^  und  J^  berechnen  als  lineare  Functionen  von  y,  deren  Coeffi- 
dx  ry 

cienten  von  x,  y  abhängen.  Bekanntlich  erfordert  alsdann  die  Be- 
stimmung von  y  nur  Quadraturen. 

Die  Reduction  verlaugt  also  nur  Quadraturen. 

^aurden"  Wcnu   dic   vorgclegtc   Grupjjc    U^,    U.,,   U.j  drittem  auf  die   Form 

<1  ritten 

Typus.  (I,       ^U,       l/U 

gebracht  werden  kann,  so  wählen  wir  wieder  drei  von  einander  unab- 
hängige infinitesimale  Transformationen  der  gegebenen  Gruppe: 

(i  =  1,  2,  3) 

in  allgemeinster  Weise  so,  dass  die  JJ  dieselbe  Zusammensetzung 
haben  wie  der  bekannte  Typus,  dass  also 

wird.     Alsdann  setzen  wir: 

^'  dx  ^  "  dy        dy' 
t    cf    ,         df_-  dl 
^'^  dx  "T'^ä^y  "^  dy' 

t  K  JL.       ^f  _-  dl 

^^?X   ~^  ^3    dy  —  y    dy' 

Zunächst  ist  hiernach 

TJ,=  xU„     Ü,  =  yU,. 

Andererseits  müssen  U.^  und  U^  sich  notwendig  in  den  Formen  dar- 
stellen lassen: 

U^  =  Q  {x,  y)  l\ ,      11^  =  0  (x-,  y)  Uy , 
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da  diu  iufiniteisimalen  Transformutiüiieu  Uy,  U^,  U-^  sämtlich  dieüelbeii 
Balmcurveu  Labeu.     Also  ergiebt  sich  sofort 

Die  Reduction  erfordert  demnach  weder  Integration  noch  Quadraturen. 

Sei  die  vorgelegte  Gruppe    Z7i,   U.^,   U^  viertens  auf  die  Form  ^'urdln 

p,    Q,    (^  +  v)p-\-yfi  tVTu*." 

reducierblir.     Wir    wählen    zunächst    wieder   drei   von   einander  unab- 
hängige inßnitesimale  Transformationen  der  gegebenen  Gruppe: 

(i  =  1,  2,  3) 

in  allgemeinster  Weise  so  aus,  dass  die    U  dieselbe  Zusammensetzung 
ergeben  wie  der  bekannte  Typus,  d.  h.  dass 

ist.     Darauf  setzen  wir  iiu: 

fc  £/  4-  ^   'C  =  Lf 
*'  dx    '     '^  cy        ex' 

Hiernach  ergiebt  sich: 

%  =  i^  +  yW,  +  yÜ,, 


während  doch 


ist.     Demnach  kommt: 


Die  Keductiou  erfordert  also  keinerlei  Quadraturen  oder  Integrationen. 

Endlich  wenden  wir  uns  zum  fünften  Fall:     U.,  l\,  U^  sei  rcdu- Boauction 
cierbar  auf  ^"""'" 

T.vpu«. 

Nachdem  die  infinitesimalen  Transformationen 

(1  =  «,»   3) 

in    allgemeinster   Weise    aus    der    vorgelegten   Gruppe   so   ausgewählt 


520  Kapitel  23,  §  3. 

sind,   dass   sie   auch   die  Zusammeusetzuug  des  Typus  gebeu,  uäiulicli 
diese: 

(UM  =  0,    {IJJJ,)  =  Ü„    (ÜJJ,)  =  U,-  'u„ 

so  setzen  wir: 

5i  dx  ^  ^»  dy  dy' 

^'■^  ex    '    ^^  dy  dy^ 

§3  ^x  '^^^  dy~     d^  '^  ^  dy 
uud  crhalteu  hieraus: 

^■^  d X  ^  ^-^  dy  ~     \^^  d X  ^  *yi  ^yj  > 

also: 

,7  h  >?« 

5i  Vi 

Um  y  in  linden,  setzen  wir  f^i^y  und  unsere  drei  obigen  Gleichungen 
geben  (indem  die  zweite  überflüssig  wird): 

"  8  a;    '     '^  oy  ' 

fc    ^1  JL.  .„    ^1  —  7, 
^■^dx  ^  ^•^cy~  •^• 

Wie    bekannt,    Uisst   sich  hieraus   y   durch    Quadraturen   als  Funcliun 
von  X,  y  berechnen. 

Diese  Reduction  fordert  also  nur  Quadraturen. 

In  allen  fünf  Fällen  kann  mithin  die  Zurückführung  der  vor- 
gelegten Gruppe  auf  ihre  canonische  Form  durch  algebraische  Opera- 
tionen und  höchstens  einige  Quadraturen  geleistet  werden.  Doch  ist 
in  jedem  Falle  eine  ähnliche  Bemerkung  wie  im  vorigen  Paragraphen 
zu  machen.  Sicher  existiert  jedesmal  eine  Form  ?7i,  C/g,  11.^  der  ge- 
gebenen Gruppe  derart,  dass  Ü^,  U^,  Ü.^  direct  in  die  drei  infinitesi- 
malen Transformationen  des  betreffenden  Typus  übergeführt  werden 
können.  Diese  Form  suchten  wir,  indem  wir  in  allgemeinster  Weise 
Ui,  11.2,  U.^  so  bestimmten,  dass  sie  dieselbe  Zusammensetzung  liefern, 
wie  der  Typus.  Bei  dieser  Bestimmung  treten  völlig  willkürliche 
Constanten  auf.  Für  gewisse  Zahlenwerte  derselben  muss  die  Über- 
führung zu  leisten  sein.  Dass  sie  für  alle  zu  leisten  ist,  folgt  aus 
allgemeinen  Sätzen,  die  hier  nicht  erörtert  werden  können.  Man  mag 
sich  in  jedem  Beispiele  davon  überzeugen. 
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1.  Beispiel:    Man  soll  die  dreiglietlrige  C«rupi)e  Bei.piei« 

Ui  =  xp,     U^  =  yq,     U^  —  xlgx-p  +  yh^y-  q 
auf  ihre  canonische  Form  bringen.     Hier  ist 

Die  erste  derivierte  Gruppe  ist  also  zweigliedrig,  nämlich  Ui,  U^. 
Ihre  intinitesimaleu  Transformationen  haben  verschiedene  Bahncurveo. 
Mithin  kann  die  Gruppe  nur  auf  den  ersten  oder  vierten  Typus  redu- 
cierbar  sein.     Da  nun 

ist,  so  giebt  es  unendlich  viele  sich  bei  den  Klanimeroperationen 
reproducierende  infinitesimale  Transformationen  «,6^1  -f"  ct.^U.^,  die 
Gruppe  ist  demnach  auf  Typus  1  für  c  =  l,  also  auf 

p,     q,     xp  +  yq 

reducierbar.  Um  das  allgemeinste  neue  Veränderlich enpaar  x,  y  ^u 
tindeu,  welches  die  Reduction  vermittelt,  nehmen  wir 

Ü2  =  ßxU,  +  ß,U„ 

Ü,  =  y,U,  +  y,U,-j-y,U,, 
wo  die  «,  ß,  y  Constanten  mit  nicht  verschwindender  Dctcrmluautc,  d.  h. 

73  4=  0     und     «i/i^  —  «a/3i  4=  0 
sein  sollen,  so  an,  dass 

wird.     Dies  liefert  für  die  «,  /3,  y  nur  die  Bestimmungen: 

(l-y3)«i  =  0,     (1  -y,)«,  =  0, 

(1  -  ^3)^1  =  0,     (1  -  y,)ß,  =  0. 
Also  ist  y.^  =  \  anzunehmen,  während  die  et,  ß  und  ;-, ,  y..   willkürlich 
sind.     Nun  setzen  wir 

df 
Ui  EE:ayXp  -\-  (x,yq=  .^^, 

U.,~ß,xp-{-  ß^yq=  y.^, 

.1.  h.: 

(y^x  +  xVrx)i)  -\-  {y.,y  -\-  yVry)q  =  x\r(^xp  -\-  a^jq)  -\-  y{ß^xp  -\-  ß^yq\ 

sodass 


522  Kapitel  23,  §  3. 

(y,  -\- \g  x) X  =  (a^x  -\-  ß^y)x, 

in  +  h  y)y=-  («2^'  +  ß%ii)y 

seiu  muss.     Dies  giebt: 


1 


Yi  +  lg  ^     /^i  i        _  1  !  «1     ri  +  lg  -^ 


Die  neuen  Veränderlichen  fuhren   also   L\j  U^,  U^  in 

über.  Dabei  sind  «j,  a^;  /3j,  /3j,;  ^j,  72  ganz  willkürlich.  Nimmt 
man  z.  B.  diese  alle  gleich  Null  au  mit  Ausnahme  von  «1  =  {\  =  1, 
so  kommt: 

x  =  ]gx,    y  =  Vyy. 
In  der  That  wird  dann: 

x)  =  x  —^—  '^  -\-  X  ^  ^^  ''  1^  =  ^  =  - 
^  dx      dx*  dx     dy        dx       ^' 

d_\gx    d£    ,       d\g  y  df dj^ - 

•^^        ^    dy      dx~^ '^    dy     dy        dy        ^' 

x\g  X  •  p  -\-  ij\^ij  ■  ci  =  \gx   p  -\-  \gy  -Ti  =  xp  -{■  yq. 
2.  Beispiel:    Die  Gruppe 

a,   -  fi,   x^p  —  yu 

soll  auf  ihre  canonische  Form  gebracht  Averden.     Hier  ist' 

Die  erste  derivierte  Gruppe  ist  demnach  zweigliedrig:  U1U2  und  die 
infinitesimalen  Transformationen  Uj^,  U^  haben  dieselben  Bahncurven^ 
nicht  aber  hat  auch  ^,  eben  diese  Bahncurven.  Also  ist  die  Gruppe 
auf  den  zweiten  oder  fünften  Typus  reducierbar.  Wir  fragen  nach 
der  Anzahl  der  infinitesimalen  Transformationen  a^V^  -{■  ßaU2,  welche 
sich  bei  den  Klammeroperationen  reproducieren: 

{aU,  +  ßU„  U,)  =  Q{aU,  -h  ßU,). 
Es  kommt  hier: 

-  aU,  +  ß{U,  -  U,)  =  Q{al\  +  ßU,\ 
also 

(()+l)a  +  /3  =  0,     /3(9  +  l)  =  0. 

Wäre  p  4=  —  h  so  käme  a  =  ß  =  0.  Also  ist  (>  =  —  1  und  ß  =  (», 
d.  h.  es  giebt  nur  eine  infinitesimale  Transformation  der  gesuchten 
Art,  nämlich   f/j-,  die  Gruppe  ist  sonach  auf  den  letzten  Typus 

q,     xq,     p  +  yq 
zurückführbar.     Zunächst  setzen  wir  nun  allgemein  an: 
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uucl  iiuhmeii  an,  dass  ^a  =f=  0  und  cc^ß.^  —  u.^ß^  ^  ij  ^ei.     Die   (/,  sind 
so  zu  bestimmen,  dass 

Cü,ü,)  EB  0,  (17,1/3)  =  u„  (UM  =  u,-ü, 

k     wird.     Dies  giebt  für  die  a,  ß,  y  die  Uedingungen: 

-  /^i^a  +  ^.'^a  =  /^i  -  «1 .      -  ß-jy,  =  /^,  -  «,• 

I  Wäre  2^3  =4=  —  1,  so  käme  or^  =  0,  d.  li.  «,  =  0,  was  auszuschliessen 
ist.  Somit  ist  y-^  =  —  1  zu  setzen,  d.  h.  a^  =^  0,  ß.^  =  ci^.  Also 
haben  wir  die  Relationen  aufzustellen: 

TT    —  ^f 


Demnach  ist: 


l 


während  f^y  liefert: 

Es  ist  daher  y  zunächst  von  der  Form: 

also  nach  der  zweiten  Gleichung 

\'  '  j;      '    '  /  cir,  dx  «,      •     ^  ' 

daher 

f^^'X '"-  + 1;  ■  i  +  «'. 

wo  c  eine  beliebige  Constante  bedeutet,  sodass  also 

^.  =.  >  +  '^' ,    ^  =  J^  +  >'»  .  1  +  ,,7  +  yi_i 

X-      '     a     '       ^  et,      '     a,       X      '  '  « 


d.    h. 

dcp 


524  Kapitel  23,  §§  3,  4. 

die  neueu  Veräiiderlicheii  sind,  welche  die  Transformatiou  in  die 
caiioniscbe  Form  leisten.     In  der  That  ist  wegen: 

P—dx       dx    dx^  dx    dy  x' l' ^  \      a,x'        ^  xV^' 

^        dy       cy    dx'dy    dy        «j  ■' 
auch 

Natürlich  kann  man  die  Constanten  specialisieren,  z.  B.  «j  =  1, 
ßi  =  Yi  =  y-i  =  c  =  0  setzen,  sodass 

wird. 

§  4.     Zurückführung  einer  dreigliedrigen  Gruppe,  deren  erste 
derivierte  eingliedrig  ist,  auf  ihre  canonische  Form. 

Eine  dreigliedrige  Gruppe  L\,  U^,  U.^  in  x,  y,  deren  erste  deri- 
vierte Gruppe  eingliedrig  ist,  lässt  sich  nach  dem  Schema  in  §  3  des 
22.  Kapitels  auf  eine  der  drei  folgenden  canouischen  Formen  zurück- 
führen: 

p,      q,      xir, 

q,     xq,     xp  +  yq; 

q,     p,      xq. 
Normieruug  lu  allcu  drei  Fällen  stellt  die  erste  infinitesimale  Transformation 

die  erste  derivierte  Gruppe  dar,  also  im  ersten  jj),  in  den  beiden 
anderen  q.  Im  dritten  Falle  ist  q  mit  2>  und  xq  vertauschbar,  im 
ersten  und  zweiten  Fall  ist  die  erste  infinitesimale  Transformation 
nicht  mit  allen  übrigen  vertauschbar.  Ferner  besteht  im  ersten  Falle 
zwischen  den  drei  infinitesimalen  Transformationen  die  Relation: 

i^p)  —  ^O)  =  0, 


im  zweiten  diese: 
und  es  ist  im  ersten 
im  zweiten 


(xq)  —  x(q)  =  0 
{p,xp)=p, 
(q,xq)=0. 


i 
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Um  also  für  IT,,  U^,  U^  den  zugehörigen  Typus  zu  bostinimen, 
bilden  wir  (UiU^),  {U^U^,  {U^l\)  und  erhalten  dadurch  die  infinitesi- 
male Transformation  der  ersten  derivierten  Gruppe.  Sie  sei  etwa  l\. 
Alsdann  untersuchen  wir,  ob  sie  mit  allen  Transformationen  (h-r 
Gruppe  vertauschbar  ist  oder  nicht.  Ist  sie  es,  so  ist  die  Gruppe  auf 
Typus  3  reducierbar.  Ist  sie  es  nicht,  so  kommen  nur  die  beiden 
er.sten  Typen  in  Frage.  Dann  bilden  wir  die  sicher  bestehende  Relation 
von  der  Form: 

«1  ^^1  +  «2 c^.  +  «.  ^^3  -  9'(^^  y) ü,=o, 

wo  cp  eine  wirkliche  Function,  nicht  aber,  wie  a, ,  a^,  «3,  nur  ein»* 
( 'ofastante  sein  soll.     Ist  dann 

so  ist  die  Gruppe  auf  Typus  2  zurückzuführen,  andernfalls  auf  Typus  1. 

Sei    —    nach   Beendigung    dieser  Normierung  —    die    vorgelegte  Reduction 

auf  deu 

Gruppe  auf  den  ersten  Typus  e«ten 

p,     q,     xp 

reducierbar.  Auch  sei  U^  die  erste  derivierte  Gruppe.  Sicher  lassen 
sich  dann  in  allgemeinster  Weise  IK,  und  f/3  so  aus  der  Gruppe  aus- 
wählen, dass  sie  von  Ui  und  von  einander  unabhängig  sind,  und  dass 
sie  dieselbe  Zusammensetzung  wie  der  Typus  geben: 

Ist  etwa: 

(.  =  1,2,3), 

so  können   wir  dann  ü,  //  so  als  Functionen  von  .r,  ?/  bestimmen,  dass 

wird.     Zunächst  kommt  hiernach  sofort: 

Indem   wir  /"^  y  setzen,  kommt  ferner: 

«1  öx    '     '^  dy  ' 
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woraus  sich  y  durch  eine  Quadratur  bestimmt.  Die  Reduction  erfor- 
dert also  eine  Quadratur. 

Reduction  jg^  zweitms 

aul  den  , 

zweiten  (J,        Xq,        XJ)   -\-  yQ 

Typus. 

der  Typus,  auf  den  die  vorgelegte  Gruppe  reducierbar  sein  muss,  und 
Ui  ihre  erste  derivierte  Gruppe,  so  wählen  wir  wieder  in  allgemeinster 
Weise  U.^,  U^  so,  dass  die  Zusammensetzung  der  vorgelegten  Gruppe 
in  der  neuen  Form  genau  die  des  Typus,  d.  h. 

ist.     Ist  etwa 

Ui  =  ^ip  +  ^ifj 

((■  =  1,  2,  3), 

SO  kommt  das  Gleich ungensystem: 

t     ,  -df.^df 


Daraus  folgt: 

^  =  1 

=  52 

Ix 

und  f^y  giebt: 

^3a.r  ^^^gj/^^- 
ITieraus  bestimmt  sich  bekauntlich  y  durch  Quadraturen. 

"aÄn"  Wir  kommen   zum  letzten  Fall,   in  dem    T/,,  IJ^,  U^  auf  die  ca- 

Ty"u"    "onische  Form 

q,     p,     xq 

zurückgeführt  werden  kann.  Nachdem  wir  wieder  f/, ,  U2,  U^  in  all- 
gemeinster Weise  so  aus  der  gegebenen  Gruppe  ausgewählt  haben, 
dass  sie  von  einander  unabhängig  sind,  und  dass  sie  dieselbe  Zusam- 
mensetzung wie  der  Typus  haben,  also: 

ist,  setzen  wir,  wenn 

Jh  EE  lip  +  viiq 

(i  =  1,  2,  3) 

ist: 


Hieruach  wird  : 
uud  /'ez  y  liefert: 
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t         1  ^f 

^i  Vi 

^^  flx     '      '"  (  y  ' 

woraus  y  durch  eine  Quadratur  berechnet  wird. 

lu  jedem  Falle  reichen  also  auch  jetzt  algebraische  Operationen 
und  höchstens  Quadraturen  zur  Reduction  der  vorgelegten  Gruppe 
aus.  Es  ist  hierbei,  wie  in  §  2  und  §  3,  zu  bemerken,  dass  die  U 
noch  völlig  willkürliche  Constanten  enthalten,  demnach  auch  in  den 
Werten  von  x  und  y  solche  auftreten.  Sicherlich  giebt  es  gewisse 
Werte  der  Constanten,  für  die  x,  y  in  der  That  diejenigen  neuen  Ver- 
änderlichen sind,  welche  die  Reduction  leisten.  Man  würde  sie  in 
jedem  Falle  durch  wirkliche  Einsetzung  von  x  uud  y  in  die  U  rein 
algebraisch  bestimmen  können.  Aber  man  kann  beweisen,  dass  diese 
Constautcn  in  der  That  gänzlich  willkürlich  gewählt  werden  dürfen. 
Doch  gehen  wir  darauf  nicht  ein. 

lieis^iiel:     Die  Gruppe  iwupiei. 

ih   yih   yq 

soll  in  allgemeinster  Weise  auf  ihre  canonische  Form  zurückgt^führt 
werden.     Hier  ist: 

U^^yp  also  stellt  die  erste  derivierte  Gruppe  dar.  Da  IL  nicht 
mit  Ui  und  C/i,  vertauschbar  ist,  so  ist  der  zugehörige  Tyinis  sicher 
nicht  der  dritte.  Nun  besteht  zwischen  den  inlinitesiiualen  Trans- 
formationen der  Gruppe  nur  die  folgende  Relation 

1  y  2 

und  es  ist  {U^U^^O.     Daher  ist  die  Gruppe  auf  den  zweiten  Typus 

q,     X(i,     xp-j-yq 
reducierbar.     Wir  haben  nun  zu  .sclzen: 
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Ü,  =  Y,U,+nU,-j-y,U, 
uiul  die  Constanten  a,  ß,  y  so  zu  bestimmen,  dass 

«  +  0,    ß,y,-ß,v,^^ 
und  ausserdem 

wird.     Dies  liefert 

aß,  =  0, 
d.  li.  ß.^  =  0,  ferner: 

—  ay,  =  a, 
d.  li.  y,  =  —  1,  und  endlich 

ß^y.  =  0, 

d.  li.  ß.j  =  0,  sodass  sich  ergicbt  und  zu  setzen  ist: 

Ü,=ß,U,  =  ß,p==x^, 

Th  =  yJ\-\-y,lh-lh  = 

— /       I  ^  df    .    -  df 

=  O'i  +  ny)p  —  ?/'/  =  ^  ^.;,-  +  2^  a^ ' 


Hiernach  ist: 
während  f^y  liefert: 


uy  ' 


^y      1 


/        I  \  ^y  dy        - 


also  zunächst 

uiul,  wenn  dies  in  die  zweite  Gleichung;  einj^esetzt  wird; 

woraus  sich  durch  Quadratur  ergiebt: 

CO  -  ?^  .  i-  1^ 

a       y     ^ 

sodass  die  neuen  Veränderlichen  diese  sind: 

Wirklich  wird  bei  Einführung  dieser  neuen  Variabein: 


•^  =  :^  +  «<^?^)' 


{Vi  +  ^2«/)  —  —  «'(!/)?/  =  ö, 


Rtnluction  der  Gruppon,  welche  keino  Diffgl.  2.  ().  inv.  Ia9«en.  529 

Ui  =  ayp  =  caj  ■  ^^y,  =  7j , 

Us  ~  (yi  4-  y2y)p  —  v(i  =  (vi  +  y,y)  „,^  ^7  — 

ccy  '      '     \ccy  et      y       '      « / 

=  ä;";  4-  yq, 

§  5.  Reduetion  der  dreigliedrigen  Gruppen,  welche  keino  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung  invariant  lassen,  auf  ihre  canonische  Form. 

Wir  haben  von  vornherein  in  den  drei  letzten  Paragraplien  die- 
jenigen Typen  von  dreigliedrigen  Gruppen  von  infinitesimalen  Trans- 
formationen von  der  Betrachtung  ausgeschlossen ,  welche  bei  der 
Integration  von  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  nicht  vor- 
kommen. (Vgl.  §  1.)  Da  aber  das  in  den  §§  2,  3,  4  behandelte 
Problem  unabhängig  von  der  Integration  von  Differentialgleichungen 
eine  gewisse  Bedeutung  in  der  Gruppcntheorie  hat,  so  wollen  wir  uns 
nun  noch  fragen,  wann  eine  Gruppe  Uif,  U^f,  U^f  in  x,  y  auf  einen 
der  ausgeschlossenen  Typen,  d.  h.  nach  dem  Schema  des  §  3  des 
22.  Kapitels  auf  eine  der  beiden  Formen 

'i  yi  y-fh 

q     xq     X(x)q 

reducibel  und  wie  diese  Reduetion  auszuführen  ist. 

Die  Gruppe  f/,,  C/g,  U^  ist  dann  und  nur  dann  auf  einen  dieser 
Typen  zurückführbar ,  wenn  TL  und  U.^  sich  nur  um  von  einander 
abhängige  Factoren  von  f/j  unterscheiden.  [nsbeson<lerc  ist  sie  auf 
den  ersten  oder  zweiten  Typus  reducibel,  je  nachdem  ihre  erste  deri- 
vierte  Gruppe  3-  oder  0-gliedrig  ist. 


!Sie   sei   zunächst  3-gliedrig,   «1.  ii.   IJ.,   IL,    U.^   sei   aut    den   nstrn  u...i..cti..u 

O  D  7  1  7  S  7  .1  a„f   ,1,,,, 


Typus 


ontoii 
.,  Tji'Ui. 

7,     //7,     y'Q 


reducibel.  Daiui  wählen  wir  //,,  Ü^,  U^  so  von  i'inuiidt>r  un;il)h;lngig 
in  allgemeinster  Weise  aus  der  vorgelegten  Gruppe  aus,  dass  sie  die 
Zusammensetzung  des  Tv|ius  ergebeu.  also 

Lio,  I)ifri'roiit!iilKli'!rliiiiiKi>ii  34 
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wird.     Ist  etwa 

f/i  =  li?  +  riq 


uutl  ist  demnach 


so  wird  angesetzt 


Hiernach  ist 


Ü^  =  a{lp-\-yiq), 

i:       r  'df 

Ip  +  m-j^j, 


G 


während  x  die  Differentialgleichung 

c.   d  X      ,  dx  r\ 

^  ax    '     '  oy 

erfüllen  mnss,  d.  h.  als  Integral  der  gewölinlichen  Differentialgleichung 

erster  Ordnung: 

dx dy 

i  -  T 

bestimmt  wird, 
ueduction  Wcun  zweitms: 

auf  den  .    . 

zweiten  q^     xq,     X{x.)q 

Typus. 

der  Typus  der  Gruppe  ist,  in  dem  allerdings  X  noch  unbekannt  ist; 
so  wählen  wir  i/^ ,  f/g,  Üg  irgendwie  von  einander  unabhängig  aus 
der  vorgelegten  Gruppe  aus.  Es  ist  dann  jedes  (?7,i/^.)^0.  Wenn 
wieder: 


I 


wird,  so  setzen  wir 


Hieraus  folgt: 

nnd 

während  sich  y  aus 


IP  +  r;r/  =  ^, 


X  =  Q 


Gew.  Diffgln.  zwoitor  Oi-il  ,  wcldic  fino  clrcigl.  Cinipitf  goslatten.  .OJJl 

berechnet.      Bekanntlich    orfordert    letzteres    die    Intefjration    der    j^e- 
wöhulichen   DiÜerentialgleichung  erster  Ordnung 

dx        (ly 

und  eine  Quadratur. 

Das  Gesamter«febnis  der  §S  2  bis  5  ist  dieses:  Zmammen- 

Theorem  47:  Die  ZnrüchfiUirung  einer  dreigliedrigen  Gruppe 
von  infinitesimalen  Transformationen  der  Ebene,  welehc  nicht 
sämtlich  dieselben  BaJtncnrven  haben,  an  f  ihre  canonische  Form 
erfordert  ausser  ansführbarcn  Operationen  höchstens  einige 
Quadraturen.  Haben  jedoch  alle  infinitesimalen  Transfor- 
mationen der  Gruppe  dieselben  Bahneurven,  so  verlangt  die 
ZurücJcführ7ing  unter  Umstünden  auch  die  Integration  einer 
gewöhnlichen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  in  zwei 
Veränderlichen. 


Kapitel    24. 

Integration  einer  ^ewöhnliohen  Differential^leiehnn^  zweifer  (M'dnnnp 

in  jCf   //,    welche    eine   bekannte   dreigliedii^e   («ruppe   von   inlinite- 

sinialen  Transforniatioiieii  gestattet. 

In  §  1  des  vorigen  Kapitels  skizzierten  wir  den  Weg,  auf  welchem 
eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  in  x,  y,  welolu» 
eine  bekannte  dreigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Trausformatitinon 
gestattet,  integriert  werden  kann:  Zunächst  bringen  wir  die  dreiglie- 
drige Gruppe,  welche  eine  der  in  §§  2,  3,4  des  vorigen  Kapitels  be- 
trachteten ist,  auf  ihre  cauonische  Form.  Die  Bestimmung  der  dazu 
nötigen  neuen  Veränderlichen  verlangt  nach  Theorem  47  (§  ;>  des 
23.  Kap.)  ausser  ausführbaren  Operationen  höchstens  einige  Quadraturen. 

Durch  Einführung  der  neuen  Veränderlichen  geht  die  vorgelegte 
Differentialgleichung  in  eine  solche  über,  welche  bei  einer  der  typischen 
dreigliedrigen  Gruppen  invariant  bleibt.  Es  fragt  sich  demnach  nur 
noch,  wie  man  diejenigen  Dilforentialgleichungen  zweiter  Ordnung  iu 
zwei  Veränderlichen  integriert,  welche  einen  der  Typen  von  dreiglie- 
drigen Gruppen  von  infinitesimalen  Transformationen  gestatten. 

kWir  werden  daher  die  bei  jedem  der  Typen  invarianten  DilVeren- 
Igleichnngen  zweiter  Onliiung  aufstelliMi   und   zu   integrieren   suchen. 
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Noch  bemerken  wir,  dass  wir  nachher,  in  §  3,  diejenige  Inte- 
grationsmethode  entwickeln,  nach  der  die  Zurückführung  auf  die  cano- 
nischen Formen  in  den  meisten  Fällen  nicht  nötig  ist,  und  auf  welche 
wir  schon  im  vorigen  Kapitel  hindeuteten. 

§    1.      Die    gewöhnlichen    Differentialgleichungen    zweiter    Ordnung, 
welche    eine    dreigliedrige   Gruppe   vom   Typus   1   oder   2   gestatten. 

Typus  1.  .Der  Typus  1  des   in  §  3  des  22.  Kap.  angegebenen  Schemas  hat 

die  Form: 

Wir  fragen  nach   denjenigen  Differentialgleichungen   zweiter  Ordnung: 

y"  —  G){x,y,y)  =  0, 
welche    diese    drei    infinitesimalen   Transformationen    gestatten.     Da/Ai 
benutzen  wir  das  Theorem  35  des  §  3,  16.  Kap. 

Soll  die  Gleichung  y"  —  co  =  0  die  infinitesimale  Transformation 
j)  -|-  (Z  gestatten,  so  muss  cj  danach  diese  Bedingung  erfüllen: 

dm  j^  dm ^ 

dx    '^  dy  ' 

d.  h.  0)  hat  die  Form : 

G)^^a(x  —  y,y). 

Soll    sie    auch    xp  -\-  yq    gestatten,    so    muss    dies    w   ferner    der 


Gleichung  genügen; 


,       dm    ,       dm       ^ 


dy 
Bezeichnen  wir  x  —  y  für  den  Augenblick  mit  ?/,  so  ist: 

dm  dm        dm  dm 

dx        du'     dy  du* 

die  Bedingung  geht  also  über  in: 

(o  4-  n  ,^    =  0, 
'        du  ' 

sodass  CO  die  Form  hat: 

u 

Nun  soll  y" —  w  ==  0  auch  x^p  -j-  y^q  gestatten,  und  daraus  folgt 

die  letzte  Bedin<?ung: 

d 
2y'^  —  2y  +  {2y  —  4x)(o  —  2y  (y  -  x)  ~  — 


•iOm             ^  dm          f. 

—  x^  K y^  r.    =0. 

dx       ^    dy 

Da 

dm f        dm 

dy         n\    dx 

f 
U-' 

dm  _ 

dy 

f 

ist,  so  nimmt  sie  die  Gestalt  an: 

Gew.  Diflfglgu.  zweiter  Oitl.,  welche  Typu«   l  oder  2  geatatten.  5:53 


Dies  ist  eine  lineare  Ditferentialgleichuii«^  erster  Ordnung  iu  /  uml  y', 
deren  Integration  in  bekannter  Weise  liefert: 

f=  —  2]i  —  2ay'  Yy  —  2//'-, 
sodass  die  gesuchte  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  lautet : 

«  ist  darin  eine  beliebige  Constante. 

Es  fragt  sich  nun,  wie  man  diese  gefundene  Ditferentiulgleichuug 
zweiter  Ordnung  integriert.  Dazu  verwerthen  wir  die  Thatsache, 
dass  sie  die  zweigliedrige  Gruppe 

P  +  q,     xp  +  VI 
gestattet,  wo  {p  -f-  q,  xp  +  yq)  ^p  ■\-  q  ist.     Nach  §  4  des  2<>.  Ka- 
pitels fangen  wir  die  Integration  also  so  an.     Wir  bilden: 

P  ^f=p.-^y'q-\-  ^q    [q  =  ^) 

und  erweiteren  unsere  beiden  infinitesimalen  Transformationen: 

UJ=p  +  <i, 
UJ=  xp  +  yq. 

Durch   Erweiterung  tritt  kein   Glied    mit  q'   hinzu.      Ein   erstes   Inte- 
gral ist  daher: 

dx    dy    dy    | 
1      'J 


I 


-   /y^  4-  (1  -  y)dy'  \ 


Die  Ausführung  der  Quadratur  liefert  das  Integral 

lg  {x  —  y)+\  lg  y'  —  lg  (1  +  '« V'J  +  //) 

oder  also  das  Integral: 

„  _     {x  -  y)  Vy' 

(p  r-T  ::: • 

1  +  «  Vy'  +  >/ 
Man  kann  nun  fernerhin  die  Gleichung 


g,  =  J-'LZIIIX^I^  =  Const. 

1  +  «  Vy  +  y 


integrieren.     Bezeichnet    man    näm „ 

durch  Auflösung  der  letzten  Gleichung  luuli  //' : 


, .  ,     b(x  —  y) —  rt       -1  1  i. 

lieh    -^^^ =^^ mit   r,    so   kommt 
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y  =  2v'  +  2v  Yv'  -  1  -  1, 


also,  da 
ist: 
sodass 
oder  also: 


/. 


V  =-«  (1  — y; 


1-  =   1    -   i;^  _  vY^-  1 


—  hx  =^  Coust. 


v^  —  V  Yv'^  —  1 

1 

hx  =  c 


die    gesuchte    vollständige    Integralgleichung    unserer    Diti'erentialglei- 
chuug  zweiter  Ordnung  ist.     Sie  lässt  sich  auch  so  schreiben: 

2v  =  -. — ,—■  4-  hx  4-  c 

oder  da 

^(*  —  y)  —  a 


^-  2 


ist: 

1 


I 


Wenn  also  eine  vorgelegte  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
eine  bekannte  dreigliedrige  Gruppe  von  intinitesinialeu  Trausforniationeu 
vom  Typus  1  gestattet,  so  wird  ihre  Integration  dadurch  geleistet, 
dass  man  durch  ausführbare  Operationen  (siehe  §  2  des  23.  Kap.) 
cauonische  Veränderliche  x,  ij  einführt,  Sie  wird  dadurch  auf  die 
soeben  integrierte  Form  gebracht. 

Tjpiis  2.  Wir  suchen  nun  die  beim  Typus  2: 

invarianten  Difiereutialgleichungen  zweiter  Ordnung  in  genau  derselben 
Weise.  Nach  Theorem  35  (§  3  des  IG.  Kap.)  ist  die  Diflerential- 
gleichuug 

y"—  (o{x,y,y')  =  0 

nur  dann  bei  allen  drei  intiuitesimalen  Transformationen  invariant, 
wenn  w  die  Bedingungen  erfüllt: 

S^  =  o, 

ex  ' 

Q         ,       ,  r)(o         i^     d(a  dm         ,-. 

^    oy  Ox        ''  öy  ' 

.^   8o}       .  0  00 


O  I         /  r\     f   ta         ,  ,,    CO)        ,  OW  ^ 

3x0)  -f-  (y  —  iC»/ )  ä  '  +  -^   s    +  ^'y  -—  =  0- 
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Nach   der   ersten   euthält   w    nur  y  und  ij ,   sodass    sich    die  zwi'ite  re- 
duciert  auf: 

Diese  ist  äquivalent  dem  simultanen  System: 

dy    __    dy_  _^  d  lg  m 

y       —y~     3    ' 

das  die  beiden  Integrale  yy    und  -ri  besitzt,   sodass  w  die  Form  hat: 

y 

Sonach  giebt  die  dritte  Bedingung 

'^f(yy)  +  yy'f'iyy)  =  o, 
d.  h. 

Die   gesuchte    Differentialgleichung  zweiter  Ordnung   lautet  daher   so: 

"  «  A 

y  -^  =  0- 

Wir  könnten  diese  Differentialgleichung  mit  Benutzung  des  Um- 
standes,  dass  sie  die  zweigliedrige  Gruppe  p,  2xp  -\-  yq  gestattet, 
nach  unserer  allgemeinen  Theorie  integrieren.  Aber  die  Integration 
ist  auch  ohne  diese  sehr  einfach.   Die  Gleichung  lüsst  sich  so  schreiben: 


„  ,   „        2 au        ^, 


und  liefert  integriert: 
Es  kommt  also: 
d.  h.: 


r 


-\ i  ^  Const.  =  h. 


J 


yby*  —  a 

'J=     IT-' 

^'  ^       —  X  ==  Const.  =  c 


Vby*  -  a 
als  vollständige  Integralgleichung.    Die  Ausführung  der  Quadratur  giebt: 

y  V^y^  —  a  —  x  =  c 
oder 

^//'  =  f^'\x  +  oY  +  «• 

Liegt  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  vor, 
die  eine  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen  vom  Typus  2  ge- 
stattet, so  integrieren  wir  sie  also  dadurch,  dass  wir  canonische  Ver- 
änderliche einführen,  wozu  einige  Quailraturen  hinreichon  (vgl.  sj  2 
des  23.  Kap.),  denn  alsdann  nimmt  sie  die  eben  betrachtete  integrabele 
Form  an. 
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§   2.      Die    gewöhnlichen    Differentialgleichungen    zweiter    Ordnung, 

welche   eine   dreigliedrige  Gruppe   gestatten,   deren   erste  derivierte 

weniger  als  dreigliedrig  ist. 

lu  ähnlicher  Weise  wie  wir  im  §  1  die  Typen  1  und  2  erledigten, 
führen  wir  nuu  die  Rechnuugen  für  die  übrigen  Typen  durch.  Wir 
geben  die  einzelnen  Schritte  nur  noch  schematisch  au,  da  sich  doch 
immer  dieselben  Bemerkungen  wiederholen  würden. 

4.,  6'.  und  10.  Typus: 

Ih     <h    ^P  +  oyq. 

xp  +  cyq)  (c  —  2)«  —  y'(c  —  1)  -^  =  0, 
d.  h. 

c—  2 

CD  ^  Coust.  ?/' " "~  ^  ; 
also  lautet  die  Differentialgleichung: 

ü—  2 

y"  —  ay'^~  '  =  0. 
Sie  kann   offenbar   ohne   weiteres   integriert  werden.     Wenn  insbeson- 
dere c  =  1  ist,  so  kommt  co  ^  0  und  die  Differentialgleichung  lautet 
einfach : 

y.,  7.  und  11.  Typus: 

q,     xg,     (1  ~  c)xp-{-  yq. 

<1)    ^  =  0,      Xq)    ^  =  0, 

(1  _  ,)  ^^,  +  y,^)  (^2c  -  1)«  +  (c  -  l)x  ll  =  0, 
d.  h. 

1  —  2c 

03  ^  Const.  x''~^  , 

1  —  2c- 

y"  —  ax"-^   =0. 
Die  Integration   ist  sofort  zu  leisten.     Für  c  =  1  jedoch  folgt  «  ee  0 
und  die  Differentialgleichung  lautet: 

y"  =  o. 

ö.  Typus,  der  nach  Vertauschung  von  x  mit  y  die  bequemere 
Form  annimmt: 

p,     q,     xp  -\-  {x  +  y)q. 

P)    PL..  =  '^  '      ^l)    TT,.  =  0, 


oy 
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^P  +  {-^^  +  U)'j)   "  +  ^'^  =  0, 
d.    h. 

G)  ^  ae~'J , 

\j"  —  ac-v'  =  U. 

Die  Integration  macht  keine  Schwierigkeiten. 
9.   Typus: 

'h     X'h    P  +  Vi- 

2)  r.7j  =  *''     -^'i)  Ty-  -  ^> 

d.  h. 

y"  —  ae'  ==  U. 
Diise  DifferentialKleichuui;  ist  sofort  intesrrierbar. 


Ij:^.  Typus: 


P,     1,     ^ü- 

C  (O 


p)~=^0,      2)^^-=0,     Xq)^.=0, 
^'  ox  cy  '       ^'   c\j  ' 

d.  h. 

Gl  ^  Const.  =  rt, 

y"  —  a  =  0. 
Auch  diese  Gleichung  lässt  sich  ohne  weiteres  integrieren. 

§  o.    Zusammenfassung  der  Ergebnisse.    Vermeidung  der  Roduction 
auf  canonisehe  Formen. 

Nunmehr   können   wir   die  Ergebnisse    dieses  Kapitels  offenbar  in  zuMmmcn- 
diesem  Theorem  zusammenfassen : 

Theorem  48:  Gestattet  eine  vorgelegte  yetvühnlichc  Diff'crcn- 
tialglciclning  ziveiter  Ordnung  inx,y  einehchanntc  dreigliedrige 
Gruppe  von  infinitesimalen  Punlttransformafionen,  so  ver- 
langt ihre  Integration  ausser  ausführbaren  Operationen  nur 
)ioch  in  einzelnen  Fällen  einige  Quadraturen. 

Denn  nach  Theorem  47  (§  ö  des  23.  Kaj).)  verlangt  die  Reduction 
der  Gruppe  auf  ihre  canonische  Form  höchstens  einige  Quadraturen. 
Nach  der  Reduction  aber  ist  die  Differentialgleichung  ohne  weiteres 
integrabel. 

Nachstehend  stellen  wir  die  Ergebnisse  in  Form  einer  Tabelle 
übersichtlich  zusammen: 


538 


Kapitel  24,  §  3. 


p-j-q    xp-\-yq     x'p-{-y'q         j 

p    2xp  -}-  yq    x^p  -\-  xyq 

p     q     xp-\-cyq     c  4=  1 

p     q     xp-\-yq 

q     xq     (1  —  c)xp  -\-yq     c  =f=  1 

'  X  —  y 


q     xq     yq 


p    q    xp-^{x-\-y)q 


q     xq    p-]-yq 


y 

-  "  =  0. 

y" 

c  — 2 

-  ay'-'== 

y"=o. 

1  — 2c 

y 

—  ax"  —  ^  = 

y"=0. 

y" 

—  «c-2''   =  0 

y 

'—  ae"  =  0. 

p     q     xq 


y"  —  a  =  0. 


Unter  den  angegebenen  Typen  der  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung,  welche  eine  dreigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Trans- 
formationen gestatten,  sind,  wie  man  leicht  durch  Rechnung  findet, 
vier  enthalten ,  welche  nicht  mehr  als  drei  von  einander  unabhänuitjce 

/  DO 

infinitesimale  Transformationen  zulassen.  Es  ist  dies  der  erste,  zweite, 
dritte  und  siebente.  Dabei  ist  vorausgesetzt,  dass  in  denselben  a  =}=  0 
angenommen  wird.  Alle  übrigen  aber  bleiben  bei  mehr  als  drei,  näm- 
lich bei  acht  von  einander  unabhängigen  infinitesimalen  Transforma- 
tionen invariant  und  lassen  sich  durch  Einführung  neuer  Variabein 
auf  die  Form  y"  =  0  bringen,  da  sie  sämtlich  die  Form  y" —  q){x)  =-=  0 
luiben.  Bekanntlich  gestattet  y"  =  0  die  acht  von  einander  unab- 
hängigen infinitesimalen  projectiven  Transformationen. 


vermci.iuiig         Schlicsslich    wollen    wir   noch    hervorheben ,   dass   die   Integration 

der  Hi'liic-     .  .  ,  .  i   i  •         i 

tioii  :nif  einer  mivöhnUclicn  Di/j'crentialylcichunf/  zweiter  Ordnung,   ivelche  cmc  oe- 
Farmou.   Jcaniitc  drciglicdrigc  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformattonen  gestattet, 
in  den  meisten  Fällen  die  liednction  der  Gruppe  und  der  Differential- 
gleichung auf  ihre  canonische  Form  nicht  verlangt.    Wenn  nämlich  die 
Gleichung 

y"  —  Gy{x,y,y)  =  Q 

die  dreigliedrige  Gruppe   U^f,   U^f,   U^f  gestattet,  so  gestattet  die  zu- 
gehörige liueare  partielle  Difl'erentialgleichung 


Zusaiumunfassung  d.  Ergcbn.     Vermeidung  d.  Keduction  iiuf  can.  Foimcu.      ^)'d'J 

'         öx    *    "^   cy  f  ij 

die  drei  einmal  erweiterten  infinitesimalen  Tran.->tormationeu  Uif, 
^lt\  V^f.  (Vgl.  Satz  7,  §  3  des  16.  Kap.)  Es  besteht  aber  zwischen 
vier  Symbolen  in  drei  Verilnderlicheu,  wie  hier  zwischen  J/j  i\'l\ 
U^f,   U^f  immer  eine  lineare  Relation,  etwa  diese: 

wo  sich  »1,  «2  und  v  als  Functionen  von  x,  y,  y  auf  algebraischem 
Wege  berechnen  lassen.  Nach  Theorem  31  (§  3  des  15.  Kap.)  sind 
alsdann,  vorausgesetzt,  dass  nicht  schon  zwischen  Z///",  U.^f  und  Af 
eine  lineare  Relation  besteht,  die  Coefficienten  u,  und  n.,  Lösnuf'-en 
von  ^/'=0.  Um  zu  erkennen,  ob  dieselben  in  den  einzelnen  Fällen 
auch  unabhängig  von  einander  sind,  nehmen  wir  jetzt  vorerst  die 
Gruppe   Z7i/',   U<J\   U.J'  in  ihrer  canouischen  Form  an. 

Ist  dies  die  Gruppe  p  -j-  q,  xp  -\-  yq,  x^p  +  ?/-</,  so  ist  nach  dem 
Obigen : 

X  —  y  ' 

also: 

U^f=xp  +  yq, 

Us'f^  x'i>  -\-  y'q  +  '^{y  —  x)y'q, 

wo  (/ ^  —  ,  sein  soll.    Hier  besteht  zwi.schen  Af,  U'f'nnd  U.,' f  ke'nxv 

lineare  Relation,  wohl  aber  lässt  sich  JJ.^f  linear  durch  diese  aus- 
drücken. Berechnen  wir  nämlich  aus  den  ersten  drei  CJIeichungen 
j),  q  und  q    und  setzen  die  gefundenen  Werte  in   U-^f  ein,  so  kommt: 

UU  =  -  [xyV'-^^y-^y')]  u; f  +  [x  +  yV'^^i  -y')\  u.'f- 

_2^^^^^  Af. 

Hierin  sind  die  Coefficienten  von  Ui  f  und  U./  f  wegen  des  obigen 
Wertes  von  a  von  einander  unabhängig  und  sie  stellen  also  gleiih 
Const.  gesetzt  die  Integralgleichungen  von  y" —  w  =  0  dar,  aus  denen 
man  durch  Elimination  von  y'  die  gewünschte  Gleichung  zwischen 
.'",  y  und  zwei  Constanten  erhält. 

Sobald    also    die  Grup^ic    Uj\   l-,f)   ^3/   ^'*"^'    soeben   belraehtetcn 
Typus  gehört,  giebt  die  Relation: 
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stets  von  einander  unabhängige  Lösungen  ii 


i   und  u.^. 


Diese  Relation 

aber  kann  man  immer  aufstellen,  ohne  die  Gruppe  auf  ihre  canonische 
Form  gebracht  zu  haben.   Ahnliches  gilt  in  den  meisten  anderen  Fällen, 
Wenn  nämlich  zweitens  die  Gruppe  auf  die  Form 

p,     2x2)  +  VI?     ^^P  +  ^yQ 
gebracht  werden  kann,  so  wird  zugleich  nach  der  obigen  Tabelle 

a 

Hier  haben  wir  also: 

^f  =  p  +  y'u  +  Y,(i, 

U,f=p, 

U^f  =  2x2J-{-yq  —  yq, 

Usf  =  x-p  +  xyq  -j-  (y  —  xy')q. 

Hier    besteht    zwischen    Äf,    JJ^f  und    U^f  ebenfalls   keine    Relation, 
dagegen  drückt  sich   V^f  durch  diese  aus.     Es  kommt  ja: 


oder: 


Af      1 

f             a 

y       j. 

u;f   1 

0           0 

u;f  2x 

y       —y 

u.;f  x'^ 

ocy    y  —  xy 

+ 


r 


y"+ 


Af. 


Auch  hier  sind  die  Coefficienten  von   U^f  und   U.^ f  von  einander  un- 
abhängige Lösungen  von  Af=0, 

Im  dritten  Fall  p,  q,  xp  -\-  cyq  ist  « 

c  ={=  1  ist.     Hier  besteht  auch  nur  die  eine  Relation 


c  —  ü        , 
ay  " ,  wo  n  =     i_-.   und 


oder: 


Ät 

\      y           ay" 

u:r 

1      0             0 

U,'f 

0      1             0 

U,'f 

X    cy    (c  —  1)?/' 

=  0 


"'f^  (^  -  «7^.)  ''•f  +  ("■>  -  i^  ^^''- + 7f^  ^^ 


Zusammenfassiitif,'  d.  Ergt-bn.     Vermeidung  d.  Reduction  auf  can.  Foinu-n.     r)4l 

und  folglicli  gebeu  auch  hier  die  Coefficienten  von  T,'/"  und  IJ.'f -/.wci 
von  einander  unabhängige  Lösungen  von  Af=(),  aohahl  a  =^  0  ist. 
Wenn  aber  a  =  0  ist,  so  ergiebt  sieh  nur  diese  Relation: 

U:f=-yU;f+Af, 
die  nur  eine  Lösung  y'  von  Äf=  0  liefert. 

Im  Fall  p,  q,  xp  -\-  yq  ist  ca  ^  0  und  es  besteht  schon  zwischen 

U,'f=q 
eine  lineare  Relation : 

u,'f=-yu.;r+Af\ 

worin   der  Coefficieut  y    von    U.,' f  oinc  Lösiuig   von  A  f  =  0  darstellt. 

Ferner  ist  hier 

Jh'f=^P  +  IIQ 
und  also 

u,'f={y-cnj)r;f-j-xAf, 

sodass  der  Coefficient  y  —  xy  ,  der  von  y  unabhängig  ist,  eine  zweite 
Lösung  von  Af=0  liefert. 

Liegt  eine  Gruppe  vom  Typus  q,  xq,  (1  —  c)xp  •\-  yq  vor,  so  ist 

o  ^  ax^,  wo  n  =  — ^—  und  c  =(=  1  ist.     Zwischen  Af  und    den   V f 

besteht  dann  nur  diese  Relation : 

V;f=  {y-^{\  —  c)ax^'^^-xy'\Vlf-\-  {c?/ -  (1  — r)«2;"+»  KV /^  + 

+  (1  -  e)xAf 
und  hier   sind   die  Coefficienten   von   f\7   und    V^f  von  einander  un- 
abhängige Lösungen  von  Af=(). 

Im  nächsten  Falle  q,  xq,  yq  ist  a^O  und  die  einzige  Relation 
ist  diese: 

in  der  y  —  xy  und  y  von  einander  unabhängige  Lösungen  von 
Af=Q  sind. 

Ist  die  Gruppe  vom  Typus  p,  q,  xp  -\-  {x  -\-  y)q,  bei  dem  G)^ac~' 
ist,  so  besteht  nur  diese  Relation: 

U,'f=  {x  -  ^^)  U:f-{-  [x  +  y-  y  ^)  fC/-h  'J  A/\ 

in  welcher  wiederum  die  Coefficienten  von  ^Z//  und  /  V/  von  einander 
unabhängig  sind,  sobald  ^  =|=  0  ist.     Für  <7  =  0  dagegen  kommt: 

U,'f=-yU,'f+Af. 

Diese  Gleichung  aber  liefert  )iiir  riur  Lösung  y'  von  Af'=0. 
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Beim  Typus  q,  xq,  p  -^  yq  ist  o  fii.  acf  und  die  einzige  Relation 
lautet: 

C47=  {y  +  cixe  -  li  -  xy)  lj;f-\-  (y  -  a(f)  U,' f  +  Äf. 

Sie    giebt    zwei    von    einander    unabhängige    Lösungen,    auch    wenn 
«  =  0  ist. 

Endlich  beim  letzten  Typus  p,  q,  xq  ist  C3  E=  ff  und  es  existiert 
nur  diese  Relation : 

v-r^-\u;f-{i-cc)u:f+\Af. 

Sie   ergiebt  nur  eine  Lösung x    von   Af  =  0,   sobaUl   r?  =f=  0  ist. 

Für  «  =  0  haben  wir 

UJ=-yüJ-\-Af 

und  so  ergiebt  sich  auch  dann  mir  eine  Lösung  von  Af=0. 

Wir  sehen  also:  Nur  in  wenigen  Ausnahmefällen  liefern  die 
Relationen  zwischen  Af  und  den  IJ'f  nicht  zwei  von  einander  unab- 
hängige Lösungen.  Sehen  wir  von  diesen  Ausnahmefällen  ab,  so  folgt, 
dass  wir,  ohne  die  canonischen  Varidbeln  einzuführen,  die  vorgelegte  Dif- 
fcrmünlgleichung  durch  rein  algebraische  Processe  integrieren  Jcönnrn, 
denn  die  RelUtionen,  welche  zwischen  Af  und  f7//",  UJf,  U^'f  be- 
stehen, lassen  sich  stets  aufstellen,  ohne  dass  man  nötig  hat,  zu  den 
typischen  Formen  seine  Zuflucht  zu  nehmen. 

Li  den  bezeichneten  Ausnahmefällen  werden  wir  dagegen  nur 
eine  Lösung  der  Gleichung  Af=0  auf  rein  algebraischem  Woge 
finden,  während  sich  eine  zweite  nach  unseren  früheren  Theorien  durch 
Quadratur  bestimmen  lässt. 


Kapitel  25. 

Lineare  pai'fielle  Di(reroiitial^loi(',linii«>eii   in  vier  Verändorliclion  und 
^ewölmliche  l)iirerential^lei('hnno;en  dritter  (M'dnnn^  in  jr,  //. 

Vom  IG.  Kapitel  an  haben  wir  uns  mit  der  Integration  von  ge 
wohnlichen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  in  x,  y  beschäftigt, 
indem  wir  voraussetzten,  dass  sie  eine  bekannte  eingliedrige  (IG.  Kap.) 
oder  eine  bekannte  zweigliedrige  (18.  bis  20.  Kap.)  oder  endlich  eine 
bekannte  dreigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen 
(24.  Kap.)  gestatten  sollten.  In  ähnlicher  Weise  könnten  wir  fort- 
fahren. Wir  wollen  uns  jedoch  statt  dessen  in  diesem  Kapitel  mit 
den   gewöhnlichen   Differentialgleichungen    dritter   Ordnung   und    ihrer 


Problem  d.  Integr.  von  gow.  DifTglngn.  3.  O.  mit  bok.  droigl.  Cr.        .043 

Integration  beschäftigen  für  den  Fall ,  dass  sie  chic  hehmnlc  drei- 
(jliedrigc  Gruppe  von  infinitesimalen  Transforiuationen  gestatten.  Dies 
erfordert  einige  Vorbereitungen  in   den  folgenden  §§   1   und  2. 

§  1.  Über  das  Problem  der  Integration  von  gewöhnlichen  Differential- 
gleichungen  dritter   Ordnung   mit   bekannter    dreigliedriger   Gruppe. 

Zunächst    fragt   es    sich,    was    es    überhaupt   lieisst,    dass  eine   r/c- "'.(^'<' ? '^ 

_  _  '■  '  *^         iJie  eine 

uöhtüiche  Diff'erentialglcichmg  dritter  Ordnung  '"^  '"'•■' 

y'"—  ci(x,  ij,y',y")  =0 
eine  infinitesimale  Punkt  trän  sformation  UfE^i.p-{-r}q  f/esfattct.  Sie 
gestattet  sie  dann  und  nur  dann,  wenn  sie  die  oo'  Integralen rven 
unter  einander  vertauscht  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  wenn 
die  dreimal  erweiterte  infinitesimale  Transformation  Uf  der  linken  Seite 
der  Differentialgleichung  ein  Increment  erteilt  von  der  Form : 

Q{y"'—  (o)dt, 
wo  Q  irgend  ein  offenbar  von  y"  freier  Factor  ist.  Natürlich  bedarf 
<s  eigentlich  eines  Beweises,  dass  diese  beiden  Thatsachen  sich  mit 
einander  decken,  aber  wir  verzichten  darauf.  Der  Beweis  ist  ganz  analog 
dem  Beweise,  die  wir  für  den  Fall  einer  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  gaben.  Wir  werden  überhaupt  noch  einige  unbewiesene  Sätze 
in  diesem  Kapitel  benutzen.  Die  Entwickelungen  dieses  Kapitels 
sollen  eben  nur  dem  Leser  einige  Einblicke  in  weitere  Theorien  ge- 
währen  und  ihn  zu  tiefergehenden  Studien  vorbereiten. 

Es   lässt  sich  nun   zweitens   darthun,  dass,  trenn  dir  Diff'rrmfial- 
gleichung 

y"  —  G)(x,y,y',y)  =  0 

die  infinitesimale  Transformation 

TJf^lp^nq 

f/cstattet,  alsdann  atich  die  lineare  partidlr  Dißerrntialylrirhuuff  in  vier 
Veründeiiiclicn  x,  y,  y,  y": 

'         öx    '    '     I y    '    •      cy     '        ry  ' 

die  der  Gleichtmj  y" —  cj  =  0  iiiinivalent  ist ^  dir  infinitrsiwalr  Trans- 
formation 

U"f~  ip  +»/'/  +  n'n  +  n"<i" 

(jestaiiet,  welche  aus  l'f  durch  2urini(di(/r  Erudtcrung  hrrvoryrhf,  und 
nnifirlcrhrt.  Auch  diesen  zieuilich  sclbstverständlirlicn  Satz,  gcbi-u  wir 
ohne  Beweis  an. 

Wir    wollen    uns   das    l'n»ld<Mu    stallen,   rinr   vorffcln/te  (jruöhulichc 
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^dfo'eino^  J^iffcroüialghichung  dritter  Ordnung  in  x,  y  m  integriere)! ,  ivcJche  eine 

dreigi.  Gr  leJcttnnte  dreigliedrige  Griq)pe  von  infinitesimalen  PtmJdtransforniotionen 

'  Ulf,   U^f,   U^f  zidässt.     Nach    dem   Obigen   lässt  sich   dieses   Problem 

auch  so  aussprechen:    Es  soll  die  lineare  partielle  Differentialgleichung 

in  X,  y,  y,  y" : 

integriert  werden,  welche  eine  bekannte  dreigliedrige  Gruppe  von 
infinitesimalen  Transformationen  TZ/'/i  UJ'f,  U^'f  gestattet.  Erweitert 
man  nämlich  r/^,  U.^,  U^  zweimal,  so  bilden  auch  die  hervorgehenden 
infinitesimalen  Transformationen  U",  C/g",  U^'  in  den  vier  Veränder- 
lichen Xf  y,  y,  y"  eine  dreigliedrige  Gruppe,  denn  wegen: 

{UiU,)"  =  {urur) 

(vgl.  Satz  3,  §  1   des  17.  Kap.)  folgt  aus 
dass  auch  ^ 

ist,   d.   h.   die   IJ"   eine   Gruppe   von   infinitesimalen   Transformationen 

bilden. 
,{;!!'  Pf""'.  Hierdurch    werden    wir    zu    dem    folgenden   allgemeinen   Problem 

3  y^j^^jj"/!^,  geführt:    FAnc    vorgelegte    lineare  partielle   Differe^itialgleiehmig    in   Xi, 

X2 )  Xr^ ,  x^ : 

Af=  ai{x,  •  •  •  3^4)  ,^  +  f^-iixy  •  •  •  a;^  ^  +  «3(^1  •  •  •  ^4)  äi^  + 

-\-a,{x,'-'X;)~lr^  =  0 

ZH  integrieren,  welche  eine^  bekannte  dreigliedrige  Gruppe  von  infinitesi- 
malen Transformationen  in  den  vier  Veränderlichen  Xi,  x^,  x^,  x^: 

U,  =  I,, K  . . .  a;J  1^  4-  1,2(2:1  ■  •  •  ■'^4)  ^  +  iksi^i  •  •  •  ^4)  ^5^  + 

{k-  =  1,  2,  3) 

gestattet,  d.  h.  für  welche  jedes  (UkÄ)  die  Form  hat: 

(U,A)^hiXi-'-x,)-Af 
(siehe  Theorem  29,  §  2  des  15.  Kap.). 

Das  Verfahren,  welches  wir  einschlagen  werden,  um  dies  Problem 
zu   erledigen,  ist  analog  dem  in  §  2  des  20.  Kapitels  gegebenen,   wo 


I 


Integration  oinor  linoaioii  pari.  Differontialgl.  Aj  —  <<  in  vi.t  Vorllntlcrl.     ntf) 

es  sicli  (lariiin  handolte,  eine  lineare  partiellf  DifrorenHalgloichunji  iu 
drei  Veriindorlicho)i  mit  bekannter  zweigliedriger  <iriiji|»e  /.u  inte- 
grieren. Wie  wir  dort  den  Hegriff  eines  zweigliedrigen  vollständigen 
Systems  in  drei  Veränderlichen  benutzten,  so  w^erden  wir  in  der  Folge 
von  dem  Begriff  ehws  droÄgliedrigen  vollständigen  Sijstems  in  vier  Vor-  v"'i'.''t'.lmi' 
ämlcrlichen  Gebrauch  machen  müssen.  Daher  wollen  wir  ihn  hier  ^*'"'"' 
kurz  auseinandersetzen,  auf  nähere  Begründung  verzichtend. 

Eine  lineare  ])artielle  Differentialgleichung  Af  =  0  in  vier  Ver- 
änderlichen besitzt  bekanntlich  drei  von  einander  unabhängige  Lösungen, 
und  jede  Function  derselben  ist  eine  Lösung.  Untersucht  man,  wann 
drei  von  einander  unabhängige  (vgl.  §  2  des  10.  Kaji.)  lineare  par- 
tielle Differentialgleichungen 

A,f=0,     A,f=0,     A,f  =  0 

in  vier  Veränderlichen  mindestens  eine  gemeinsame  Lösung  besitzen, 
so  findet  man,  dass  dazu  notwendig  und  hinreichend  ist,  dass  die 
(AiAf;)  =  0  nur  Folgen  der  drei  Gleichungen  sind,  d.  h.  die  {AjAi,) 
sich  linear  mit  von  rrj  •••  a;.j' abhängigen  Coefficienten  durch  ylj/",  A.,f,  A.^f 
ausdrücken  lassen.  Alsdann  besitzen  sie  auch  nur  eine  gemeinsame 
Lösung,  d.  h.  keine  von  ihr  unabhängige  ausserdem,  und  werden  ein 
dreigliedriges  vollständiges  System  in  vie>'  Veränderlichen  genannt.  Zur 
Auffindung  ihrer  gemeinsamen  Lösung  verfährt  man  ganz  ebenso  wie 
bei  den  zweigliedrigen  vollständigen  Systemen  in  drei  Veränderlichen 
(vgl.  §  3  des  10.  Kap.). 

Auf  die  Beweise  gehen  wir,  wie  gesagt,  nicht  näher  ein,  sie  sind 
analog  denen  des  10.  Kapitels. 

§  2.    Integration  einer  linearen  partiellen  Differentialgleichung  -'!/=  <> 

in    vier  Veränderlichen,   welche  eine  bekannte  dreigliedrige  Griippo 

von  infinitesimalen  Transformationen  zulasst. 

Wir  wollen  also  nunmehr  annehmen,  es  sei  eine  lineare  parlirlle 
Difterentialgleichung 

vorgelegt,  in  der 
_  _^  df  _  df  ^  d^  (J_ 

ist  und  die  a  gegebene  Fiinctinnrii  der  vier  X'eriimieiliehen  'i ,  '"a ,  J*;, ,  .'4 
bedeuten.  Ferner  sei  vorau.sgesetzt,  diese  DilfenMitialgleii  liiing  g«*st;iU«' 
eine  bekannte  dreigliedrige  Gnippr«  von  infijiifesimMlen  'rriDisformii- 
tionen  in  den  .r,    •  •  .r, . 

Lio,  DilTorpnti.ilcli'irliiinvril  85 
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zorieiiung  ^ij.   haben    im    21.  Kapitel    alle   inöjrlichen    Zusammensetzungen 

do«  Pro-  ...  . 

bioms.  yon  dreigliedrigen  Gruppen  von  infinitesimalen  Transformationen  be- 
trachtet, und  zwar  waren  unsere  damaligen  Überlegungen,  wie  be- 
sonders hervorgehoben  wurde,  völlig  unabhängig  von  der  Anzahl  der 
Veränderlichen.  Demgemäss  können  wir  aus  dem  21.  Kapitel  ent- 
nehmen, dass  eine  dreigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transfor- 
mationen in  a;,,  x^,  x^,  x^  durch  passende  Auswahl  der  infinitesimalen 
Transformationen,  die  wir  jetzt  mit  Xj/",  X^f,  X^f  bezeichnen  wollen, 
so  geschrieben  werden  kann,  dass  die  Zusammensetzung  eine  der  fol- 
genden Formen  hat  (vgl.  §  3  des  21.  Kapitels): 

1)     iX,X,)  =  X,     (X,X,)~2X,    {X,X,)  =  X, 

{X,X,)  =  0       (X,X,)  =  X, 

iX,X,)  =  0       {X,X,)  =  X, 

(X,Z,)  =  0       (X,X,)  =  X, 

(X,X,)-0       (X,X3)  =  0 

(X,X,)eeO       (X,X3)  =  0 

Wir  haben  nun  nacheinander  diese  sechs  Möglichkeiten  ins  Auge  zu 
fassen. 

Die  drei  infinitesimalen  Transformationen 

Xk  =  lai^i  +  ^k2P2  +  IkaPs  +  l-t4i^4 

(A-  =  1,  2,  3) 

sollen  natürlich  wesentliche  für  die  Gleichung  Äf=  0  sein,  und  über- 
dies soll  keine  lineare  Relation  zwischen  ihnen  und  Af  bestehen  (vgl. 
§  3  des  15.  Kap.),  mit  anderen  Worten,  es  soll  die  Determinante 


2) 
3) 
4) 
^) 


(X2X3)e^cX2       (c-=0) 

(X,X3)  =  X,  +  X, 
(X,X3)  =  0 
(X2X3)  ^  X, 
(X,X3)e-0. 


z/  = 


feil        fel2        fel3        iu 


521        b22 
631       532 


324 
934 


eIeO 


sein. 


Den  Fall   der  Zusammensetzung    1  wollen  wir,   da  er  Besonderes! 

darbietet,    erst    zum    Schluss    behandeln    und    also    beginnen    mit    der| 

zusaramon-  ZusatHnimsetizwuj  2: 

aetzmift  2. 

(X,X2)  =  0       (X,X3)  =  X,       (X,X3)  =  cX2  (c^=0). 

Bestehen  diese  Relationen  zwischen  den  X^,  so  bilden 

^/•==0,     X/=0,     X,f=() 
ein  vollständiges  dreigliedriges  System,  denn  es  ist  ja  jedes 

{xa)~hAf 
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und   (X,  X^)  eit;  0.     Es   existiert    daher  eine   Lösung  cp   dcsselhen,   die 
natürlich  eine  Lösung  von  Af  =  ()  ist.     Da: 

(X,A)r-X,Af 
oder  ausführlich  geschrieben: 

x,{Än-Aix,n~x,Äf 

ist  und  hieraus  für  f^^-g)  wegen  Aq)^0  folgt: 

A{X,<p)~0, 
ebf'uso  wegen  {XiX^)  '^  X,,  (XgXg)  ^^cX^  und  X'j^)  ^^  0,  X^qp  ^E  0: 

X,(X,cp)EEEO,     X,(X,<p)^0, 
so   ist  X^tp   eine  Lösung  jenes   vollständigen   Systems,   d.  li..   da   dies 
nur  eine  Lösung  q)  besitzt,  eine  Function  von  q)  allein: 

X.^(p  ^  Sl((p}. 
Sicher  ist  sie  nicht  Null,  da  zi  =\=  0  ist,  also  dann 


dcp 
dx, 


c(p ccp 


C(p 


0 


sein  müsste.  Wir  können  sie  daher  durch  Einführung  einer  Function 
fP{(p)  als  neues  cp  gleich  1  gemacht  denken.  Demnach  existiert  also 
t'iue  Function  qo,  für  welche: 


Cq) 


ccp 


ex..    '      *  dx^  ' 


X^q>  =  1x1  ;.^,    +  ^12  ä^  +  ^n  — ^  +  ^14  ä.,:^  =  0 


8qp 


X,<p  -  ^21  ^  +  i.2  -  +  t>.  ^  +  U  '^  -  0, 


X,q>  =  13.-;  +  1.2  ^  +  I..3  ^^^  +  §.u  ^,.^  -  1 
ist,  während  ausserdem  die  Identität  besteht: 

Diese    fünf  Gileichungen   ziehen  das  Verschwinden   ihrer  Dt-terniinant.' 
nach  sich: 

«1        «,'        «y        f^        " 

In      ^1.      ^r.      ^.1     <>     I 

§,1    5,.    ^,,    5..    (^       -0, 

5;ii        5:i2       b:i:i        ^;ii        '      j 
(Jx^     (Jx.,    dx.^    (/./',    ri(p  ! 

sodass  sich   drp   hieraus  (wegen   /J  ^zO)   l»ererhnet    und   eine  (^»nadralnr 
giebt: 
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'i 

dXi 

dx.y 

rZ.'Ta 

fix, 

1 

«1 

«2 

«, 

«4 

TJ 

^n 

ii. 

^,3 

lu 

1.. 

i.. 

^23 

^24 

<JP  = 


Hiermit  ist  eiue  Lösung  vou  Af=0  gelunden.  Diese  wird  nun  von 
dreien  der  Veränderlichen  x^ ,  x.^,  x^,  x^,  etwa  von  x^,  x^,  x.^,  un- 
abhäugig  sein.  Wir  können  dann'iCj,  x^,  x^  und  <p  als  neue  Ver- 
änderliche benutzen.  Da  Acp^O,  X^gj^O,  Xggj^O  ist,  so  werden 
die  neuen  Äf,  X^f,  X^f,  die  mit  Af,  X,/",  X^f  bezeichnet  werden 
mögen,  frei  von  ein6m  Gliede  in   ^      sein,  also  die  Form  haben: 

^1/  -  Sil  a,c^  i-  5i2  g^.^  i-  ?13  g.^^  ; 
^21   =  §21  3,,^  -t-  §22  ä^  -f-  §23  ^^  • 

Die  a  und  ^  sind  genau  die  früheren  mit  der  einzigen  Änderung,  dass 
x,i  vermöge  (p  =  fp{Xi,  x^,  x^,  x^  aus  ihnen  eliminiert  und  dafür  (p 
eingeführt  worden  ist.     Nach   wie  vor  ist  jetzt: 

{X,Ä)^\Äf,     {X,Ä)z^k,Äf,     {X,X,)  =  Q. 

Unser  jetziges  Problem  ist  also  dies:  Es  sollen  zwei  von  einander 
unabhängige  Lösungen  der  Gleichung  Af  =  0  gefunden  werden,  welche 
die  mit  einander  vertauschbaren  infinitesimalen  Transformationen  Xj,  X2 
gestattet.  Af  =  0  enthält  nur  drei  Grössen  als  eigentliche  Variabein, 
nämlich  Xi,  X2,  x^.  (p  spielt  in  Af=0,  wie  in  X,,  X^,  da  es  nicht 
transformiert  wird,  nur  die  Rolle  einer  arbiträren  Constanten.  Schliess- 
lich ist  noch  die  Determinante  aus  Af,  X^f,  X^f  nicht  identisch  Null. 

Da  wir  uns  jetzt  im  Gebiet  dreier  Variabein  Xi,  x^,  x^  befinden, 
recurrieren  wir  auf  §  2  des  20.  Kapitels  und  entnehmen  daraus,  dass 
zwei  Lösungen  ip  und  1  von  Af  =  0  durch  je  eine  Quadratur  ge- 
funden werden,  die  von  einander  unabhängig  sind.  Schliesslich  ist  in 
if  und  X  für  <P  wieder  die  früher  gefundene  Function  von  x^,  x^,  x^,  x^ 
einzusetzen,  wodurch  dieselben  in  von  einander  und  von  (p  unab- 
hängige Lösungen  von  Af  =  0  übergehen. 

Die  Litegration  von  Af  =  0  erfordert  also  zunächst  eine  Qua- 
dratur und   ilarauf  zwei  von  einander  unabhängige  Quadraturen. 
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Wir  wulk'U  gleich  liitT  die  Zusaiunicnsctzann    f  zu»»ina>«.D- 

^  «eUuiig  -1 

(X.X)rnü,     {X\X,)   ..X.,     {X,X,j       .., 

die  mit  ileiii  Falle  c  ==  0  in  Zusiimmensetzimg  2  identisch  ist,  eiledigen. 
Wenn  die  dreigliedrige  Gruppe  diese  Ziisamn)enset/.nng  hat,  so  bilden 
wie  vorher 

Äf=0,     XJ=(),     X,/  =  i> 

ein  dreigliedriges  System  in  vier  Veränderlichen,  deren  Lösung  tp  so 
angenommen  werden  kann,  dass  X^g)  Ez  l  wird,  cp  wird  dann  wie 
oben  durch  eine  Quadratur  bestimmt.     Es  bilden  aber  auch 

Af=(),     XJ=0,     XJ=0 

ein  vollständiges  System,  dessen  Lösung  ^  sicher  unabhängig  von  (p 
ist,  da  sonst  auch  Xg^  ^  0  wäre.  Analog  dem  Obigen  ergiebt  sich 
hier,  daüs  —  was  im  Falle  c  =^  0  wegen  (X^,X3)  £^  cX^/'  nicht  so 
gewesen  wäre  —  X^j^  eine  Function  von  ^'  allein  ist,  d.  h.  ^  so  ge- 
wühlt gedacht  werden  kann,  dass  X^^^  1  wird.  Demnach  geht  ^'  ganz 
analog  dem  ^  durch  eine  Quadratur  hervor: 


t=- 


Diese  Quadratur  ist  von  der  vorigen  unabhängig.  Nun  sind  cf  und  </; 
etwa  zusammen  mit  x^,  x.^  von  einander  unabhängig.  Alsdann  werden 
sie  als  neue  Veränderliche  eingeführt.  Da  Acp  "^  Äilf  ^^^  und  auch 
Xi^)  ^  Xji^  ^  0  ist,  so  werden  die  neuen  Af  und  X,/"  9  und  (/•  nicht 
transformieren,  also  von  der  Form  sein: 

Hier  sind  die  cc  und  ^  aus  den  früheren  a  und  |  dadurch  gebildet, 
dass  a.3  uod  x^  vermöge  cp  ==  (p(Xi  •  ■  •  x,J,  ip  =  iIj{u\  ■  •  ■  .r.,)  eliminiert 
werden.  Af'=0  gestattet  X,/".  Beide  enthalten  nur  zwei  wirklich 
als  Variabein  auftretende  Grössen,  nämlich  a:,,  a,.  Die  Lösung  von 
Äf  =  0  ergiebt  sieh  also  nach  §  l  des  0.  Kap.  durch  eine  Quadratur. 
Indem  man  in  dieselbe  für  cp  und  ip  wieder  die  gefundenen  Functionen 
von  a?i  •  •  •  x.^  substituiert,  geht  aus  ihr  die  gesuchte  dritte  Lösung  x 
von   Af  =  0  hervor.      Die   Integration    von   .1/ =  0  erfordert    mithin 


■» 

dxj^ 

(1X2 

dx._, 

dx^ 

1 

«1 

a., 

f^j 

«4 

^ 

§n 

§1. 

§.3 

§u 

§31 

§3. 
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insgesamt    drei    Quadratureu,    zuerst    zwei    wu    einander    uuabliängige 
und  uach  diesen  eine  dritte. 

zusammou-  \Yir  kommen  zur  Zusammensetzung  3: 

SUtZUDg    3. 

(X,X,)  =  0    {X,X,)  =  X,    (X,X,)  =  X, +  x. 
Jetzt  bilden  wir  das  vollständige  System 

Af=(),     XJ=0,    X/=0, 
dessen   Lösung    tp    sich    durch   Quadratur    bestimmt.     Es    ist  nilmlicli 
leicht  einzusehen,  dass  X^g?  ebenfalls  Lösungr,  d.  h.  eine  Function  von 
(p  allein  ist,  die  bei  passender  Wahl  von  cp  gleich   1  gemacht  werden 
kann.     Da  also 

Ä(p^O,     Xicp^O,     X^^pbeO,     Xygp  e^  1 
ist,   so   giebt   eine   Quadratur  qp   genau   so   wie   früher.     Nun    werden 
etwa   Xi,  X2f  iCg   und   cp   als    neue   Veränderliche   benutzt.     Dann   sind 

—       —  cf 

die  neuen  Af,   X^f,  X^f  frei  von  ^- ,  enthalten  also  nur  drei  Grössen 

^1)  ^aj  ^3  a^ls  wirkliche  Veränderliche.  Af  =  0  gestattet  X^f  und  X.J' 
und  es  ist  (X^  Xg)  ^^  0,  ^vährend  keine  Relation  zwischen  Af,  XJ\  X.,f 
besteht.  Nach  §,2  des  20.  Kap.  lassen  sich  also  zwei  Losungen  i/' 
und  X  von  Af  =  0  durch  je  eine  Quadratur  finden.  Diese  beiden  (Qua- 
draturen sind  von  einander  unabhängig.  Die  Integration  von  Af=i) 
erfordert  also  im  vorliegenden  Falle  drei  Quadraturen  wie  im  ersten  Füll. 

w'u^gT  Haben  die  Xk  die  Zusammensetzung  5: 

(X,X,)-0,    (X,X3)  =  0,    (X2X3)  =  X„ 
so  giebt  es  eine  Lösung  (p  des  vollständigen  Systems 
Af=0,     XJ=0,     X,/  =  0, 

für  die  wegen  A  (X^  qp)  ^  0 ,  X,  (Xg  qo)  ^5  0  ,  Xg  (Xg  q))  ^  0  auch 
X^tp  ^  Sl((p)  ist.     Wir  dürfen  daher  annehmen: 

A(p  =  0,     X,9  =  0,     X2(p  =  0,     X.^(p  =  l 
uml  bestimmen  qp  durch  eine  Quadratur  in  bekannter  W^eise.    Analog 
bilden 

Af=(),     XJ=0,    XV  =0 

ein  vollständiges  System,  für  dessen  Lösung  xlf  auch  Xg^^l  an- 
genommen werden  darf.  Daher  crgiebt  sich  i^  durch  eine  von  der 
vorigen  unabhängige  Quadratur  genau  so  wie  bei  der  Zusammen- 
setzung 4.  ^, ,  X.J,  (p,  tl)  etwa  werden  darauf  als  neue  Veränderliche 
eingeführt;    die  dritte  Lösung  %  hestimmt  sich  dann  gerade  so  wie  in 
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dem  oben  augegebeueii  Falle.  A/'=^Ü  wird  hoiuit  durch  zwei  von 
einander  unabhäiigij^e  und  eine  dritte  darauffolgende  Quadratur  integriert. 

Wenn  schliesslich  die  Xj,  die  Znsammcnsctzimü  0  haben:  ^^ 

^  ■elxajig  6. 

(X,  X j  =  0    (X,  X,)  =  f )    (X  x^     n 

so  bilden 

ein  vollständiges  System,  für  dessen  Lösung  tp  auch  X^(f/  i~  1  an- 
genommen werden  darf,  g)  bestimmt  sieh  also  durch  Quadratur. 
Analog  bestimmen  sich  die  Lösungen  ^  und  x  Jer  beiden  vollständigen 
Systeme 

A  f  =  0,     X. /■  =  0,     X,f  =  U     (wo  X,  ^  f.-  1 ) 

^/•=0,     X,/  =  0,     AV=()     (woA>-.  1) 

durch  je  eine  (Quadratur.  ^l/'=()  wird  also  in  diesem  Falle  durch 
drei  von  einander  unabhängige  (^Hiadraturen  integriert. 

Nunmehr  bleibt  nur  noch  der  oben  ausgeschlossene  Fall  /.u  unter- 
suchen, in  welchem  die  X^.  die  Zusammensetzung  1  haben:  /.ii»»nni.en- 

avtltuig  1. 

(X,X)  =  X,      {X,X,)  =  2X      (X,X3)  =  X,. 

Wir  behaupten,  dass  es  in  diesem  Falle  eine  Lösung  9?  von  J/  ^^  •> 
giebt,  für  welche 

^qo^O,     Xjgj^l,     X.,(p^Ez(p,     X^g)  ^E  9)* 

wird.  Ist  nämlich  (p  eine  Function  von  .t, ,  n\,,  j'^,  x^,  dio  durch  die 
<  Jleichung 

f{Xi ,  a-g ,  0:3,  a;^,  (p)  =  c     (<-■  =  coust ) 

definiert  sei,  so  bilden   wir  die  vier  Gleichungen: 

x,/'^x^+  -p;^  - 1. ;;;,  + «.  ,':;^  + «.  j;^  +  fc.  ;i; + 9>  ;;=o, 

Es  sind  dies  liiicart'  [i.uli'lie  Diüerentialgleichungen  in  fünf  Veränder- 
lichen Uj,  u\,,  x-j,  ^j,  (jp,  und   es  ist: 
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(AX,)=  {ÄX,)E^iX,Af=L,Ar, 

(^x,)=  {AX,)  =  x,Af^k,M; 

(X,X3)^(X,X3)  +  (|^",g.'^|^)^2X/, 

(X, X3)  =  {X,X,)  +  (9)  f^ ,  qp'^  l^^  =  X3/: 

Die  KliiLunierausdrückc  geben  also,  gleicli  Null  gesetzt,  keine  neuen 
Differeutialgleicluingen.     Daher  bilden 

A/='0,     X,/'=0,     X2/  =  0,     X/=0 

ein  sogenanntes  vicryliedrigcs  volhtänili(jcs  System  in  fünf  VcrändcrUclicn 
O/'i,  x.^,  a;^,  x"^,  9),  das,  wie  man  allgemein  beweisen  kann,  eine  Lösung  / 
besitzt.     Sei  diese  Lösung 

HO  setzen  wir  sie  gleicli  einer  Coustanten  c.     Indem  wir    dann  (p  aus     \ 

/(X^f  x.^f  x.^,  Xy,  (p)  =  c 

berechnen,  erhalten  wir  eine  Function  g){Xi,  x.^,  x-^,  x.y),  für  die  wegen 
A/"e£eO  offenbar  A(pv=0,  wegen  X^f^^O  otl'enbar  X^g)  E£5  1  etc.  ist, 
denn  es  ist: 

IL 

dx. 


dx^        """    dt'        —••'■' 
dtp 


also: 


u.  s.  w.     Mithin  existiert  in  der  That  eine  Function  qp,  für  welche 

Acp  ^0,     Xy(p  ^  \ ,     X2<p  =z  (p,     X.^cp  ^  (p' 
ist. 

Es  fragt  sich  nun,  wie  diese  Function  praktisch  gefunden  wird. 
Aus  den  vier  vorstehenden  Gleichungen  lassen  sich  die  ^  berechnen 
in  der  Form: 


0(p 

(k  —  i,  -Z,  3,  1). 


=  Qk{Xi  ■  ■  ■  X,y)  4-  (;a(^,  •  •  •  X.^(p  +  Tk{Xy  •  ■  -Xjq)'^ 
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Um  hieraus  ^  /u   bciecliiieii,   voiluliit.'ii   wir  iiutli   Du  bc  i.s- liey  iiioiul's 
Methode  so.      Wir  .sct/en: 

Xi  =  a^x,     x.;,  =  a.^x,     x.^  =  a.^x,     x^-^a^x 

uikI    drücken    ulsu   (p    als   Fuuctiou    von   x   iillein    und    aihiträren  Cun- 
stanleii  a  aus,  sodass  in  dieser   Forui 

dw  r  tp     .  (  (p     ,  rqp  cq) 

ax  *  cXi     '       -  f  X.,     '      -^  cj-,    '       *  ^jr^ 

wird.     Hetzen   wir  hierin  die  obigen   Werte  der  iiartieUen  Didcreiitial- 
quotiejiten  ein,  so  erhalten   wir  eine  (iicichung  V(Hi  der  F<»iin 

iZ  ^  ^^•^'>  "^  +  ^^^'  "-^^  +  ^('''  ")'''• 

Es    ist    dies    eine    likcati' sehe    GlcichwKj.     Haben    wir    ihre    allgemein»-, 
eine  Coustaute  c  en< haltende  Lösung 

(p  =  cp{x,  a^  •  ■  •  a^,  c) 
bestimmt,  so  setzen  wir  wieder  rückwärts 

Dadurch   fällt   notwendig  x  aus  cp  heraus  und  es  bleibt  eine  FuiRtiun 
von  der  Form 

(p  =  (p{Xi,x.^,x.i,x,i,c). 

Hiermit  wäre  eine  Function  q)  gefunden,  für  die  A(p^=0  ist. 
Diese  Function  enthält  nun  noch  eine  arbiträre  Constante  c.  (.ieben 
wir  dieser  Constanten  c  drei  Zahlenwerte,  so  ergeben  sich  drei  Functionen 
9^1)  ^2)  9^j>  ^^'^'  Jiß  sicher  A(pi  ^^  A(p.^:^.  A(p^€^.0  ist.  Es  ist  nun 
leicht  einzusehen,  dass  (pi,  (p.,,  (p.^  von  einander  unabhängig  sind. 
Denn  alle  drei  erfüllen  die  Cileichunüen: 


Wäre  also  etwa: 
so  würde  aus 

fol;ien: 


(k  =  1,  )i,  3,  1). 

Il{(p^,(p.,,(p.,)r^O, 

dx^  '     ?x.^  '     dx^ 


(I-  =  j,  s,  a,  I) 
oder,  anders  geordnet: 
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2^/^j  +  '^^(2^^'^)  +  ^m2^^'^)== 


\        1  /  \        1 

'k  =  1,  2,  3,  1). 

Nun  .sind   niclit  alle  Determinanten  der  Matrix 

^1        (7,       T, 


(>3 


(?., 


identiscli  Null,  da  sonst  zwischen  x      ,   -r — ,   ^^ ,   -^ — 
'  cx-^^    cx^^    cx.^'    cx^ 

lineare    Relation    bestände    (da    doch    nur  Äq)  ^0   ist) 

notwendig,  dass  einzeln: 


mehr   als  eine 
.     Also   t'oljite 


dn    . 


dn 
11 


+ 


dn 
dn 


dn  .         dn  , 

2  (  n  ,      ^i  oll  .      .,  dn 
cp,    o     +  ^>  ' r  ^i'  ^^~~ 


z:0 


=  0, 
-0, 


d.  ll. 

dass 

die  Determinante: 

1    1 

1 

1 

'  9^1 

^■> 

(P:i 

oder 

also 

«Pi^ 

9>/ 

fPö 

(cpi  —  9,)  {(f.,  —  9)3)  (g)y  —  (jpj  E=  0, 

d.  h.  zwei  der  (pi  identisch  wären. 

Wir  sehen  also:  Indem  wir  in  der  Lösung  <p(Xi  •  •  ■  x^,  c)  der 
Constanteu  c  drei  Zahlenwerte  geben  derart,  dass  nicht  zwei  Zahlen- 
werte dieselbe  Function  liefern,  was  immer  möglich  ist,  so  erhalten 
wir  drei  von  einander  unabhängige  Functionen  (p^,  q?.^,  q)^  als  Lösungen 
von  Äf  =  0. 

Somit  ist  in  diesem  Fall  die  Integration  von  Af  =  0  auf  die 
einer  Riccati'schen  Gleichung  reduciert*). 


*)  lu  Bd.  25  der  Math.  Annalen  zeigte  Sophua  Lie,  dass  die  Gleichung 
Af  =  0  im  vorliegenden  Fall  auf  eine  Riccati'schc  Gleichung  zurücki^eführt 
werden  kann.  Alsdann  machte  Vessiot  die  äusserst  wichtige  Bemerkung,  das.s 
man  direct  durch  die  im  Text  gegebene  Methode  eine  Lösung  von  Af  =  0  durrh 
eine  Riccati'schc  Gleichung'  bestimmen  kann.  Endlich  bemerkte  Lie,  dass  dann 
die  gefundene  Lüsung  eine  arbiträre  Coustante  derart  enthält,  dass  drei  ver- 
schiedene Werte  denselben  drei  von  einander  unabhängige  Lösungen  von  Af  =  0 
iet'ern.     Die  Methode  des  Textes  ist  eiuer  Verallgemeinerung  fähig  auf  beliebige 


I 


i      Integratiun  einer  guwühnlkhen  DiUerentialgleichuug  drittel  Unluung  iu  x,  y.  nbb 

Fassen  wir  die  Ergebuisse  dieses  Paragrupheu  zusammen  in  dt-m 

Theorem  49*):  Gestattet  eine  vor(jelc(jte  lineare  partielle 
DifferentiaUjlcichung  Af  =  0  in  vier  Veränderlichen  eine  he- 
Jcannte  dreigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen  Transforma- 
tionen, deren  erste  derivierte  Gruppe  tveniycr  als  dreigliedrig 
ist,  so  verlangt  ihre  Integration  drei  Quadraturen,  von  denen 
enttveder  die  beiden  ersten  oder  die  leiden  letzten  von  einander 
unabhängig  sind. 

Ist  dagegen  die  erste  derivierte  Gruppe  auch  dreigliedrig, 
so  verlangt  die  Integration  von  Af=()  die  einer  llieeati' sehen 
Differentialgleichung. 

In  beiden  Füllen  ist  vorausgesetzt,  dass  suischen  Af  und 
den  drei  infinitesimalen  TransfoDnationen  hcine  lineare  lie- 
lation  bestehe. 

§  ?).      Integration    einer    gewöhnliehen    Differentialgleichung    dritter 

Ordnung  in  x,  y,    welche   eine    bekannte    dreigliedrige   Gruppe   von 

infinitesimalen  Transformationen  gestattet. 

Die  Theorie  des  vorigen  Paragraj)hen  wenden  wir  nunmelir  auf 
die  Integration  einer  geicöhnlichcn  Differentialgleichung  au: 

y'"-  co{x,y,y',y)  =  0, 
vou   der   wir  voraussetzen,  dass   sie  eine  belannte  dreigliedrige  Gru^tpe 
von  infinitesimalen  Transformationen 

Ukf  =  hp  +  rik  <1       (*  =  1.  -'  3) 
iu  X,  y  gestatte. 

Es    bedarf  diese   Anwendunjx   kaum   noch   einer   besonderen   Aus-  Integration 
eiuaiidersetzung.   Die  lineare  partielle  Ditfereutialgleichuug  in  x,  if,  y  ,  y  .-wortunK  .i 

^f=  wx  +  y  cy  +  y  cv  +  "(•'■' y^y^y ) ^  =  ^'' 

welche  jener  gewöbnlicliou  Differentialgleichung  äquivalent  ist,  gestattet 
die  durch  zweimalige  Erweiterung  der  Uk  gewonnenen  intinitesimalen 
Transformationen: 


r-{?Iieilrige  vollbtändige  Systcrue  in  n  Veründcrliciien  mit  bekannter  (M-»;-glioiiri;.Mr 
einfaclier  («ruppe  von  inünitesimalen  Trausrormationon. 

*)   Dieses  Theorem   wurde   von   Lie   in    lid.  11   und   25  der  Math,    .\nnalrn 
aufgestellt    in    den    Abhandlungen:     „Allg.    Theorie    der    inirtielleu    Difforeutial 
gleichungen    erster  Ordnung"    und    „Allg.    Untersuchungen    übir   Diflerontialgloi 
chungen,    die    eine   continuierlichf   cndiicl.e   Gruppe   gestatten".     Pieso   Arbeiten 
enthalten   eine   durchgerülulc    Inlegrationstlieoric    der   volUtändigeu   Systeme   niit 
bekannten  intinilcäimalen   rransformutioneu. 
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TT///. t         Cf         ,  Cf.  ,       (f  .  ,,        Cf 

^*  f=^'d-x  +  "1'  -dy  +  ^^    dy  +  *?*    a,"  • 
Die  letztereiJ   bilden  eine  dreigliedrige  Gruppe,     Denn  es  ist  ja   (nach 
,Satz  3,  §  1   de«   17.  Kap.) 

Da  aber  nach  Voraussetzung  etwa: 

uihI   auch:  ^ 

{2J  Const.  U.y  =  2;  Cunst.  W 
ist,  so  folgt:  3 

1 

d.  h.  Ui",  U2",  U.j"  bilden  eine  dreigliedrige  Gruppe  von  infinitesimalen 
Transfornjationen. 

Die  Anwendung  der  Theorie  des  vorigen  Paragraphen  lehrt  iiuu 
unmittelbar,  indem  die  U" f  an  die  Stelle  der  dortigen  Xf  tretcji, 
dass  die  Integration  von  Äf  =  0,  also  auch  von  y'"  —  cj  =  0 
in  allen  Fällen  bis  auf  einen  nur  drei  Quadraturen  erfordert.  Nur 
wenn  die  erste  derivierte  Gruppe  auch  dreigliedrig  ist,  würde  nach 
jenen  Theorien  auch  die  Integration  einer  Riccati'schen  Differential- 
gleichung erforderlich  sein.  Gewisse  Differentialgleichungen  dritter 
Ordnung  allerdings  entziehen  sich  dieser  Methode,  diejenigen  nämlich, 
für  welche  die  Determinante  von  Af,  U"f)  U^'f,  U.j'f  identisch  ver- 
schwindet. 

(luJch'Ki.'iT  ^^^^  andere  Integrationsmethode  unserer  Ditferentialgleichung 

VarialKlu  IJ      —   Co{x,  y,  y  ,  IJ   )  =  0 

besteht  darin,  dass  man  die  dreigliedrige  Gruppe  LTj,  U^^  JJ-^  auf  ihn- 
canonische  Form  bringt.  Dies  erfordert,  wie  wir  in  den  §§  2  bis  ;"> 
des  23.  Kapitels  erkannten,  nur  eine  Reihe  von  Quadraturen  oder  aber 
noch  die  Integration  einer  DiflFerentialgleichung  erster  Ordnung  in  x,  y. 
Durch  diese  Reductiou  wird  die  vorliegende  Differentialgleichung  auf 
eine  einfachere  Form  gebracht,  und  es  handelt  sich  alsdann  darum, 
sie  in  dieser  Form  zu  integrieren.  Unter  Umständen  verlangt  diese 
Methode  einfachere  Operationen  als  die  obige,  sich  an  den  vorigen  Pa- 
ragraphen anschliessende. 

f.iiinmKiu  ^^  möge  die  Diöerentialgleichung  z.  B.  eine  dreigliedrige  Gruitpe 

ciiitm  i.e-  zulassen,  die  zum  Typus 

p,     q,     xp 
gehört.     Die  Aufiindung   der   zuf'ehöriuen    cunonischen  Veränderlichen 


i 


[ntpgiation  einer  s'^wöhnlichi-n  DifVon-ntialgleichim^j  ilritt«r  Onlniin'^'  in  r,  y.  riftl 

oc,  y  erfordert  nafli  §  4  des  2.'i.  Kapitels  mir  eine  (Quadratur,  hie 
Differentialgleichung  nimmt  dureii  Einlülirung  der  canonisclieii  Va- 
riabein eine  Form 

)/"—  co(x,y,y,i/")  =  0 

an,  in  der  sie  die  Gruppe  )),  7,  xp  gestattet.  Um  difse  F'orm  zu 
finden,  vsrerdcn   wir  so   verfahren: 

Wir  hedeidven,  dass  die  ( ileichung  //" —  cj  =  <»  lici  dt-ii  dn-i  drei 
mal  erweiterten  infinitesimalen  Transfcirmatidiien 

Urf=  xl^~v   1^-  2v"  ^L  -  3v"'  #4 

invariant  bleiben  muss,  iiierin  .r,  y,  ?/,  »/",  y"  als  \  ariaiteln  ln-trachtet. 
Sie  ergiebt  sich  daher  iu  allgemeinster   Weise  dadurch,   dass   man   di<' 
\    allgemeinste  Lösung  des  dreigliedrigen   vollständigen  Systems 

f  f^i'7=o,    u,"'f=o,    iJrf=^^ 

in  X,  y,  y\  y",  y"  einer  Constauten  gleich  setzt.  Dieses  vollständige 
\  System  in  fünf  Veränderlichen  wird  in  dieser  NV'eise  integriert:  Zu- 
nächst hat  U"'f=0  die  vier  von  einander  unabhängigen  Li'isimgen 
Ih  y\  y" }  y  '■)  ^Iso  als  allgemeinste  Lösung  eine  Function  /"  von 
?A  ?/>  y\  ?/"•  Soll  sie  auch  Lösung  von  ?//"/'=(»  sein,  so  darf  sie 
offenbar  y  nicht  enthalten.  Soll  sie  endlich  noch  Lösung  von  V^"f=i) 
sein,  so   muss  diese   Function  fiy',y"-,y"')  die  (Jleichung 

I  itlillen.  Diese  aber  hat  die  beiden  von  einander  nnabbiiu-it;.-!!  Lli- 
siingen 

.-.        und        •  ,  , , 
y  -  V 

-i»dass  also 

die  allgemeinste  Lösung  des   vollständigen  Systems   und   dtMunaeli 

oder,  nadi  ?/'"  aufgelöst: 

die  allgemeinste   Diflerenti:il;j;lei(  hmig  dritter  Ordnung  ist,    w.'lolie  di.« 
I     ( Truppe  ^),  (/,  .r;)  gestattet. 


I 


558  Kapitel  25,  §  3. 

Es  fragt  sich  nun,  wie  diese  Differentialgleichung  dritter  Ordnung 
zu  integrieren  ist.     Wenn  wir 

■'':.. = u 

y  - 
setzen,  so  wird 

du 

y  dy 

dx 
du    1    ^    <, 

sodass  dann  die  Differentialgleichung  lautet: 
Eine  Quadratur: 


dy    *  ^  ^ 


j\ 


du  , 

-\-  y  =  n 


w{u)  —  2«- 

liefcrt  II   als  Function    von   y  und  der  Integrationsconstanten  a.     Wir 
finden  also  etwa: 

oder 

^    dy'  ,       N 

d.    h. 

—  Ij  -=J<p{y,a)dy-\-h. 
Ist  diese  Quadratur  beendet,  also  etwa  gefunden: 

y  =  t(y, «,  ?>) 
so  folgt  durch  eine  letzte  Quadratur: 

dy 


f 


X  ^=  r. 


die  vollständige  Integralgleichung  der  vorgelegten  Differentialgleichung 
dritter  Ordnung. 

Im  ganzen  sind  hier  also  vier  successive  Quadraturen  erforderlich, 
eine  erste  zur  Bestimmung  der  canonischen  Veränderlichen  rr,  y  und 
drei  folgende  zur  Integration  der  Differentialgleichung  in  ihrer  neuen 
Gestalt. 

^"aÄr  '^»^"1  Vergleich  wollen  wir  die  Differentialgleichung 

nach   der  Methode  des  vorigen  Paragraphen    integrieren.     Wir  setzen: 


ersten 
MeUindo 


Intpgration  einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung  'Iritter  Onlnimg  in  r,  u,  HaO 


■---  ^<^f    .    ./  ^Z" 


df 


'  f 


^A^^i+y    +y"r,  +  ^''-  ., =0 


d  X 


cy 


^!/ 


1111(1 


--  —  2y"  '  -\-  y'  *ir 


'■  '         ex' 
^  cy' 

^  '  üx        ^    Cy  ^    cy 

iiiul   IjiliU'ii  ilio   Determinante 

I  1    y     y"      y''"u' 

I  1  0        0  0 

10  10  0 

\x  0      -y'  —2y" 
Sie  ist,  sobald 

ist,  nicht  identisch  Null,     Das  vollständige  System 
Af=0,     U,"f=0,     U,"r=() 
besitzt  eine  Lösung  gp,  für  die  wegen 

{u,"Ä)  =  k.Ä,  {u;'un=u,",  m'un^  0 

auch  etwa 

u;'<p  =  -  1 

angenommen  werden  kann.     Es  kommt  also: 
(Ix     dy     dy      dy"   j 

1  I  1     y     y"    y"'"^ 

J   \    \       0       0         0 
0        1        0          0 


^ 


I  y  ^Wfly  —  y'il'J 


oder,  wenn   wiedtn- 
ixesetzt  wird: 


—  ^u 


J'/dif  udu     \  ,        ,  i       11,1  II 

Ferner  hat  das  vollständige  System 

Af=(),    ij;'f=-(^,    IJ^'f-^^ 

eine   L()snng  4>,  iiir  die 

aniienommon   werden   darl.      Deinmieb   konind: 


I 
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(Ix     (hj 

dlf 

(hl" 

1 

1        V 

v" 

i/'-'-w 

J 

1       0 

0 

0 

X       0     - 

-y 

-2^' 

/*     du 


^i. *'^  ~  '^y"^)(i Vjjr  y  (2 2/' 'd y 

y  *w  —  2?/"  " 


y'<iy") 


2u^ 
Durch  (lieso  zwoi  Quadraturen   Iiat  sicli   also  etwa  ergeben: 

fp{y>  y")  =  «> 
i>{y,  y,  y")  =  ^'• 

Eliminiert  ninn  liierans  y",  so  kommt  (üue  Relation 

y  =  xiyy  f,  ^0 

(lornn  Tntotrration: 

dy 


L 


=  .r  -j-  c 


die  vollständige  Integralgleichung  liefert. 

Diese  Methode  erfordert  also  nur  drei  Quadraturen,  von  denen 
sogar  die  beiden  ersten  von  einander  unabhängig  sind.  Allerdings 
haben  wir  zunächst  vorausgesetzt,  dass  die  canonischen  Veränderlichen, 
deren  Bestimmung  ja  eine  Quadratur  erfordert,  schon  eingeführt  seien. 
Aber  diese  Voraussetzung  ist  offenbar  unnötig,  wir  hätten  dieses 
/weite  Tntegrationsverfahren  auch  für  beliebige  Veränderliche  genau 
ebenso  durchführen  können. 


Boispielp. 
Liiicnro 

dritter 
Onliimitf 


Wir  werden  nun  auf  die  Behandlung  der  übrigen  Fälle  nicht 
weiter   eingehen,   ihre   Durchführung   vielmehr   dem    Leser   überhissen. 

Doch  Süllen  zwei  Beispiele  zu  unseren  Theorien  hier  Platz  finden. 

7.  Beispiel:  Vorgelegt  sei  die  allgemeine  lineare  Differentialglei- 
chung dritter  Ordnung 

(1)  y'"-  X,y"-  X,y-  X,y  -  X  =  0, 

in  der  X,  A''^,,  X,,  X.,  gegebene  Functionen  von  x  allein  bedeuten. 
Bekanntlich  nennt  man  die  Differentialgleichung  dritter  Ordnung 
zwischen  ,?  und  x: 

(2)  z'"—  X,z"—  X,  /  —  X^z==0 
ihre    vcrhirzte    (Jleichung.     Hat    man    diese    integriert,    so    kann    man 
durch  drei  von  einander  unabhängige  Quadraturen  die  erstere  ebenfalls 
integrieren.     Es   seien   nämlich   z^,  z^^   3^  drei  particulare  Lösungen  ,'. 
der  verkürzten  Gleichung,  also  drei  Functionen   von  x,  für  die 


I 
I 


Integration  einer  gewölinlichon  Differentialgleichnng  dritter  Ordnung  in  r,  y.  fiOl 

(3)  zr-  x,^r-  x,z:-  x^z,  --  o 

('•--  1,  2,  :i) 
ist.     Insbesondere   können   sie   stets,  wie    man   leicht   einsieht,  so  ge- 
wählt werden,  dass  die  Determinante 


^  = 


eeO 


ist.     Nun    gestattet    die   nicht   verkürzte   Differentialglcicluin^'    i^li   dio 
drei  infinitesimalen  Transformationen: 


üi  =  Ziq,     U,  =  z,q,     l\ 


^iQ, 


denn  mit  y  ist  auch  y  -{-  Coust.  Zi  +  Const.  z^  -\-  Const.  z^  eine  Lo- 
sung von  (1)  und  bei  L\,  ü^,  U^  erfahrt  y  eben  die  Incremenie 
^i8t,  z^dt,  z^dt,  während  x  ungeändert  bleibt.  Dass  die  unverkürzte 
Differentialgleichung  die  üif  gestattet,  kann  man  übrigens  auch  so 
einsehen:     Die  Differentialgleichung  ist  äquivalent: 


Af^  fi  +  y%  +  y  %  +  (A-  +  A>  +  Ä-, ,/  +  X,y)  sf  .  0, 

und  die   Ui  geben  zweimal  erweitert: 


sodass 


cy    '         dy     ^         cy 


cf 


.'  if 


(  t 


(u/'A)  =  (^,Xo  H-  z.'x, + zrx,)  fjr.  +  z;  ^  + .." ;; 


oder  wegen  (3) 
ist. 


_  '  £/'  _  "  £/!  _  "'iL 

^'    dy        ^'     dy         ^'     dy' 


{UrÄ)  =  () 
Nunmehr  bilden 

Af=(\    uj=^K    ^;/"=<^ 


ein  dreigliedriges  vollständiges  System  in  x ,  y,  //',  //",  ilessen  Lösung  (p 
so  angenommen  werden  kann,  dass 


U:,(p 


1 


wird.     Die  U,  bilden  nämlich  eine  dreigliedrige  (Iriippe  mit  vortausch- 
baren  Transformationen. 
Sonach  ist: 

J.  io,  Pifrcrcntialcloirliunffon.  ^1'"« 
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9' 


oder 


dx 

dij 

dy' 

f^Z/" 

1 

y' 

y" 

X+Xo2/  +  X.2/'  +  X,t/" 

0 

^1 

'''1 

^i" 

0 

3^ 
y' 

^•/ 

^2" 

1 

y" 

X  +  X,y  +  X,y  ■\-  X,y" 

0 

^. 

^i 

■'i 

0 

0j 

^2' 

2^2" 

0 

^3 

«3' 

^3" 

ein  Iiitf'gral  von  Af  =  0.  Diircli  cyklische  Vertauscliung  der  Tndices 
1,  2,  3  bei  den  s  ergeben  sich  nocli  zwei  Integrale. 

2.  Beispiel:  Gesncht  wird  eine  Curve  in  der  Ebene  von  der  Be- 
soliaffenlieif;,  da.ss  ihre  nogenliinge  s,  von  einer  Anfangsstelle  ans  ge- 
rechnet, eine  gegebene  Fnnction  der  zngehörigen  Bogenlänge  6  der 
Evolute  der  Curve  ist.  Wenn  (>„  der  Krürauiungsradins  der  Anfangs- 
stelle, Q  der  Krümmungsradius  der  Stelle  mit  Bogenlänge  s  auf  der 
gesuchten  Curve  ist,  so  ist 

f^  =  Q  —  Qo 

und  wir  verlangen 

S  =  Sl((}  —  Q^,). 

Da  sich  die  Bogenlänge  .s  durch  ein  Integral  ausdrückt,  so  ist  dies 
noch  keine  Differentialgleichung.  Wir  haben  vielmehr  noch  zu  dif- 
ferenzieren: 

ds  =  SI'{q  —  Q(^)  (Jq. 


Es  ist: 


ds 


Q  = 


1  +  P'dx, 


Die  Bedingung  nimmt  also  die   Form  an: 

y"'      (o    '  M 

wo 

ist.     Führen  wir  die  Bezeichnungen  ein: 


Integiatiou  einer  gewöhnlichen  DiUeientialgleichung  dritter  (Jrduuiig  in  x,  y.   ö«]y 


y  ' 

1+!/' 


SO  lautet  die  Diäerentialgleiclmii«^: 

Um  sie  zu  integrieren,  beachten  wir,  dass  die  gesuchte  Curve  in  «'ine 
ebensolche  übergeht,  wenn  man  sie  in  der  Ebene  verschiebt  oder 
dreht.     Die  Differentialgleichung  gestattet  daher  die  Translationen: 

UJ=p,       U.f^q 

und  die  Rotation: 

Uzf=  —  yp  +  *■(/, 

die  zusammen  eine  dreigliedrige  Gruppe  von  inHnitcsiinak'n  Trans- 
formationen bilden.  Die  gewöhnliche  Differentialgleichung  y"  —  aj  =  0 
ist  der  linearen  partiellen  äquivalent: 

Af=i- — \-  y  -^ — \-  y       ,  +  (0  -^-r.  =  0, 

'         ex  ■      "^    c ij        "^     ( y     ^        oy  ' 

welche  die  zweimal  erweiterten  infinitesimalen  Transformationen  zulässt: 


TJ"f=££ 

TJ"f=^ 


rf 


?/• 


.'  ."    rf 


1 

0 

0 

1 

-y 

X 

,"  a . ,,, 

3y'y"'  —  (1  +  y'')" 


Va^  -  y  |i  +  ^  ,;  +  (1  +  ,P)  ^  +  iyf  ^. 

die    eine    dreigliedrige   Gruppe    bilden,    deren   erste   derivierte   Gruppe 
zweigliedrig  ist.     Es  ist  die  Determinante  von  Äf  und  den   l'" f: 

1       y        y"  « 

0  0 

0  0 

1  +  y-    '^y'y" 

./  •> 

=  y 

Sobahl    wir  w=^0  annehmen,    was  wir    thun   woHen,   ist  ^=^0,    und 
wir  können  die  Integration  nach  der  Methode  des  vorigm  Paragruphrn 
durch  drei  Quadraturen  ermöglichen. 
Es  ist: 

während  jedes  {Ul' Ä)=.  ki  Af  i^i.     Die  drei  Gleichungen: 

Af==o,    u;'f^o,    iV7  =  0 
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bilden  also  ein  dreigliedriges  vollständiges  System  in  x,ij,tj\y",  dessen 
Lösung  (p  so  gewählt  gedacht  werden  kann,  dass 

f/3>=l 

ist.     Es  ist  somit: 

dx     dy     dij  '  dij"    1 

1     y     v"     ^     I  = 
10      0      0     I  ~~ 

Ol        0        0 


g)  = 


oder  wenn  wir 
setzen : 


(1  +  //'')- EEE«,     also 


(p^  —  arc  tg 


Die  Ausführung  dieser  Quadratur  giebt  etwa: 
(p=  —  arctg?/'  +  o[^.) 

^-arct.,'+*(<i+/:^-). 

Nunmehr  benutzen  wir  x,  y,  y,  cp  als  Veränderliche.  Dadurch  gehen 
Af  und   Ui",   U2"  über  in: 

'        dx    '    "^    cy    '    '^     cy  ' 

TTf=K 
^2/  —  dy' 

wo  in  Af  das  y"  vermöge  der  Beziehung  zwischen  qp,  y ,  y"  durch 
(p  und  y  ausdrückbar  ist.  y"  ist  also  als  bekannte  Function  von  (p 
und  y    zu  betrachten.     Nun  bilden: 

^/■=0,       £/,/•=  0 

ein  vollständiges  System  in  x,  y,  y  {tp  tritt  darin  als  arbiträrer  Para- 
meter auf)  und  seine  Lösung  t^  erfüllt,  wie  wir  wegen 


Integration  einer  gewühnliclien  Differeutialgleiehiing  «Iriltcr  Ordnuiij,-  m  ./,  y    5(;r> 


auuehmeii  tlürfen,  die  (.ileichimg 

Die  Determiuaiite  vou  Af,   l/yf,   ILJ  lautet: 

1    y    y" 


1     0      0    \=y" 
0     10' 


und  es  kommt: 


*-Jlr\ 


I  ilx     dy     dy 


J'y'dif' 


1     y'     u" 

\       (I       0 

Hierin  ist,   wie   bemerkt,  y"   als  Function   von   y    uml    <p  aufzufassen 
vermöge 

<P=-  arc  tgy'  +  0  (^'  +  ,^— )  • 

Bezeicliuen  wir  die  zu   O  inverse  Function  mit   <P,   so  kommt: 


also 


Demnach  wird: 


(L_±_i':^  =  -^-(^  +  arctgA 


y  = 


$  (qp  +  arc  ig  j/') 


wenn  nämlich 


t  =  y  —      —^'^^"7.  ^(,<3c  +  arc  tg  »/') 
'^  (l+2/"0- 

^  ?/  -{-  /  0  (g)  +  arc  cos  ^)rf^r , 


^^; 


t 


gesetzt  wird.    Uoi  der  Ausführung  der  Quadratur  ist  (p  wie  eine  C'un- 
staute  zu  behandeln.     Man  Kndet  etwa: 

worin  noch 

gj  =  —  arc  tg  y'  +  </> 
zu  setzen  ist. 

Nunmehr  werden  x,  y,  (p  und  tp  als  Veränderliche  benutzt.    Dann 
geht  Af==0  über  in: 
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wu  y'  alb  Fuiictiuu   von  y,  (p   und    4^   iiufgefasst  wurden  musb.     Diese 
Gleichung  gestattet: 


^''  —  dx 


uud  bat  daher  das  Integral 

y 


*y  in 


y 

1       0 

wo   y'   durch   y,   q)   uud   i}}   ausdrückbar   ist   uud    bei    der  Quadratur  (p 
und  ^  als  Constauten  zu  behandeln  sind. 

Diese  dritte  Quadratur  ist  von  der  zweiten  abhängig.  Wir  könnteu 
aber  auch  die  dritte  unabhängig  von  der  zweiten  ausführen,  denn  be- 
nutzt man  x,  y,  y    und  ^  als  Veränderliche,  so  bilden  auch: 

I/^l^  +  y- !{  +  !," -1^  =  0, 


dy 


dy 


u,f= 


dl 

dy 


ein    zweigliedriges   vollständiges   System   und   die   Lösung  %   desselben 
erfüllt,  wie  angenommen  werden  darf,  die  CJleichung 


sodass 


U^~%=h 


dx    dy     dy 

1     y'    y" 


0 1 0^ _     i'dy' 

1     y     y"  J  y" 


%  = 

0  1       0 

1  0      0       i 

wird.    Hierin  ist  y"  durch  y    und  cp  ausdrückbar,  und  darauf  muss  so 
integriert  werden,  als  ob  (p  eine  Constante  wäre.     Schliesslich  ist  für 
q)  sein  obiger  Wert  einzusetzen. 
Eliminiert  man  endlich  aus 

q)  =  a,     tl^  =  hf     y,  =  c 

die  Grössen  y' ,  y" ,   so  erhält  man  die  gesuchte  vollständige  Integral- 
gleichung 

?i{x,y,o,h,c)  =  0. 


Schluflswort. 


Scillusswort. 


I 


Wir  wollen  nunmehr  mit  einigen  I3enierkungen  üUr  die  Bedeu- 
tung der  vorgetragenen  Theorie  dieses  Werk  beschliessen. 

Nehmen  wir  an,  es  liege  —  um  gleich  allgemein  zu  reden  — 
ein  System  von  Differentialgleichungen  vor,  welches  integriert  werden 
soll  und  von  dem  man  weiss,  dass  seine  allgemeinen  Lösung«!n  nur 
arbiträre  Constanten,  keine  arbiträren  Functionen,  enthalten.  Alsdann 
kann  man  sich  fragen,  ob  dasselbe  infinitesimale  Transformationen  ge- 
stattet. Lässt  sie  solche  zu  und  zwar  eine  begrenzte  Anzahl  von  ein- 
ander unabhängiger,  so  ist  es  immer  möglich,  die  Bestimmung  dieser 
infinitesimalen  Transformationen  zurückzuführen  auf  das  Problem,  ein 
gewisses  vollständiges  System  von  linearen  partiellen  Differential- 
gleichungen zu  integrieren,  welches  bekannte  infinitesimale  Transfor- 
mationen gestattet.  Wird  dieses  vollständige  System  integriert,  so 
findet  man  die  gewünschten  infinitesimalen  Transformationen  und  ihre 
Verwertung  ermöglicht  alsdann  gewisse  Vereinfachungen  des  Into- 
grationsproblemes.  Das  dann  noch  zu  erledigende  Integrationsgcsrhält 
lässt  sich  nämlich  wiederum  auf  die  Integration  eines  vollständigen 
Systems  mit  bekannter  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen 
zurückführen. 

Wenn  ein  System  von  Differentialgleichungen  vorliegt,  so  kann 
man  sich  ferner  die  aus  vielen  Gesichtspunkten  wichtige  Krage  vor- 
legen, ob  dasselbe  auf  eine  gegebene  typische  Form  rcdueiert  werden  lann. 
Die  Frage  der  Möglichkeit  dieser  Zurückführung  lässt  sich  immer 
durch  die  allgemeine  Theorie  der  Diffurentialinvarianten  entscheiden. 
Ist  die  lieduction  möglich,  und  gestattet  dabei  die  typisihe  Form  eijie 
endliche  Gruppe  von  infinitesimalen  Transformationen,  so  kann  man 
die  wirkliche  Überführung  leisten,  sobald  man  ein  gewisses  vollstün 
diges  System  mit  bekannter  Gruppe  von  infinitesimalen  Transforma- 
tionen integriert  hat.  Wieder  also  tritt  das  letztere  Problem  auch 
hier  in  den  Vordergrund. 

Schon  diese  Bemerkungen  genügen,  die  hervorragende  Wichtigkeit 
des  Problems  zu  zeigen,  ein  vorgelegtes  vollständiges  System  mit  be- 
kannter  Gruppe   von   infinitesimalen   Transformationen    zu    integrieren. 

Eine  Begründung  der  obigen  Bemerkungen  kann  freilieh  hier 
nicht  gegeben  werden,  denn  sie  setzt  die  Kenntnis  der  allgemeinen 
Theorie  der  endlichen  continuierlichen  Transformationsgruppen  vomus*). 


*)  Eine  zioniiicli  cingeliendo   Inle^^rationsthcorit'  oinea  vollalilmüijon  SysU^niH 
mit   bekannter   (!rui>i>e    findet   .sidi,    wie    sclion    j,'i>li'>jontlicli    bemerkt    v.unk»,    in 
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Schliesslich  sei  noch  Eines  hervorgehoben:  Bei  der  Ausführung 
der  von  uns  verwerteten  Integrationstheorieu  spielten  die  zu  einer 
Gruppe  gehörigen  Diffcrcntialmvarianten  eine  wesentliche  Rolle.  Man 
wird  durch  ihre  Benutzung  zu  solchen  Tntegrationstheorien  geführt, 
welche  mit  der  Galoisschen  Behandluny  der  Auflösung  algebraischer 
Gleichungen  durchgehende  Analogien  darbieten.  Allerdings  müssen 
wir  uns  darauf  beschränken,  auch  dies  hier  nur  angedeutet  zu  haben. 
Eine  Begründung  dieser  Bemerkung  ist  hier  nicht  am  Platze. 


Bd.  25  der  Math.  Annalen.  Es  mag  aber  hier  erwähnt  werden,  dass  die  dortige 
Darstellung  an  einer  Stelle  eine  kleine  Lücke  hat  und  an  einer  anderen  Stelle  einen 
Satz  verwertet,  dessen  allgemeine  Gültigkeit  allerdings  zweifelhaft  ist.  In  den 
Berichten  der  Sachs.  Gesellsch.  d.  Wiss.  vom  Jahre  1889  ist  jedoch  die  genannte 
Lücke  ausgefüllt  und  der  fragliche  Satz  eliminiert  worden.  Die  früher  citierte 
Bciuerkung  des  Herrn  Vessiot  ermöglicht  es  überdies,  die  Hauptresultate  jener 
Abhandlung  in  einfacherer  Weise  abzuleiten. 
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